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《 俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


从 上 世纪 50 年 代 初 起 , 在 当时 全 面 学 习 苏联 的 大 背景 下 , 国内 的 高 等 学 校 大 量 
采用 了 翻译 过 来 的 苏联 数学 教材 . 这 些 教材 体系 严密 , 论证 严谨 , 有 效 地 帮助 了 青年 
学 子 打 好 扎实 的 数学 基础 , 培养 了 一 大 批 优秀 的 数学 人 才 . 到 了 60 年 代 , 国内 开始 
编 篆 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代替 了 原先 采用 的 苏联 教材 , 但 还 在 很 大 程度 上 保留 
着 苏联 教材 的 影响 , 同时 , 一 些 苏 联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 生 作为 主要 参考 书 或 课外 
读物 继续 发 挥 厦 作用 . 客观 地 说 , 从 解放 初 一 直到 文化 大 革命 前 夕 , 苏联 数学 教材 在 
培养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 , 起 了 不 可 忽略 的 影响 , 是 功 不 可 没 的 . 

改革 开放 以 来 , 通过 接触 并 引进 在 体系 及 风格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 ， 大 
家 眼界 为 之 一 新 , 并 得 到 了 很 大 的 启发 和 教 益 . 但 在 很 长 一 段 时 间 中 , 尽管 苏联 的 数 
学 教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改革 , 引进 却 基本 中 断 , 更 没有 及 时 地 进行 跟踪 , 能 看 
慌 俄 文 数学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 , 事实 上 已 造成 了 很 大 的 隔膜 , 不 能 不 说 是 一 
个 很 大 的 缺憾 

事情 终于 出 现 了 一 个 转折 的 契机 . 今年 初 , 在 由 中 国 数学 会 、 中 国 工业 与 应 用 数 
学 学 会 及 国家 日 然 科 学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 联合 组 织 的 迎春 茶话会 上 , 有 数学 
家 提出 , 英 斯 科大 学 为 庆祝 成 立 250 周年 计划 推出 一 批 优秀 教材 , 建议 将 其 中 的 一 
些 数学 教材 组 织 翻 译 出 版 . 这 一 建议 在 会 上 得 到 广泛 支持 , 并 得 到 高 等 教育 出 版 社 
的 高 度 重视 . 会 后 高 等 教育 出 版 社 和 数学 天 元 基金 一 起 邀请 熟悉 俄罗斯 数学 教材 情 
况 的 专家 座谈 讨论 , 大 家 一 致 认为 : 在 当前 着 力 引进 俄罗斯 的 数学 教材 有 助 于 扩大 
视野 , 开拓 思路 , 对 提高 数学 教学 质量 、 促 进 数学 教材 改革 均 十 分 必要 .《 俄罗斯 数 
学 教材 选 译 》 系 列 正 是 在 这 样 的 情况 下 , 经 数学 天 元 基金 资助 , 由 高 等 教育 出 版 社 组 
织 出 版 的 . 


. 这 ， 《 俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


经 过 认真 选 题 并 精心 翻译 校订 , 本 系列 中 所 列 人 的 教材 , 以 莫斯科 大 学 的 教材 为 
主 , 也 包括 俄罗斯 其 他 一 些 著 名 大 学 的 教材 . 有 大 学 基础 课程 的 教材 , 也 有 适合 大 学 
高 年 级 学 生 及 研究 生 使 用 的 教学 用 书 . 有 些 教材 虽 曾 翻译 出 版 , 但 经 多 次 修订 重 版 ， 
面目 已 有 较 大 变化 , 至 今 仍 广 泛 采 用 、 深 受 欢迎 , 反射 出 俄罗斯 在 出 版 经 典 教材 方面 
所 作 的 不 懈 努 力 , 对 我 们 也 是 一 个 有 益 的 借鉴 . 这 一 教材 系列 的 出 版 , 将 中 俄 数 学 教 
学 之 间 中 断 多 年 的 链条 重新 连接 起 来 , 对 推动 我 国 数学 课程 设置 和 教学 内 容 的 改革 ， 
对 提高 数学 素养 、 培 养 更 多 优秀 的 数学 人 才 , 可 望 发 挥 积极 的 作用 , 并 起 着 深远 的 影 
响 , 无 疑 值得 庆 资 , 特 为 之 序 . 


李 大 潜 
2005 年 10 月 


译 者 序 通常 会 归纳 和 列举 所 译 书 的 优点 , 当 作 翻译 和 出 版 理由 .而 本 书 的 特点 
一 目 了 然 , 无 需 痪 述 , 只 简介 一 下 翻译 本 书 的 个 人 理由 , 权 作 译 者 序 . 

1989 年 到 1993 年 , 我 有 洗 受 教育 部 公派 在 莫斯科 大 学 数学 力学 系 理论 力学 教 
研 室 攻读 Ph.D. 莫斯科 大 学 不 给 研究 生 安排 任何 专业 课程 , 只 是 要 求 通过 资格 考试 ， 
为 此 导师 给 我 指定 了 十 几 本 参考 书 , 内 容 覆 盖 了 当时 北京 大 学 力学 系 一 般 力 学 专业 
研究 生 的 必修 课程 , 如 分 析 力 学 、 运 动 稳定 性 、 多 刚体 动力 学 、 控 制 理 论 等 , 另外 还 
有 与 专业 相关 的 卫星 轨道 和 姿态 动力 学 . 我 念 过 北京 大 学 力学 系 本 科 和 人 研究 生 课程 ， 
学 习 这 些 内 容 并 不 困难 , 但 是 要 在 一 次 考试 中 涉及 这 人 么 广泛 的 内 容 , 是 很 大 的 挑战 . 
非常 幸运 , 我 天 到 了 本 书 的 第 一 版 , 它 帮 助 我 在 资格 考试 中 得 了 5 分 . 

回国 后 , 我 在 清华 大 学 教 了 十 年 理论 力学 课 , 本 书 成 了 我 最 亲密 的 伙伴 , 我 主编 
的 《理论 力学 》 也 借鉴 了 本 书 的 一 些 思想 . 在 十 年 的 教学 实践 中 , 我 想 翻译 出 版 本 书 
的 愿望 越 来 越 强 烈 , 我 相信 理论 力学 教师 们 和 学 有 余力 的 学 生 们 都 会 喜欢 这 本 书 , 也 
许 这 本 书 对 我 国 理论 力学 教材 会 产生 相当 深远 的 影响 . 

原 计划 一 年 后 完成 译 稿 , 但 我 开始 翻译 工作 后 就 爱不释手 , 急切 地 想 把 它 奉献 
给 读者 , 暑假 里 每 天 经 常 工 作 10 个 小 时 , 只 4 个 月 就 完成 了 . 感谢 高 等 教育 出 版 社 
和 数学 天 元 基金 . 


。 译 者 
2005 年 10 月 于 清华 园 
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该 版 本 与 上 一 版 没有 差别 , 仅仅 修正 了 所 发 现 的 打字 错误 . 
”作者 
2001 年 10 月 


第 2 版 序 


该 版 本 与 1990 年 的 第 一 版 相 比 有 以 下 不 同 : 增加 了 新 的 第 7 章 《 撞 击 运动 理 
论 》 和 第 11 章 的 第 6 节 《 作 用 - 角 变 量 》, 在 第 95 小 节 介 绍 了 椭圆 积分 和 椭圆 函数 ， 
在 第 11 章 的 第 4 节 增 加 了 几 个 正则 变换 的 例子 , 而 在 该 章 的 第 5 节 增 加 了 介绍 哈 
密 顿 特征 函数 的 178 小 节 . 此 外 还 改正 了 所 发 现 的 几 个 错误 . 

作者 感谢 读者 对 第 1 版 的 批评 指正 , 这 些 都 已 经 在 第 2 版 的 编写 之 中 做 了 修正 . 


第 1 版 序 


随 着 科学 技术 的 发 展 , 狭窄 的 专业 知识 迅速 老化 . 为 了 解决 不 断 出 现 的 全 新 的 
现实 问题 , 科技 人 员 和 工程 师 们 除了 需要 具备 重新 学 习 的 能 力 以 外 , 还 必须 获得 基 
础 科学 领域 的 良好 培训 . 这 需要 经 常 全 面 地 完善 高 等 教育 . 最 有 前 景 的 办 法 就 是 在 培 
养 未 来 科技 人 员 和 工程 师 的 教学 方案 中 加 大 一 般 性 科学 课程 的 力度 , 完善 物理 、 数 
学 和 力学 等 基础 性 课程 的 教学 . 

作为 基础 课 , 理论 力学 不 仅 是 提供 深入 理解 自然 所 需 知 识 的 一 门 课程 ,而且 也 
是 未 来 专家 对 上 自然 和 工程 过 程 创 造 性 地 建立 数学 模型 、 研 究 并 获得 科学 结论 的 有 力 
工具 . 


“vi 原 书 的 序 


完善 理论 力学 课程 应 该 注重 以 下 两 个 基本 问题 : 第 一 , 课程 应 该 是 严 说、 逻辑 性 
强 、 完 整 和 紧凑 的 , 应 该 用 较 短 的 时 间 介绍 理论 力学 的 基本 概念 和 方法 . 第 二 , 不 必 
在 静 力学 和 运动 学 的 基本 问题 上 花 很 多 精力 , 应 该 集中 精力 介绍 内 容 更 丰富 、 理 论 
与 应 用 价值 更 大 的 动力 学 部 分 , 以 及 分 析 力学 方法 . 

本 书 是 作者 在 莫斯科 航空 学 院 应 用 数学 系 教学 工作 的 结晶 . 给 未 来 数学 家 和 工 
程 师 讲授 的 一 些 课程 是 本 书 的 基础 , 但 书 中 有 些 内 容 超出 了 这 些 课程 范围 

撰写 此 书 的 主要 目的 是 教学 需要 . 作者 认为 本 书 的 可 能 读者 首先 是 渴望 学 习 理 
论 力学 基本 问题 和 方法 的 大 学 生 . 作者 希望 本 书 对 力学 教师 、 研 究 生 、 应 用 数学 和 力 
学 领域 的 工作 人 员 也 是 有 益 的 . 

本 书 与 现 有 的 理论 力学 教材 在 选材 和 叙述 方法 上 都 有 本 质 区 别 . 从 目录 上 就 可 
以 看 出 , 本 书 的 内 容 如 静 力学 、 运 动 学 主要 部 分 、 变 分 原理 、 正则 变换 理论 等 的 叙述 
方法 有 很 大 不 同 

在 很 多 教材 、 专 著 、 文 章 的 影响 下 , 作者 形成 了 现在 的 方法 和 观点 . 作者 自己 以 
及 莫斯科 的 同事 和 朋友 们 的 科研 教学 经 验 对 本 书 也 有 重要 的 影响 . 最 主要 的 参考 文 
献 已 经 列 在 本 书 最 后 , 在 脚注 中 也 提 到 了 一 些 专著 、 教 材 和 文章 . 
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力学 是 关于 质点 运动 和 相互 作用 的 科学 . 这 里 的 运动 理解 为 机 械 运 动 , 即 物体 或 
其 一 部 分 的 位 置 在 空间 中 随 着 时 间 变化 . 像 物理 科学 一 样 , 力学 以 观察 和 实验 为 基 
础 , 可 以 划分 为 观察 (实验 ) 力学 和 理论 力学 . : 

观察 (实验 ) 力学 包含 在 实验 物理 学 、 天 文学 和 工程 技术 的 各 个 领域 中 , 它 建立 
物体 的 性 质 、 物 体 的 运动 、 产 生 和 改变 运动 的 原因 之 间 的 联系 . 这 些 原因 称 为 力 , 而 
上 述 联系 表述 为 运动 定律 . 这 些 定律 不 是 某 个 原始 的 真理 的 数学 推论 , 而 是 大 量 实验 
结果 的 归纳 陈述 . 这 些 陈述 在 一 定 的 精度 内 确定 了 物体 运动 的 特性 

理论 或 者 理性 力学 以 实验 力学 中 建立 的 几 个 定律 为 无 需 证 明 的 公理 , 在 理论 力 
学 中 这 些 公理 可 以 代替 从 实验 力学 中 归纳 出 的 真理 .理论 力学 具有 演绎 的 特性 , 以 
实践 和 实验 得 到 的 已 知 公理 为 依据 , 理论 力学 借助 严格 的 数学 推演 得 到 自己 的 理论 . 

按照 牛顿 的 说 法 , 理论 力学 “是 关于 任何 力 产 生 的 运动 和 产生 任何 运动 的 力 的 理 
论 , 是 精确 的 论述 和 证 明 ”. © 

理论 力学 作为 使 用 数学 方法 的 自然 知识 的 一 部 分 , 不 仅 研究 实际 物体 , 而 且 研 
究 其 模型 . 理论 力学 中 研究 的 模型 是 质点 、 质 点 系 、 刚 体 和 连续 介质 , 但 本 书 不 研究 
连续 介质 力学 . 

为 了 方便 学 习 , 理论 力学 可 以 分 为 运动 学 和 动力 学 , 还 可 以 从 动力 学 中 分 出 静 力 
学 部 分 . 运动 学 只 是 从 几何 的 观点 研究 运动 , 而 不 研究 运动 的 原因 . 动力 学 研究 运动 
产生 和 改变 的 原因 . 作为 动力 学 的 一 部 分 , 静 力学 研究 物体 保持 静止 的 条 件 , 以 及 力 
系 等 效 简化 方法 . 运动 学 、 动 力学 及 其 一 部 分 __” 静 力学 所 研究 的 问题 在 本 书 相应 
章节 做 了 详细 阐述 . 


中 引 自 牛顿 著名 著作 《 自然 哲学 的 数学 方法 》 第 1 版 序 (参见 : A. H. 克 雷 罗 夫 文集 , 第 7 卷 , 莫 斯 
科 , 列宁 格 勒 : 苏联 科学 院 出 版 社 , 1936, 第 2 页 ) . 


8$1. 基本 概念 . 运动 学 的 任务 


1. 时 间 与 空间 “机械 运动 发 生 于 空间 和 时 间 之 中 ， 理 论 力学 中 采用 的 理想 时 
空 模型 是 最 简单 的 模型 一 一 假设 存在 绝对 空间 和 绝对 时 间 . 绝对 时 间 和 绝对 空间 是 
相互 独立 的 , 这 体现 了 经 典 时 空 模型 与 相对 论 模 型 的 区 别 , 在 相对 论 中 时 间 和 空间 
不 是 独立 的 . 

假设 绝对 空间 是 三 维 均匀 各 向 同性 的 固定 不 动 的 欧 几 里 得 空间 . 研究 发 现 , 对 
于 尺寸 不 大 的 实际 物理 空间 区 域 , 欧 几 里 得 几何 是 正确 的 . 

在 理论 力学 中 绝对 时 间 是 大 小 连续 变化 的 , 方向 是 从 过 去 到 未 来 . 在 空间 的 所 
有 点 , 时 间 都 是 均匀 的 、 单 值 的 , 不 依赖 于 点 的 运动 的 . 

运动 的 几何 表示 有 相对 性 : 如 果 两 个 物体 上 一 些 点 之 间 的 距离 发 生变 化 , 则 一 
个 物体 相对 于 另 一 个 物体 产生 了 运动 . 为 了 方便 研究 运动 的 几何 性 质 , 在 运动 学 中 
选取 一 个 完全 确定 的 刚体 , 即 形 状 不 变 的 物体 , 并 假设 它 不 运动 . 其 它 物体 相对 于 这 
个 刚体 的 运动 在 运动 学 中 称 为 绝对 运动 . 通常 选取 3 个 不 共 面 的 轴 组 成 的 坐标 系 作 
为 不 动 的 参照 物 , 这 个 坐标 系 称 为 参考 系 , 按照 定义 , 它 是 固定 (绝对 ) 参照 系 或 固 
定 (绝对 ) 坐标 系 . 在 运动 学 中 这 个 参照 系 的 选择 是 任意 的 , 但 在 动力 学 中 不 允许 这 
样 任意 选择 . 时 间 的 单位 取 为 秒 : ls = .1/86 400 层 夜 , 由 天 文 观测 确定 . 在 运动 学 中 
还 要 选择 长 度 单位 , 例如 lm, lcm 等 . 于 是 运动 的 基本 运动 学 量 , 如 将 在 后 面 介绍 的 
位 置 、 速 度 、 加 速度 都 可 以 借助 时 间 和 长 度 单位 来 确定 . 

如 果 以 某 给 定时 刻 为 时 间 参 考 起 点 , 则 任意 其 它 时 刻 都 用 相应 的 数 t ( 即 从 初始 
时 刻 到 该 时 刻 经 过 的 秒 数 ) 来 唯一 确定 . 这 个 数 是 正 的 还 是 负 的 , 取决 于 该 时 刻 在 初 
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始 时 刻 之 后 还 是 之 前 , 即 -ce < t < +oc. 


2. 质点 与 质点 系 ”质点 是 指 尺寸 足够 小 的 一 小 部 分 物质 , 将 它 当 作 没 有 尺寸 的 
物体 也 可 以 完全 确定 它 的 位 置 和 运动 . 如 果 所 研究 的 运动 可 以 忽略 物体 尺寸 和 转动 ， 
这 个 假设 完全 成 立 . 能 否 用 质点 来 描述 物体 取决 于 实际 问题 , 例如 , 确定 地 球 卫 星 在 
宇宙 空间 中 的 位 置 时 , 经 常用 质点 模型 ; 如 果 要 人 研究 安装 在 卫星 上 的 天 线 、 太 阳 电 
池 、 光 学 仪器 等 的 指向 , 就 不 能 用 质点 模型 , 因为 研究 指向 问题 不 能 忽略 卫星 的 转动 ， 
必须 将 卫星 看 作 具 有 有 限 尺 寸 的 物体 , 尽管 这 个 尺寸 与 卫星 到 地 球 的 距离 相 比 是 非 
第 小 的 . 

在 理论 力学 中 按照 定义 , 质点 是 具有 力学 性 质 的 几何 点 , 在 动力 学 中 将 研究 这 
些 力 学 性 质 . 在 运动 学 中 可 以 将 质点 与 几何 点 不 加 区 别 . 

运动 点 的 一 系列 几何 位 置 称 为 轨迹 . 如 果 当 < t < ts 时 轨迹 是 直线 , 则 运动 
是 直线 运动 , 否则 是 曲线 运动 . 如 果 在 时 间 段 二 < 上 < 刀 内 , 点 的 轨迹 在 圆周 上 , 则 
在 该 时 间 段 内 , 点 的 运动 称 为 圆周 运动 . 

力学 系统 或 者 质点 系 或 者 简称 系统 是 指 质点 以 某 种 方式 组 成 的 集合 . 


3. 运动 学 的 任务 ”确定 点 (系统 ) 的 运动 , 即 给 出 确定 点 (组 成 系统 的 所 有 点 ) 
在 任意 时 刻 的 位 置 的 方法 . 

运动 学 问题 包括 研究 描述 运动 的 方法 以 及 确定 组 成 力学 系统 的 点 的 速度 、 加 速 
度 和 其 它 运动 学 量 的 方法 . 


82.， 点 的 运动 学 


4. 向量 描 述 法 ”我们 研究 质点 P 相对 于 某 个 固定 物体 的 运动 . 设 O 是 固定 物 
体 上 的 点 , 动 点 P 相对 于 O 的 向 径 是 时 间 t 的 函数 : 
7 = 7(t). 随 着 时 间 的 变化 , 器 量 .” 的 端点 画 出 点 的 轨迹 
(图 1). 向 径 ” 的 导数 


v= 下 (1) 
1 称 为 已 点 的 速度 . 速度 v 的 导数 
27 
w= 中 = 5 (2) 


称 为 P 点 的 加 速度 . 


5. 直角 坐标 描述 法 ” 设 Ozyz 为 固定 的 直角 坐标 系 , 而 i, j,k 为 坐标 轴 Oz, Oy， 
Oz 的 单位 向 量 , 于 是 向 量 孙 数 7(t) 可 以 由 PP 点 的 3 个 坐标 一 一 标量 函数 z(t), y(t)， 
z(t) 给 出 : 


T(t) = z(t)i + y(t)3 + z(t)k. 


[5] 8$2. 点 的 运动 学 7. 


由 此 我 们 得 到 速度 表达 式 
v(t) = ~ = voi vj + vok, (3) 
其 中 vj = zj,vy = 由 vz 二 2 为 速度 v 在 坐标 轴 Ozx,Oy,O0z 上 的 投影 上 .速度 的 大 
小 v 和 方向 由 下 面 的 等 式 确定 . 
v= |v| = V 家 十 色 十 说 


cos(v,2) = = cos(v,7) = >， cos(v,k) = 了 
v 


加 速度 可 以 类 似 的 得 到 


(4) 


wo 的 = = woit wj + wah, (5) 
其 中 wz = 区 wy = 芒 wz = 艺 为 加 速度 w 在 坐标 轴 Oz, Oy, Oz 上 的 投影 , 并 且 有 
w= lw| = V 枢 更 让 现 
一 工 站 二 卫 _ 2 
cos(w,1) = pt cos(1w, 7) pt cos(w, k) pt 
例 1 给 定 P 的 运动 规律 : 
T=acosbt, y=asinbt, 2 一 ct 


其 中 a,b,c 是 常数 , 试 求 该 点 的 轨迹 、 速 度 和 加 速度 . 将 前 2 个 等 
式 平 方 后 相 加 可 得 


(6) 


r+ =. 
这 表明 , 该 点 活着 半径 为 a, 中 心 轴 与 Oz 轴 重合 的 圆柱 表面 运动 


(图 2)， 
设 0 为 向 径 OP 在 Ozy 平面 上 的 投影 OA 与 Oz 轴 的 夹 角 , 那么 


r=acosp, Yy=asinp, p= z= cp/b. 
可 见 ,直线 OA 等 速 转动 , 点 也 沿 着 母线 AP 等 迷 移 动 ， 因 此 点 沿 着 螺旋 线 运动 
下 面 确定 PP 点 的 速度 , 我 们 可 以 得 到 
t=—absinbt, Y=abcosbt， z=c， v= V 训 十 如 十 总 = Va2b? 十 c2， 
速度 的 大 小 为 常数 , 但 方向 随时 间 变 化 . 
下 面 确 定 已 点 的 加 速度 , 我 们 可 以 得 到 
二 一 ab? cosbt， 当 = 一 ab?2sinbt， 儿 二 0; w= V 训 十 说 十 = ab?， 
cos(w,i) =—cosbt, cos(w,j)=—sinbt, cos(w,k)=0. 
加 速度 大 小 为 常数 , 方向 沿 着 圆柱 内 法 线 (从 P 到 B, 线段 PB 平行 于 OA4). 
” @ 某 个 量 对 时 间 t 的 导数 是 时 间 t 的 函数 , 经 常用 这 个 量 对 应 符号 上 面 的 点 表示 . 
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6. 自然 坐标 描述 法 ”假设 在 空间 中 给 定 一 条 曲线 , 点 已 沿 着 该 曲线 运动 . 为 了 
确定 点 P 在 曲线 上 的 位 置 , 我 们 在 曲线 上 任 取 一 个 点 O1 作为 弧 长 计算 的 参考 起 始 
点 , 并 给 定 一 个 方向 为 正 向 (图 3). 点 P 的 每 个 位 置 对 应 着 自己 的 弧 长 o, 就 像 直 
角 坐 标 轴 上 每 个 点 都 对 应 一 个 坐标 值 一 样 . o 取 正 值 或 负 值 取决 于 弧 长 的 参考 方向 ， 
弧 O1P 的 长 度 等 于 lc|. 如 果 o = olt) 是 时 间 上 的 已 知 函数 , 则 已 点 的 运动 就 是 给 
定 的 . 这 样 确定 点 的 运动 的 方法 称 为 自然 坐标 法 , 这 里 我 们 假设 o(t) 是 2 阶 连续 可 
微 函 数 . 

下 面 我 们 求 自然 坐标 法 中 点 PP 的 速度 和 加 速度 表达 式 . 我 们 引入 构成 右手 系 的 
3 个 单位 向 量 7,n,b (图 4), 向 量 r,m 位 于 轨迹 在 P 点 的 密切 平面 内 , 分 别 沿 着 切 


图 3 图 4 


线 指向 弧 长 增加 的 方向 和 沿 着 主 法 线 指向 曲线 的 四 侧 , 向 量 5 沿 着 P 点 轨迹 的 副 法 
向 . 

点 相对 于 某 个 任意 固定 点 的 向 径 > 可 以 写成 复合 函数 : + = r(c(b). 根据 微 
分 几何 可 知 ， 


T(a) = do” do 5™(0) (7) 
其 中 p 为 轨迹 在 P 点 的 曲率 半径 . 利用 速度 定义 (1) 和 (2), 根据 (7) 有 
dr drdo 
TH dd (8) 
dv dvr drdo do 他 
vam wo" (9) 


这 里 引入 了 符号 wr = 0. 如果 已 点 沿 着 弧 O1P 的 正 向 运动 , 则 vw 取 正 值 ; 反之 取 
负 值 . 根据 (8), 速度 总 是 沿 着 轨迹 的 切 向 . 
由 (9) 可 知 ， 加 速度 总 是 位 于 密切 平面 内 ， 可 以 写成 


2 2 


WU 
WwW = Wr 二 + Wn Wr = 一 一 丰 ， Wn 一 mm (10) 
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其 中 w; 为 切 向 加 速度 , wn 为 法 向 加 速度 . 公式 (10) 给 出 了 将 加 速度 分 解 为 切 向 加 
速度 和 法 加 加 速度 的 惠 更 斯 定理 . 切 向 加 速度 表征 速度 的 大 小 改变 的 速度 , 法 向 加 
速度 则 表征 速度 的 方向 改变 的 速度 . 

加 速度 的 大 小 由 下 式 确定 

w= V 蝶 + 呈 

如 果 wv =const, 则 运动 称 为 匀速 的 . 运动 加 快 或 者 变 慢 取决 于 速度 大 小 的 增加 
或 者 减少 . 因为 2 = 好 = 62, 故 dv2/dt = 266, 由 此 可 知 , 如 果 5 和 5 符号 相同 ， 
则 运动 加 快 ; 反之 运动 变 慢 . 如 果 在 时 间 段 三 <t< 刀 内 =0(or =0), 则 在 该 时 
间 段 内 运动 是 匀速 的 . 如 果 在 某 时 间 段 内 w = 0, 但 wv 去 0, 则 在 该 时 间 段 内 运动 是 
直线 的 (p = co). 

评注 1 从 关系 式 (8) 和 (9) 可 知 , 如 果 我 们 将 一 个 笛 卡 儿 坐 标 系 用 另外 一 个 相 
对 它 不 动 的 管 卡 儿 坐 标 系 来 代替 , 则 PP 点 的 向 量 运动 方程 np 二 7(t) 会 改变 , 但 速度 
和 加 速度 不 变 . 

例 1 利用 惠 更 斯 定理 求 曲线 


在 任意 点 的 曲率 半径 . 
我 们 将 椭圆 看 作 是 质点 以 


T=acost, Y= bsint 


的 规律 运动 的 轨迹 . 由 等 式 


岂 ” 一 万 十 也 
可 得 曲率 半径 表达 式 : 
p= 
再 考虑 到 


vy = Vi? + = Va?sin?t + bcos?t, 

WwW = V22 十 说 = Va?cos? t+ bsin?t, 
(ww )? | (a2 — b2)? sin’ t cos2t 
427) 一 -一 一 一 一 一 人 一， 

a2 sin2t 十 52 cos2t 
可 将 曲率 半径 表示 为 t 的 函数 : 


0 (a2 sin? t + b? cos2 t)3/2 
= . 
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特别 地 , 在 椭圆 与 Oz 轴 的 交点 处 (t = 0,7), p = 已/a, 而 在 椭圆 与 Oy 轴 的 交点 
处 (t = 7/2,37/2), p = a2/b. 


7. 圆周 运动 ” 设 一 点 沿 着 半径 为 R 的 圆周 运动 , 那么 (图 5) = Rp. 由 (8) 
和 (10) 可 得 
2 
v= 有 OOT，.Wr 王 有 OpOT， wn = 万 = p92Rn, 
2 和 5 分 别称 为 半径 OP 的 角速度 和 角 加 速度 (参见 第 25 小 节 ). 引进 符号 2 = w， 
=&, 则 PP 点 的 加 速度 大 小 表示 为 


w= VW2 十 2 = RVe?+wt. 
角速度 和 法 线 加 速度 之 间 的 夹 角 8 (图 5) 由 下 面 方程 求 得 


tanp= = 旧 
Wn WwW 


对 于 等 速 圆 周 运 动 有 c=0 和 6=0. 


图 5 图 6 


8. 极 坐标 表示 的 速度 和 加 速度 ” 设 一 点 在 给 定 平面 内 运动 , 除了 笛 卡 儿 坐 标 
z(t), y(t) 以 外 , 运动 还 可 以 用 极 坐 标 来 描述 (图 6). 假设 给 定 函 数 > = 7(t)，v = 
p(t), 我 们 可 以 求 出 点 P 的 速度 和 加 速度 . 

设 er 是 沿 着 已 点 相对 O 点 向 径 > 上 的 单位 向 量 , 指向 7 值 增加 的 方向 ; 而 ey 
是 将 er 逆 时 针 旋 转 /2 得 到 的 向 量 . 单位 向 量 e 和 ey 分 别 给 出 相互 垂直 的 2 个 
轴 向 : 径 向 和 横向 . 在 直角 坐标 系 Oxy 中 向 量 er 和 ey 可 以 写成 下 面 形式 %: 


er = (cosy,sing), eeo = (— singy,cosy). (11) 


由 于 xz=rcosp，Y = 二 7sing, 在 直角 坐标 系 中 有 
G 这 里 和 后 面 各 章节 中 , 我 们 将 向 量 理解 为 列 向 量 , 搬 号 表示 转 置 


[9] 82. 点 的 运动 学 . 11 ， 
v= (2,Yy) = (Fcosp — rysingy,rsinyg+ry cosy), (12) 


w= (思念 = ((F—rp)cosp — (rg + 2i9)siny, 
(13) 


人 一 7r02) sinp + (rg + 279) cosw). 
速度 在 径 向 和 横向 的 投影 w 和 vw 分 别称 为 径 向 速度 和 横向 速度 . 由 (11) 和 
(12) 得 


vr = (ver)=i, Upo=(o:eo)=70. (14) 
对 于 加 速度 可 以 类 似 地 得 到 
wr = rp wy 一 7O 十 270. (15) 
例 1 设 一 点 的 运动 由 极 坐 标 给 出 : 
r=at, p=bt (a,b= const), 


求 该 点 的 轨迹 、 速 度 和 加 速度 
从 给 定 的 2 个 方程 中 消去 ?就 得 到 轨迹 方程 r = ap/b 这 个 曲线 称 为 阿 基 米 德 亩 
线 , 其 向 径 大 小 正比 于 极 角 . 进一步 我 们 可 以 求 得 


r=a, p=0b, 7=0, $=0, 


故 径 向 速度 ,为 常数 并 等 于 a， 横 向 速度 ws。 二 abt， 速度 大 小 为 0 一 \/ 吸 十 局 = 
aV1 十 可 如 . 由 (15) 可 得 径 向 加 速度 和 横向 加 速度 ur = 一 ab?t，wp = 2ab.、 加 速度 
大 小 等 于 

W 一 \/w2 十 2 = abV4 + bE2. 


9. 曲线 坐标 “在 前 面 各 小 节 中 我 们 已 经 看 到 , 一 点 在 平面 内 的 运动 不 仅 可 以 用 

稍 卡 儿 坐标 给 出 , 也 可 以 用 极 坐标 给 出 . 一 般 来 说 , 可 以 确定 点 在 空间 中 位 置 的 任意 

3 个 数 q1,q2,qs 都 可 以 看 作 该 点 的 坐标 , 这 些 不同 于 笛 卡 儿 坐 标的 数 称 为 曲线 坐标 . 

如 果 点 的 曲线 坐标 qi(i = 1 2,3) 是 时 间 的 已 知 函 数 vi(b, 则 该 点 的 运动 就 是 确定 的 
笛 卡 儿 坐 标 和 曲线 坐标 之 间 的 关系 由 等 式 


7 一 7(ql,gq2,q3) = ZZ+ YI + zk (16) 


给 出 , 其 中 z,y,z 是 gq1,q2,gqs 的 二 阶 连续 可 微 函 数 , 向 径 > 是 时 间 的 复合 函数 : > = 
7(q1(t), q2(t), q3(t)). 
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设 太 是 空间 中 某 个 点 , 其 曲线 坐标 为 qio， 

q20, 930. 在 某 个 时 间 段 内 令 qi 变化 而 qo, qs 国 

定 , 由 (16) 得 到 过 PP 的 曲线 7 = r(gi, q20, 930)， 

我 们 称 该 曲线 为 第 1 坐标 线 . 类 似 地 定义 第 2 

坐标 线 和 第 3 坐标 线 : 第 i 个 坐标 线 在 点 Po 处 

的 切线 称 为 过 忆 点 的 第 i 个 坐标 轴 (图 7). 第 
i 个 坐标 轴 的 单位 向 量 可 写成 下 面 形 式 
1 Or Or Or. Oy Oz 


i 二 一 二 一 ， 二 一 ?十 二 一 ] 十 一 k, (1 
HiOg; Og; Dg" dg” dg, (17) 


Or Or \” Ovy 2 Oz \” 
歼 |- 狼 天 外) + (站) 
Hi 称 为 拉 梅 系数 . 公式 (17) 中 的 求 导 是 在 忆 点 . 

如 果 向 量 ei, e2, es 互相 正 交 , 则 曲线 坐标 称 为 正 交 的 , 我 们 只 研究 正 交 曲 线 坐 
标 . 下 面 我 们 求 已 点 速度 w 和 加 速度 w 在 曲线 坐标 系 中 的 投影 v 和 wa,(i = 1,2,3). 
由 (1), (16) 和 (17) 得 


图 7 H; = 


dr_or, Or 0 + ve2 + vose (18) 
二 了 三 dad da! Das ds ael q2 €2 十 VqsC3， 
其 中 v。 按 公式 
Vg; 二 id (i 一 1,2, 3) (19) 
计算 , 加 速度 投影 w。 等 于 标量 积 w : ei, 根据 (2) 和 (17) 有 
,old om) i, or dafar oo 
“a Ad a) la og/) " a\a)l 
进一步 有 
和 (人 ) = 天 (21) 
dt \ Og; 505042 dq0g Ogq0g 3 


再 由 .(18) 可 得 
Du _ Or | Or | Or . 
Og; OgiOg; ”00582” 5060 
因为 > 是 关于 qq,ags 的 二 阶 连 续 可 微 函 数 , 可 以 交换 对 gx(k = 1,2,3) 和 gq; 的 微 


分 顺序 , 于 是 由 (21) 和 (22) 得 
d /oOr Ov 
dt 的 Og; (23) 


(22) 


此 外 , 由 (18) 还 可 以 得 到 
Or Ov 


加 24 
Og; 0g:; (24) 
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利用 (23) 和 (24), 等 式 (20) 可 以 写成 @ 


1 d Ov Ov 
zy dt 
如 果 引 入 工 二 /2, 则 wa, 的 表达 式 最 终 可 以 写成 


1 /dar 67 
Wa; 一 EH, (于 六 一 Be ) @ 一 1,2, 3). (25) 


例 1 求 一 点 的 速度 和 加 速度 的 柱 坐 标 和 球 坐 标 表达 式 ， 对 柱 坐 标 情况 (图 8)， 


设 d1 二 7,42 二 ,43 = %, 则 


T=rcosp, Y=rsing, z=%; H;=1, H,=7, 了 =] 


Vr 一 个， Vy 一 TD， Vz = %; (26) 
1 ， 
T= 3 +r P+) (27) 
wr = ry, wo 一 TO 十 27D， wz = (28) 


对 球 坐 标 情况 (图 9), 设 qi = mga = p,q =-0, 则 


图 8 图 9 


r=rsinbcosyp, Y=rsinbsing, z=rcos0; H,=1, Ho,=rsing, Hoge=7; 


wr 一 人 让， vo =r7rSsin0p, ve = r0; (29) 
1 ， 
T= 3 (7 十 72 sin2002 十 r202); (30) 
wr 一 人 关 一 sin20202 一 7r02， wo 一 7rsin06 十 2 sin Or9 十 27 cos 00D0， (31) 


we 一 70 十 270 一 rsingcos00D2.9 


@ 译 者 注 : 原文 这 个 公式 有 误 , 译 者 做 了 更 正 . 
@ 译 者 注 : 原文 这 个 公式 有 误 , 译 者 做 了 更 正 . 


"14. 第 一 章 质点 和 质点 系 的 运动 学 [10] 


例 2 设 一 点 沿 着 半径 为 a 的 球面 等 速 运动 , 运动 起 始 位 置 在 赤道 上 , 速度 v0 的 方 
向 与 球 的 经 线 夹 角 a 保 持 常 数 , 求 点 的 轨迹 ( 儿 驶 线 ) 方程 , 以 及 点 到 达 球 极点 的 时 
刻 T. 

一 点 在 球面 上 的 位 置 可 以 由 坐标 p,0 (图 9) 确定 . 由 公式 (29) 得 

vo 一 QSinbpD， ve = ab. 

不 失 一 般 性 , 假设 点 的 运动 起 点 在 Oz 轴 上 ( 即 当 t = 0 时 p = 0, 9 = T/2), 在 运动 过 
程 中 角 9 从 7/2 减 少 到 0, 而 pp > 0. 

因为 速度 0 与 经 线 p = const 的 夹 角 为 a, 故 tana = 一 ve/vp， 由 此 可 得 


dg . 
-一 一 一 cotasin 0. 
dy 
考虑 到 前 面 提 到 的 初始 条 件 , 将 该 方程 积分 可 得 斜 驶 线 方程 如 下 
tan 5 一 ee 一 cot ap 


由 于 9 = 0 时 yp = oo, 斜 驶 线 在 极点 附近 形成 螺旋 的 无 限 集合 . 但 是 人 儿 驶 线 的 总 孤 长 
是 有 限 的 , 我 们 可 以 求 出 这 个 长 长 


ds = a (db)2 + sin? 0(dp)2 = ~adOV 1 + tan? a = -2 


因为 斜 驶 线 总 弧 长 1 相应 于 0 从 r/2 变 化 到 0, 故 ! = Fe 由 于 点 的 运动 是 等 速 的 ， 
运动 时 间 7 等 于 0 
2v COSOQ 
83. 质点 系 运动 学 一 般 基 础 
10. 自由 质点 系 与 非 自由 质点 系 . 约束 ”我 们 来 研究 质点 系 PB,(v = 1,2,… , NN) 


相对 于 固定 第 卡 儿 直角 坐标 系 的 运动 , 系统 的 状态 由 系统 内 点 的 向 径 rw 和 速度 ww 
确定 . 系统 运动 时 其 各 点 的 位 置 和 速度 经 常 不 能 是 任意 的 , 对 向 径 r, 和 速度 v 的 
限制 不 因 受 力 而 改变 , 称 为 约束 . 如 果 系 统 不 受 约束 , 则 系统 称 为 自由 的 . 当 存 在 一 
个 或 多 个 约束 时 系统 称 为 非 自由 的 . 

例 1 质点 可 以 活着 过 坐标 原点 的 给 定 平面 运动 . 如 果 箭 卡 儿 坐标 系统 的 Oz 轴 
垂直 于 该 平面 , 则 z = 二 0 是 约束 方程 . 

例 2 质点 沿 着 以 原点 为 中 心 半 径 为 尺 = f(t) 的 球面 运动 . 如 果 17,Yy,z 是 运动 
点 的 坐标 , 则 约束 方程 为 2 十 十 2 一 了 2(t) =0. 

例 3 2 个 质点 咏 和 忆 用 长 为 1 的 不 可 伸 长 的 绳 相连 ,约束 用 关系 式 12 一 (71 一 
ro2)2>0 给 出 . 

例 4 质点 在 空间 中 运动 并 保持 在 第 一 象限 内 或 边界 上 ,约束 用 不 等 式 z>>0， 
y 之 0, z>0 给 出 . 
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例 5( 冰 刀 的 运动 ) 设 冰刀 活着 水 平 冰 面 运 动 . 冰 4? 
刀 以 细 杆 为 模型 , 在 运动 过 程 中 杆 上 一 个 点 C ( 见 图 10) 
的 速度 始终 活着 杆 . 如 果 Oz 轴 紧 直 向 上 , x,y,z 是 C 
的 坐标 , 而 p 是 杆 与 Oz 轴 的 夹 角 , 则 约束 由 2 个 方程 
Zz 二 0,y 二 tany 给 出 . 

一 般 情 况 下 约束 用 关系 式 f(r,, vy,t) 给 出 由. 如 果 
这 个 关系 式 中 只 有 等 号 成 立 , 则 约束 称 为 双 面 的 . 在 上 
面 的 例 1、 例 2、 例 5 中 , 约束 是 双 面 的 . 如 果 这 个 关系 轩 10 
式 中 等 号 和 严格 不 等 号 都 可 以 实现 , 则 称 约束 是 单 面 的 . 在 上 面 的 例 3、 例 4 中 约束 
是 单 面 的 . 下 面 我 们 不 再 研究 有 单 面 约束 的 系统 . 

如 果 约 束 方程 可 以 写成 不 含 点 的 速度 分 量 的 形式 f(r,,t) = 0, 则 称 该 约束 为 几 
何 (有 限 、 完 整 ) 约束 . 上 面 的 例 1、 例 2 是 几何 约束 .如果 约 柬 方 程 中 包括 速度 ww 的 
分 量 , 即 f(rw,5,,t) = 0, 则 约束 称 为 微分 (运动 ) 约束 . 如 果 微 分 约束 f(r,,v,,t) =0 
可 以 写成 质点 坐标 与 时 间 的 函数 (就 像 刀 何 约束 情况 ), 则 该 微分 约束 称 为 可 积 的 . 不 
可 积 的 微分 约束 也 称 为 非 完 整 约束 . 

注释 1 例 5 中 的 微分 约束 外 = 二 tang 是 不 可 积 的 , 下 面 给 出 证 明 . 假设 不 然 ， 
即 zx,y, yp 满足 关系 式 f(z,y, yp,t) = 0, 设 z,y,p 相对 应 于 冰刀 的 真实 运动 , 求 f 对 
时 间 的 全 导数 . 06f. Bf. 61 9f 


i- tta ta = 


利用 约束 方程 f 可 以 写成 


再 根据 角度 yp 的 任意 性 ,函数 有 对 其 所 有 变量 的 偏 导数 都 等 于 零 ， 即 f 不 依赖 于 
Zz,Y,p,t, 因此 , 假设 约束 1 = 2tanwp 可 积 是 不 正确 的 . 

这 个 例子 中 的 约束 不 可 积 可 以 不 通过 上 面 的 计算 证 明 , 而 仅 从 简单 的 几何 意义 
上 推 得 . 首先 , 由 约束 方程 可 知 , 在 约束 可 积 情 况 下 , 其 等 价 的 几何 约束 方程 中 不 应 
该 显 含 时 间 t, 但 应 该 显 含 角 wp, 即 等 价 几何 约束 可 以 写成 flz,y op) = 二 0, 其 中 函数 f 
当 zx,y 取 任 意 固定 值 时 都 不 应 该 恒 等 于 零 . 其 次 , 因为 C 点 的 速度 沿 着 冰刀 , 冰刀 运 
动 时 , C 点 沿 着 中 心 位 于 冰刀 重 线 上 的 圆 缴 运动 , 这 样 才 不 会 破坏 约束 .9 = tan vy. 
设 冰 刀 初 始 位 置 为 z = zo0,y = yo,8 = yo, 末 位 置 为 z= x1,Y 二奶 ,8 = 91, 如 果 约 
束 可 积 并 写成 f(z,y,p) = 0, 由 于 约束 在 冰刀 处 于 任意 位 置 时 都 必须 满足 , 故 有 


@ 为 了 简便 , 我 们 用 (rw ww) 表示 f(r1,… ,rN,v1,… ,vN;,t). 畏 数 f 一 般 有 -6N +1 个 自 变 
量 : 3N 个 坐标 Ty, Yv, Zv, 速度 的 3N 个 投影 Ly, Yy), Zy 和 时 间 t. 假设 f 是 二 阶 连续 可 微 的 . 
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f(zo,yo,po) = 0 和 f(xwi,y1,p1) = 0， 在 图 11 给 
出 了 冰刀 从 初始 位 置 到 末 位 置 过 程 中 点 C 的 诸多 可 
能 轨迹 之 一 . 图 中 , OC01 AoBo,，0O0C'’1A4'B'’，OC11 
n AiBi, O"O1A”B’”, DC = O0'0, O”O1 = 0”O. 冰 
刀 从 初始 位 置 到 末 位 置 的 运动 中 , 点 C (在 图 11 中 
用 C0,C',O,C1 表示 其 不 同位 置 ) 先 洛 着 以 O 为 贺 
心 的 颖 段 ComC' 运动 , 然后 沿 着 以 O' 为 圆心 的 弧 段 
C'mO 运动 , 最 后 沿 着 以 O” 为 圆心 的 弧 段 OPO1 运 
动 . 如 果 固 定 CO 点 的 末 位 置 x1,yi1, 而 末 角 度 pl 在 某 个 区 间 内 变化 , 则 在 该 区 间 内 
有 f(zi,yi,p1) 三 0. 但 是 , 前 面 已 指出 , 函数 f 当 zx,y 取 任 意 固定 值 时 都 不 应 该 恒 
等 于 零 . 这 个 矛盾 表明 约束 是 不 可 积 的 . 
如 果 质 点 系 没 有 不 可 积 的 微分 约束 , 则 称 为 完整 的 . 如 果 质 点 系 的 约束 中 有 不 
可 积 的 微分 约束 , 则 称 该 质点 系 为 非 完 整 的 . 
今后 在 研究 非 完 整 质 点 系 的 运动 时 ， 我 们 假设 相应 的 微分 约束 对 于 速度 分 量 
zu, 甸 ,zy 是 线性 的 ， 系 统 的 几何 约束 和 微分 约束 都 可 以 有 多 个 , 因此 , 今后 我 们 将 
研究 自由 质点 系 或 者 有 如 下 形式 约束 的 非 目 由 质点 系 


图 11 


fa(rv,t)=0 (a=1,2,.…,7), (1) 


N 
>》 aev :vt+as=0 (B= 1,2,... ,3). (2) 

v 二 1 
向 量 ae 和 标量 as 是 71,72,… ,TWN,t 的 给 定 函 数 . 特殊 情况 下 > 和 s 可 以 等 于 零 . 
如 果 在 方程 (1) 中 不 显 含 t, 则 几何 约束 称 为 定常 的 ， 如 果 在 方程 (2) 中 清 数 
apv 不 显 含 t, 而 函数 os 恒 等 于 零 , 则 微分 约束 称 为 定常 的 . 如 果 系 统 是 目 由 的 或 者 
只 有 定常 约束 , 则 称 系统 为 定常 的 . 如 果 系 统 的 约束 中 至 少 有 一 个 非 定 常 的 , 则 称 系 
注释 2 例 1 中 的 约束 是 完整 定常 的 , 例 2 中 的 约束 是 完整 非 定常 的 , 例 5 中 

系统 的 约束 是 非 完整 定常 的 . 


11.. 约束 对 质点 系 的 位 置 、 位 移 、 速 度 和 加 速度 的 限制 ” 非 自 由 系统 的 质点 不 
能 在 空间 中 任意 运动 , 约束 允许 的 坐标 、 速 度 和 加 速度 应 该 满足 由 约束 方程 (1) 和 
(2) 导出 的 某 些 关系 式 . 

设 给 定 某 个 时 刻 上 = ##, 如 果 构 成 系统 的 各 点 的 向 径 7, = 7* 满足 几何 约束 (1)， 
则 称 在 该 给 定时 刻 系统 处 于 可 能 位 置 . 

约束 也 限制 系统 中 点 的 速度 . 为 了 得 到 这 些 限制 的 解析 形式 , 将 (1) 的 两 边 对 
时 间 求 导 , 求 导 时 认为 ry 是 时 间 的 函数 , 于 是 得 到 由 几何 约束 (1) 导出 的 如 下 微分 


[11] §3， 质 点 系 运 动 学 一 般 基础 “ 17. 


约束 : 
Vs. + Ye -0 (a = 1,2,.… ,7). (3) 
当 系 统 在 给 定时 刻 处 于 可 能 位 置 时 , 满足 线性 方程 (2) 和 (3) 的 回 量 ww = wv: 集合 


称 为 该 时 刻 的 可 能 速度 . 
为 了 得 到 约束 限制 系统 各 点 加 速度 的 解析 表达 式 , 将 (2) 和 (3) 对 时 间 求 导 ， 
© 


得 
Ofo O21 ~ Ofa 21 
一 -一 DZ 一 二 1 2， Rh 4 
人 Br 2 rr w+22 or, + 站 多 
N N N N 
0 Z/ 0 vy 0 0 
>》 apvaov 十 pe Dj"Vv 十 Ee "Vy 十 svt se 一 0 (B 一 1,2, “°° , 5). 
v=l1 ZL 一 工 2 一 1 v= 二 1 Vv 


(5) 
当 系 统 在 给 定时 刻 处 于 可 能 位 置 、 具 有 可 能 速度 时 , 满足 线性 方程 (4) 和 (5) 的 向 量 
wy 二 Ww* 集合 称 为 该 时 刻 的 可 能 加 速度 . 

我 们 可 以 发 现 , 3N 一 r+ 一 s 应 该 是 正 数 , 否则 约束 的 限制 过 强 , 使 得 系统 不 可 能 
运动 或 者 不 可 能 完全 按照 给 定 规 律 运动 , 因此 , 确定 可 能 速度 和 可 能 加 速度 分 量 的 
线性 方程 数目 小 于 这 些 分 量 数 目 . 由 此 可 知 , 在 给 定时 刻 存 在 无 穷 多 个 可 能 速度 v* 
和 可 能 加 速度 w*. 

设 在 给 定时 刻 = t* 系统 处 于 向 径 r, = r* 确定 的 某 个 位 置 , 并 具有 可 能 速度 
v* 和 可 能 加 速度 wz, 在 t=t* 十 At 时 刻 系统 相应 的 可 能 位 置 为 r* + Ar 则 Amv 
称 为 系统 从 时 刻 t = t# 的 给 定位 置 r* 在 At 时 间 内 的 可 能 位 移 . 对 于 充分 小 的 At 
系统 可 能 位 移 可 以 @ 写 成 : 

Am = 过 At+ 5A + W102, N) (6) 
这 里 没有 写 出 高 于 At 的 二 次 方 的 项 , 因为 可 能 速度 和 可 能 加 速度 有 无 穷 多 个 , 可 能 
位 置 也 有 无 穷 多 个 . 

忽略 (6) 中 高 于 At 的 项 , 有 Ar, = v*At. 如 果 将 可 能 速度 满足 的 方程 (2) 和 

(3) 乘 以 Ab 则 得 到 可 能 位 移 满足 的 相对 At 线性 的 方程 组 : 


N 
9fa A ofa tia. 
一 Dr ， AT 十 人 一 0 (a 一 1,2, ,7)， (7) 
人 
>》 apv :Ar +apAt=0 (B= 1 2,…… ,5). (8) 
2 一 | 


@ 在 推导 等 式 (3)-(5) 时 , 假设 函数 fo,ap, 和 ap 的 相应 导数 都 存在 且 连 续 . 
@ 仅 需 函 数 m( 有 三 阶 以 上 连续 导数 . 
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在 (8) 中 的 函数 aev as 以 及 在 (7) 中 的 偏 导 数 都 是 在 上 = 妇 ,7, = 7* 计算 的 . 

例 1 点 书 洛 着 国定 曲面 运动 (图 12), 在 这 种 情况 下 , 曲面 在 点 忆 的 切 平面 内 过 
点 局 的 任意 向 量 都 是 可 能 速度 v*. 如 果 忽 略 (6) 中 高 于 At 的 项 , 则 有 Ar, = v*At. 
切 平面 内 从 点 PP 出 发 的 任意 向 量 都 是 可 能 位 移 , 如果 曲 面 方程 为 f(7) = 0, 则 所 有 
可 能 位 移入 直 于 曲面 的 法 线 , 即 Ar .gradf = 0. 


图 12 图 13 


例 2 点 PP 沿 着 运动 或 者 变形 的 曲面 运动 ， 曲 面 上 所 有 点 的 速度 均 为 wu 
(图 13). 在 这 种 情况 下 , 可 能 速度 不 再 位 于 切 平 面 内 , 可 能 位 移 还 是 有 无 穷 多 个 . 如 
果 和 忽略 (At)? 和 更 高 次 的 项 , 则 所 有 可 能 位 移 都 要 在 上 一 个 例子 的 可 能 位 移 上 附加 
AuwAt. 在 这 种 情况 下 关系 式 Ar .gradf = 0 不 再 对 任意 Ar 成 立 . 


12. 真实 位 移 与 虚 位 移 . 等 时 变 分 设 在 时 刻 t+= tt* 系统 处 于 向 径 70 确定 的 
某 个 位 置 , 各 点 的 速度 取 某 个 具体 的 可 能 值 v;o. 如 果 给 定 作 用 在 系统 上 的 力 , 则 积 
分 其 系统 运动 微分 方程 可 以 得 到 t* 时 刻 之 后 t 时 刻 对 应 的 向 径 7,. 如 果 用 dt 表示 
时 间 增 量 1 一 女 , 则 向 径 增 量 写成 

rt + dd) — ru(t*) = veodt + Swso(dt)? + , (9) 
这 里 wio 是 + = t* 时 刻 的 加 速度 , 省 略 号 表示 高 于 dt 二 次 的 项 . 公式 (9) 给 出 了 dt 
时 间 内 系统 的 真实 位 移 , 真实 位 移 是 可 能 位 移 中 的 一 个 . 如 果 忽略 (d)? 和 更 高 次 的 
项 , 真实 位 移 是 函数 ru(t) 的 微分 , 即 ry(t* 十 dt) 一 ?vy(#*) = dry = vodt. 这 时 真实 
位 移 满足 类 似 (7) 和 (8) 的 方程 组 : 


N 
ofa Of _ _ 
一 5rv ‘drv+ =0 (a = 1,2, ,7), (10) 
N 
>》 apv dry +apdt=0 (B= 1,2,..…. ,s). (11) 


vv 二 1] 
在 方程 (3) 和 (2) 的 两 边 乘 以 dt 就 可 以 得 到 方程 (10) 和 (11). 在 (10) 和 (11) 中 的 
Ofa/Orv,0fa/Ot,apv, QB 都 是 在 t=t,ry, = 7 70 计算 的 . 今后 我 们 就 将 系统 各 点 在 
例如 , 曲面 不 变形 并 以 速度 平 动 (参见 第 22 小 节 ). 
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dt 时 间 内 的 真实 位 移 理 解 为 无 穷 小 位 移 , 与 dt 呈 线 性 关系 , 它们 满足 方程 组 (10) 和 
(11). 

除了 真实 位 移 以 外 , 在 理论 力学 中 虚 位 移 也 有 重要 意义 . 设 在 时 刻 t = t 系统 
处 于 向 径 "* 确定 的 某 个 位 置 , 虚 位 移 是 指 满足 下 面 线性 齐 次 方程 组 的 br, 集合 : 


5 sr (a = 1,2,.…. ,7), (12) 
N 
>》 aev :rv =0 (B= 1,2,.:.. ,s), (13) 
vv 二 1 


这 里 9f。/6rv,apv 都 是 在 t= tr = "7* 计算 的 . 

下 面 详 细 介绍 虚 位 移 的 概念 . 设 brv 的 分 量 为 5zy,6yu,6zuv，, 因为 未 知 数 gzv， 
6yv,6zv(v = 1,2,… ,和 N) 的 数目 大 于 它们 必须 满足 的 方程 组 (12), (13) 的 个 数 , 所 以 
虚 位 移 有 无 穷 多 个 . 由 方程 组 (10), (11) 和 (12), (13) 可 知 , 对 于 定常 系统 真实 位 移 
是 虚 位 移 中 的 一 个 . 

设 gz 6y,6z 是 无 穷 小 量 , 由 方程 组 (7), (8) 和 (12), (13) 可 知 , 对 于 定常 系 
统 , 与 At 呈 线 性 关系 的 可 能 位 移 的 集合 与 虚 位 移 集合 完全 相同 , 可 以 说 , 虚 位 移 是 
在 约束 “冻结 ” lt = ## = const) 情况 下 的 可 能 位 移 . 

注释 3 在 第 11 小 节 的 例 1 和 例 2 中 , 虚 位 移 集 合 是 相同 的 , 都 是 位 于 曲面 过 
点 忆 的 切 平面 内 , 且 经 过 点 忆 的 向 量 67. 

无 穷 小 增 量 bz 6 6zy 称 为 zz 的 变 分 . 在 t= 妇 固定 时 , 从 回 径 r* 确 
定 的 位 置 , 变化 到 无 限 接近 的 由 向 径 7* + 5rv 确定 的 位 置 , 称 为 等 时 变 分 . 在 等 时 变 
分 中 我 们 不 考查 系统 的 运动 过 程 ,而 是 比较 系统 在 给 定时 刻 约 束 允 许 的 无 限 接 近 的 
位 置 ( 构 形 ). 

现在 我 们 研究 2 个 在 相同 At 内 的 可 能 位 移 . 根据 (6)， 


1 
Alry = V51At + 3 wo1(At) 十 .…， 


Aarv = v*o At 十 > wa( At)? 十 
可 能 速度 w*， 和 可 能 加 速度 w*， (i = 1,2) 满足 方程 (2)-(5). 将 t= #, r, = 
r*，uUv 二 ut*l 代入 方程 (3) 并 在 两 边 同 时 乘 以 Ab 然后 将 t= 如 ,rz = 7», Vw = 0» 
代入 方程 (3) 并 在 两 边 同 时 乘 以 At, 将 得 到 的 2 个 方程 相 减 , 得 
DA (yl — Vy2)At=0 (a = 1 2 ,7). (14) 


类 似 地 , 由 方程 (2) 可 得 


N 
> apv (vi — v2)At=0 (B=1,2,...,s). (15) 
2 一 1 


Dd 


利用 相同 的 过 程 处 理 方 程 (4) 和 (5) (只 是 要 代入 wy = w*， (i = 1,2), 并 乘 以 
(At)?), 可 以 得 到 


Ofa ，， (At 
A Or, (oo Wy2) 9 
/62ja 02fo (At)? 
+ 2, [Gs v1 (人 | 2 (16) 
ZL 一] 
N 
Ofa (APD 
+22 OtOr, (uvi Vy2) 9 = 0, 


v,L=1 
N N 
Oapvw ，， (Ab Oa6 ，:， (Ai” 
> Ot . (Vw1 Vy2) 9 十 2 Or, (Vo1 一 Vyv2) 2 二 0 (17) 
(a = 1,2, ) 7， B= 1,2, ,8) 
将 2 组 可 能 位 移 相 减 得 
At)? 
Airy — Agry = (v1 — wa)At + (wh — wa) + (18) 


如 果 ju = wx*i 一 v*s 冯 0, 则 (18) 中 的 主要 部 分 是 At 的 线性 项 , 它 等 于 56v,At, 并 
且 根 据 (14) 和 (15) 知 , 它 满足 方程 组 (12) 和 (13), 即 


6ry = 6vAt (v=1,2,.……,N) (19) 


是 虚 位 移 . 在 v*, 承 v*。 的 假设 下 , 等 时 变 分 (19) 称 为 若 尔 当 变 分 . 如 果 v*] = wv»。， 
但 guov = ws 一 wo 关 0, 则 (18) 中 的 主要 部 分 等 于 guov 人 入. 当 wr1 = vo 时 ， 
公式 (16) 和 (17) 除了 第 1 项 以 外 的 所 有 求 和 项 都 等 于 零 . 根据 (16), (17) 和 (12)， 
(13) 可 知 , (18) 中 的 主要 部 分 为 虚 位 移 


ry = ;6wv(At)? (v= 1,2,...,N). (20) 


在 vi = ui, 但 w;i 六 ws 的 假设 下 , 这 个 等 时 变 分 称 为 高 斯 变 分 . 


[14] §3. 质点 系 运动 学 一 般 基础 . 21 . 


13. 自由 度 ” 虚 位 移 gz 6y,,6zy(v = 1,2,… ,NN) 满足 7 十 s 个 方程 (12), (13). 
独立 的 虚 位 移 数目 称 为 系统 的 自由 度 , 今后 我 们 总 是 用 n 表示 自由 度 . 显然 , n = 
3N—r—s. 

例 1 1 个 质点 在 空间 中 运动 有 3 个 自由 度 . 

例 2 2 个 质点 用 杆 连接 在 平面 上 运动 有 3 个 自由 度 . 

例 3 冰刀 (在 第 10 小 节 中 例 5) 有 2 个 自由 度 . 

例 4 活着 固定 或 运动 曲面 运动 的 质点 有 2 个 自由 度 . 

例 5 2 个 杆 用 柱 匀 链 相连 在 平面 内 运动 (剪刀 ) 有 4 个 自由 度 . 


14. 广义 坐标 ”我们 研究 有 约束 (1), (2) 的 非 自 由 质点 系 . 假设 个 关于 .3N 个 
变量 z,,y,zy(v = 1,2,… ,NN) 的 函数 f 是 相互 独立 的 (这 里 时 间 t 看 作 参 数 ), 反 
之 , 约束 中 一 定 有 1 个 是 与 其 它 矛盾 的 或 者 可 以 从 其 它 得 到 的 . 

确定 系统 可 能 位 置 的 参数 的 最 小 数目 称 为 独立 广义 坐标 数 , 因为 函数 f。 (a = 
1,2,… ,7) 是 相互 独立 的 , 广义 坐标 数 (用 m 表示 ) 等 于 3N 一 r+. 广义 坐标 可 以 从 
3N 个 笛 卡 儿 坐 标 zy,y,z 中 选取 mm 个 , 使 得 方程 (1) 相对 它们 可 以 解 出 . 然而 一 
般 来 说 , 这 样 选择 广义 坐标 的 方法 在 实践 中 很 少 使 用 . 可 以 选取 任意 m 个 独立 的 可 
以 确定 系统 位 形 的 量 gq1, qo,:… , gm, 它们 可 以 是 距离 、 角 度 、 面 积 , 也 可 以 是 没有 直 
接 几 何 意 义 的 , 只 需要 相互 独立 并 且 可 以 将 笛 卡 儿 坐 标 zy,yv,z 用 gq1,q2,:… ,qm 和 
t 表示 出 来 : 


Ty = Ty(q1, 92,** , qm, t) (v=1,2,...,N). (21) 
将 这 些 函 数 代 入 方程 (1) 后, 得 到 恒等式 . 矩阵 
OzX1/0q1 Or1/0gm 
Oy1/0q1 .Oy1/0gm 
Oz1/0g1 Oz1/0qgm 
ot (22) 
OrN /Ogqi1 OXN /0Oqm 
OyN /Ogq1 OyN /0qm 
OzN /Ogq1 OzZN /OQqm 


的 秩 等 于 m， 由 此 可 知 , 在 (21) 的 3N 个 关于 qi, gq2,… ,qm 的 函数 (t 为 参数 ) 
zu,yv, zy 中 , 有 mm 个 独立 , 用 它们 可 以 表示 出 系统 的 其 它 坐 标 . 

我 们 假设 选择 广义 坐标 qi, gq2,… , gm, 使 得 系统 的 任意 可 能 位 置 都 可 以 在 gq， 
g2，,"… ,gm 取 某 些 值 时 利用 (21) 得 到 .如 果 不 能 得 到 所 有 可 能 位 置 , 则 局 部 地 引入 
广义 坐标 , 即 对 于 不 同 的 可 能 位 置 集 引 入 不 同 的 广义 坐标 . 

我 们 假设 函数 (21) 对 其 所 有 自 变量 都 是 二 阶 连续 可 微 的 . 此 外 , 我 们 认为 , 如 
果 系 统 是 定常 的 , 则 通过 选择 广义 坐标 总 是 可 以 使 时 间 t 不 显 含 在 关系 式 (21) 中 . 
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在 研究 具体 问题 时 , 经 常 完全 不 需要 建立 约束 方程 (1), 根据 问题 的 物理 意义 就 
能 知道 , 确定 系统 可 能 位 置 所 必须 的 广义 坐标 的 数量 ， 如 果 解 题 时 需要 关系 式 (1)， 
可 以 借助 几何 意义 建立 . 


15. 广义 坐标 空间 ”对 于 每 个 时 刻 t, 系统 的 可 能 位 置 和 mm 维 空间 (gl qo,… ， 
gm) 之 间 一 一 对 应 , 空间 (q1, qz,…, gm) 称 为 坐标 空间 (或 构 形 空间 ). 系统 的 每 个 可 
能 位 置 对 应 于 坐标 空间 中 的 某 个 点 , 该 点 称 为 映射 点 . 系统 的 运动 对 应 于 映射 点 在 
坐标 空间 中 的 运动 . 

坐标 空间 中 点 的 距离 自然 地 用 系统 相应 的 位 置 之 间 的 距离 定义 , 这 样 , 在 系统 
位 置 和 坐标 空间 的 点 之 间 存 在 着 连续 的 一 一 对 应 关系 . 

例 1 (质点 在 平面 上 运动 ) 坐标 空间 就 是 这 个 平面 

例 2 (N 个 自由 质点 在 空间 中 运动 ) 坐标 空间 是 3N 维 欧 几 里 得 空间 . 

例 3 ( 单 摆 ) 将 单 摆 看 作 一 端 国定 不 动 的 刚性 杆 , 单 摆 的 位 置 用 广义 坐标 角 p 
确定 (图 14), 将 单 摆 的 每 个 位 置 对 应 于 坐标 为 p 的 数 轴 上 的 点 . 由 于 数 轴 上 不 同 的 
点 9p 和 gp 十 2kA(k == 土 1, 土 2,.…) 对 应 着 单 摆 的 同一 个 位 置 , 因此 单 摆 位 置 和 数 轴 上 
点 不 是 一 一 对 应 . 从 数 轴 上 划分 出 的 一 个 半 开 区 间 0<yp < 2r 可 以 实现 与 单 摆 位 置 
的 一 一 对 应 . 但 这 样 破坏 了 连续 性 , 因为 单 摆 的 2 个 邻近 位 置 p= 0 和 wm=2kr 一 < 
不 是 半 开 区 间 的 邻近 点 . 为 了 保证 连续 性 , 需要 认为 p= 0 和 二 2kn 是 同一 个 点 . 
直观 地 可 以 这 样 做 :“ 丫 接 上 ”yp = 0 点 和 yp = 2kr 点 , 得 到 的 几何 形状 一 一 圆 就 是 
单 摆 的 坐标 空间 . 


y 
27 
pg 一 一 
0 27 
| 
O 27 Pp 
| 
| Pp 
| 
| 
| 
ae 
图 14 图 15 


例 4 ( 双 摆 ) ”由 2 个 刚性 杆 用 柱 贸 链 连 接 , 一 个 自由 端 巧 挂 于 固定 点 4 (图 15)， 
另 一 个 杆 可 以 在 一 个 平面 内 自由 运动 . 广义 坐标 可 以 取 2 个 杆 与 竖 直 方向 的 夹 角 w 
和 w, 双 摆 的 每 个 位 置 对 应 于 2 个 不 超过 27 的 数 p 和 因此 如 果 我 们 取 o, 切 平 
面 上 的 边 长 为 2 的 正方 形 , 并 认为 对 边 是 同一 条 线段 ， 则 得 到 双 摆 的 坐标 空间 . 直 
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观 地 可 以 这 样 做 :“ 粘 接 上 ”正方 形 的 对 边 , 第 一 次 粘 接 得 到 圆柱 , 此 后 第 二 次 粘 接 得 
到 几何 形状 是 圆 环 . 

例 5 (用 杆 连接 的 2 个 质点 在 平面 上 运动 (图 16) ) 广义 坐标 可 以 取 一 个 点 的 
笛 卡 儿 坐 标 z,y 和 杆 与 Oz 轴 的 夹 角 yp; 坐标 空间 是 空间 (z,y, p) 中 的 一 层 , 用 平面 
p= 二 0 和 gp = 2kr 分 割 开 来 , 并 认为 这 2 个 平面 是 同一 个 . 这 里 与 例 3 和 例 4 不同 
的 是 , 无 法 直观 地 “ 粘 接 上 ”平面 = 0 和 wp = 267. 


b 
pA 


pl (%, y) 


16. 广义 速度 与 广义 加 速度 ”在 系统 运动 时 广义 坐标 随时 间 变 化 . G4; 和 (i = 
1,2,… ,m) 称 为 广义 速度 和 广义 加 速度 . 微分 复合 函数 (21) 可 以 求 出 系统 各 点 速度 
和 加 速度 的 笛 卡 儿 坐 标 形 式 : 


一 二 站 6+ 家 (v=1,2,...,N), (23) 


7 一 | 
(24) 
这 里 给 出 后 面 会 用 到 的 两 个 等 式 : 
Oi gr dfar ai 12 
7 一 7 》 ( 严 ) Dok (K |， 2, , 1m)) (25) 


第 1 个 等 式 直 接 从 (23) 就 可 以 得 到 . 利用 (23) 以 及 函数 mw 对 其 自 变量 微分 的 
顺序 可 交换 , 第 2 个 等 式 很 容易 通过 微分 推导 出 . 因为 假设 函数 7, 是 二 阶 连续 可 微 
的 , 微分 可 交换 性 成 立 ,于 是 得 


(于 )-= ) O27, G+ Ory -i O27, 了 二 D27r， _ Or, 
Ogk BqrOq; 了 { Og;Oqk 0” gOge ™ Day 


24 . 第 一 章 质点 和 质点 系 的 运动 学 [17] 
我 们 下 面 将 非 完 整 约束 方程 (2) 写成 广义 坐标 形式 . 将 (21) 和 (23) 代入 (2) 得 
2 bpi(q, 9 , qm; t)9; + ba(qi, 92,*…- , qm;t)=0 (B= 1,2,.…: , $)， (26) 
其 中 bgj, bs 由 下 面 等 式 确定 
一 mr 
bp = 2 Bo“ opr (B= 1,2,...,s; 了 一 1,2,.…. ,m), 


N 
bp = 这 
这 里 的 向 量 aey 和 标量 aas 中 的 "1,72,… ,rw 利用 (21) 做 了 代 换 . 

对 于 完整 系统 , 广义 速度 4; 相互 独立 并 且 可 以 任意 取 值 . 对 于 非 完 整 系统 , 广 
义 坐 标 如 同 完 整 系统 一 样 可 以 任意 取 值 ， 但 义 速 度 不 是 独立 的 ， 它们 受 s 个 关系 
式 (26) 限制 . 

为 了 用 6q; 表示 系统 各 点 的 虚 位 移 gr 根据 12, 必须 扔 掉 (23) 中 的 grv/2 并 
用 69; 代替 0 、 用 grv 代替 #,, 于 是 得 吕 


“apv+ap (B=1,2,...,s). 


Dr， 
grv = >》 于 bg; (v=1,2,...,N). (27) 


对 于 完整 系统 , 6g; 可 以 任意 取 值 . 对 于 非 完整 系统 , 它们 受到 从 关系 式 (26) 导出 的 
限制 |. 扔 掉 (26) 中 的 ba 并 用 0g; 代替 G; 可 得 : 


2 bp;6g; =0 (6=1,2,..,s). (28) 
由 此 可 知 , 完整 系统 的 自由 度 与 广义 坐标 数 相等 , 非 完 整 系统 的 目 由 度 小 于 广义 坐 


标 数 m, 在 数量 上 少 了 不 可 积 微分 约束 的 个 数 s@. 


17. 伪 坐 标 ”在 某 些 动 力学 问题 中 , 特别 是 在 研究 非 完整 系统 的 运动 时 , 为 了 方 
便 , 需要 引入 称 为 伪 坐 标的 更 一 般 形 式 的 坐标 . 设 n 为 系统 的 自由 度 , 我 们 来 研究 广 
义 速度 的 n 个 相互 独立 的 线性 组 合 : 


mm 
i= cg (i=1,2,..,n). (29) 
j=1 


系数 ci; 是 gq1, q2,… ,qm,t 的 函数 , 7 是 广义 速度 的 某 些 线性 组 合 , 有 完全 确定 的 含 
义 , 但 是 符号 x; 可 能 没有 意义 , 即 等 式 (29) 的 右 端 可 能 不 是 某 个 关于 广义 坐标 和 时 


中 一 般 地 , 对 任意 函数 p(q1,q2，,… ,qm,t) 有 5% = 沁 器 5a; 
@ 当 然 , 假设 约束 (26) 是 相互 独立 的 . 
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间 的 即 数 的 全 导数 . 对 元 也 这 样 理解 , 即 等 式 (29) 的 右 端 对 时 间 的 导数 . 我 们 称 六 
为 伪 坐 标 , 而 元 和 计 称 为 伪 速 度 和 伪 加 速度 . fi 中 的 一 部 分 可 以 是 广义 坐标 qi, 相 
应 的 7 和 元 就 是 广义 速度 和 广义 加 速度 . 

我 们 选择 系数 ci;, 使 得 从 m = n 十 s 个 方程 (26), (29) 中 解 gi(i = 1,2,:… mm) 
时 , 系数 行列 式 不 等 于 零 , 求解 后 得 


nN 
入 = _ ditit+g; (j=1,2,.…,m). (30) 
2 二 1 


伪 速 度 7 可 以 取 任 意 值 ， 如 采 它 们 是 给 定 的 ， 则 广义 速度 可 以 用 (30) 求 出 . 在 (30) 
中 的 di ，91 是 q1, go2,:… ,gm,t 的 函数 . 
根据 (29), 引入 


07Fi = Sdg, (i = 1,2,.… ,n). (31) 
7 一 1 
事实 上 公式 (31) 是 én; 的 定义 , 就 是 说 6mi 这 个 量 等 于 (31) 的 右 端 , 其 中 569; 是 广 
义 坐 标的 变 分 . : 
从 (28) 和 (31) 求 得 用 Oni(1i 一 1,2, “"? ) 1) 表示 的 09i: 


59) = Vddn, (j = 1,2,.… ,m), (32) 
这 里 4r; 可 以 任意 取 值 . 和 
下 面 求 出 今后 要 用 的 用 6m; 表示 的 系统 各 点 的 虚 位 移 grv， 将 (32) 代入 (27)， 
得 
5rv = Vedn, (v = 1,2,...,N), (33) 
其 中 引入 了 记号 
evi = > Bdy (v=1,2,..,N; 1=1,2,..,n). 


我 们 可 以 将 这 个 表达 式 写 成 另外 的 形式 . 将 等 式 (30) 对 时 间 求 导 , 再 将 得 到 的 4; 代 
人 公式 (24), 得 
w= 》 eniith, (v=1,2,...,N), 
2 二 1] 
其 中 h, 不 依赖 于 元 . 由 此 得 
加 Owy 
Oi; 


将 (34) 代入 (33), 得 到 gr 的 表达 式 如 下 


euri (v=1,2,.…,N; =12……)1). (34) 
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84. 刚体 运动 学 


18. 刚体 运动 学 的 任务 . 简单 位 移 的 定义 ”绝对 刚体 是 指 质点 之 间 的 距离 保持 
不 变 的 质点 系 . 自然 界 和 技术 中 的 很 多 对 象 在 理论 力学 中 都 可 以 用 离散 质点 系 和 绝 
对 刚体 作为 其 力学 模型 , 由 此 可 见 研 究 绝 对 刚体 运动 的 重要 性 . 今后 为 了 简便 , 我 们 
将 绝对 刚体 简称 为 刚体 . 

如 果 在 箔 卡 儿 直角 坐标 系 中 刚体 上 的 点 肥 的 回 径 为 rk, 则 按照 定义 , 对 任意 的 
i,j, |7i 一 7j| = 7i; 在 整个 运动 过 程 中 保持 常数 . 如 果 除 了 2 点 之 间距 离 不 变 这 个 约 
束 以 外 , 刚体 没有 任何 其 它 约束 , 则 称 之 为 自由 刚体 . 换 句 话说 , 自由 刚体 是 指 其 运 
动 不 受 任何 限制 . 自由 刚体 是 定常 完整 系统 . 

”自由 刚体 (其 上 有 3 个 点 呈 , 己 , 已 不 共 线 ) 有 6 个 目 由 度 . 完整 系统 的 自由 度 
与 广义 坐标 数 相等 , 故 广义 坐标 数 等 于 6. 事实 上 , 为 了 确定 一 个 点 的 位 置 , 比如 已 ， 
需要 给 出 3 个 坐标 ; 如 果 给 出 了 这 3 个 坐标 , 则 确定 已 的 位 置 只 需 2 个 参数 , 因为 
它 只 能 在 以 己 为 圆心 以 ms 为 半径 的 圆周 上 运动 ; 当 有 和 已 的 位 置 固定 后 , 点 
Ps 只 有 1 个 自由 度 , 因为 它 只 能 在 半径 等 于 到 PP 已 的 距离 的 圆周 上 运动 , 且 该 
圆周 位 于 垂直 于 PP 的 平面 内 . 因此 , 无 论 组 成 刚体 的 质点 数 W 有 多 大 , 刚体 的 自 
由 度 都 等 于 6. 

由 前 面 的 讨论 可 知 , 有 1 个 点 固定 的 刚体 有 3 个 自由 度 ; 有 2 个 点 固定 的 刚体 
有 1 个 自由 度 . 如 果 目 由 刚体 是 细 杆 (或 者 用 细 杆 连接 的 2 个 质点 ), 则 有 5 个 目 由 
度 . 

刚体 运动 学 的 任务 是 研究 描述 运动 的 方法 , 以 及 如 何 根据 为 数 不 多 的 整个 刚体 
的 一 般 特性 来 确定 刚体 上 每 个 点 的 运动 . 

现在 给 出 下 面 将 用 到 的 刚体 最 简单 的 位 移 . 我 们 来 研究 刚体 的 2 个 位 置 , 一 个 
叫 初 位 置 ， 一 个 叫 末 位 置 . 当 刚 体 从 初 位 置 变化 到 末 位 置 时 , 刚体 完成 了 某 个 位 移 . 
我 们 考察 这 些 位 移 时 , 完全 不 考虑 刚体 从 初 位 置 变化 到 末 位 置 的 中 间 位 置 , 也 不 考 
虑 完成 这 个 位 移 的 时 间 . 这 样 , 我 们 所 研究 的 位 移 完全 由 初 位 置 和 末 位 置 确定 , 如 果 
初 位 置 和 末 位 置 重 合 , 则 没有 任何 位 移 . 

平 动 位 移 是 指 刚体 上 所 有 点 的 位 移 在 几何 上 相等 的 刚体 位 移 . 转动 是 指 刚体 从 
初 位 置 绕 某 个 固定 直线 旋转 得 到 末 位 置 的 刚体 位 移 , 该 固定 直线 称 为 转动 轴 . 

螺旋 位 移 由 平 动 位 移 和 转动 组 成 , 并 且 平 动 位 移 沿 着 转动 轴 . 


19. 刚体 运动 的 向 量 -矩阵 描述 . 欧 拉 角 ” 设 O。XY2 是 固定 坐标 系 (图 17); 
O 是 刚体 上 任意 的 固定 点 , 今后 将 O 称 为 基点 ; OXY2 是 平 动 坐标 系 , 从 固定 坐标 
系 通过 平 动 位 移 获得 ; Ozyz 是 固 连 坐标 系 , 它 与 刚体 固 结 在 一 起 . 我 们 将 研究 它 的 
运动 , 刚体 在 图 17 上 没有 画 出 来 . 设 P 为 刚体 上 某 个 点 , 向 量 Ro, R 由 其 在 坐标 系 
OXYZ 中 的 分 量 给 出 , 而 向 量 p = OP 由 其 在 坐标 系 Ozyz 中 的 分 量 给 出 , 显然 , p 


ng 7 
是 常 向 量 . 向 量 OP 由 其 在 坐标 系 OXY2Z 中 的 分 量 给 出 , 用 > 表示 . 于 是 有 关系 式 
"= Ap, (1) 


其 中 4 是 从 坐标 系 Ozyz 到 坐标 系 OXYZ 的 转换 矩阵 . 刚体 上 点 P 在 固定 坐标 
系 中 的 位 置 由 下 面 等 式 给 出 


R= Ro+Ap. (2) 


一 般 情况 下 , 在 刚体 运动 中 基点 O 的 位 置 是 变化 的 , 刚体 的 方位 在 空间 中 也 是 
变化 的 , 因此 , 在 (2) 中 的 Ro 和 A 是 时 间 的 函数 ; 假设 它们 是 二 阶 连续 可 微 的 

矩阵 A 给 出 了 一 个 正 交 坐标 系 到 另 一 个 正 交 坐标 系 的 变换 , 因此 是 正 交 和 矩阵 
即 4-1 = 4. 由 此 可 知 , 矩阵 的 元 素 满足 6 个 关系 式 : 每 一 行 ( 列 ) 元 素 的 平方 和 等 
于 1, 而 任意 2 列 ( 行 ) 相应 元 素 相 乘 再 求 和 等 于 零 , 因此 和 矩阵 4 的 9 个 元 素 中 只 有 
3 个 独立 , 可 以 用 3 个 独立 参数 给 出 矩阵 4. 这 些 参 数 有 很 多 种 不 同 的 具体 选择 , 我 
们 介绍 其 中 最 常见 的 借助 欧 拉 角 描述 刚体 方位 的 方法 , 并 求 出 相应 的 矩阵 4. 

欧 拉 角 定义 如 下 (图 18): 平面 Ozy 与 平面 OXY 相交 于 直线 ON, 我 们 称 之 为 
节 线 , 节 线 与 OX 轴 的 夹 角 少 称 为 进 动 角 , Oz 轴 与 02 轴 的 夹 角 6 称 为 章 动 角 , Oz 
轴 与 节 线 的 夹 角 yp 称 为 自转 角 . 

3 个 角 多 ,0,w 是 相互 独立 的 , 可 以 任意 取 值 . 如 果 给 定 3 个 角度 的 值 ,0,v, 则 
唯一 地 确定 了 刚体 在 空间 中 的 方位 , 通常 假设 0<wy < 2r, 0<0<7, 0<p < 27. 

从 坐标 系 OXYZ 到 坐标 系 Ozyz 的 转换 可 以 通过 下 面 3 个 按 顺 序 的 转动 实现 : 
绕 02 轴 旋 转 消 角 , 绕 ON 旋转 9 角 , 绕 0z 轴 旋 转 op 角 . 如 果 从 转动 轴 的 顶端 看 ， 
所 有 的 旋转 都 按 道 时针 方向 . : 


第 1 次 转动 将 坐标 系 OXYZ 转 到 中 间 坐 标 系 OX1Yi2, 相应 的 变换 矩阵 为 Al: 


XX 及 1 cosm 一 Sn 0 
Yl= AiilYyY |, 41=||sinw cosmU 0|. 
Z Z 0 0 1 


第 2 次 转动 将 坐标 系 OXiY12 转 到 中 间 坐 标 系 OX1Y2z， 相应 的 变换 矩阵 为 A,: 


Xl Xl1 1 0 0 


Yi l= A, | Y |, As=|0 cos0 —sin0|. 
2 Z 0 sing cos0 


最 后 , 第 3 次 转动 将 坐标 系 OX1Y2z 转 到 中 间 坐 标 系 Oxyz, 相应 的 变换 矩阵 为 4s: 


及 1 7 cosp —sinp 0 
Yo | = As liyl, As=|llsinp cosp 01l. 
Z Z 0 0 1 


从 坐标 系 OXYZ 到 坐标 系 OXYyz 的 转换 矩阵 4 等 于 矩阵 相 乘 AlA,A;, 它 的 
元 素 ai 用 欧 拉 角 表 示 成 下 面 形式 : 


Q11 一 CosWcosw — sinwy sin yp cosb, 


Q12 = — CoS sin wp — sinw cos pcos 0 
al3 = sinyYysin0, ao2l = sinwy coswy + cosy sinyceosdb, (3) 
a22 一 一 SinWsinw 十 cosWcoswcos0， ao23 = — coswysind, 


a31 一 Sinwsin0， as2 = cospsinb, Qa32 = cos0. 


我 们 发 现 , 当 9 = 0 或 9 = 时, 节 线 ON 与 角 yp 和 无 法 确定 , 只 能 得 到 它们 的 和 
9p 十 当 刚体 的 Oz 轴 接 近 O02Z 轴 时 , 欧 拉 角 的 这 个 特点 对 研究 运动 很 不 方便 . 选 
择 其 它 确定 刚体 在 空间 中 方位 的 角度 , 或 者 将 欧 拉 角 9 的 定义 改变 为 从 OX 或 OY 
轴 到 Oz 轴 的 角度 , 可 以 避免 这 个 困难 . 

评注 2 我 们 已 经 看 到 ,坐标 系 OXYZ 变换 到 坐标 系 Ozyz 的 有 限 转动 ， 由 甜 
阵 4 给 出 , 该 矩阵 等 于 3 个 相应 于 3 个 顺序 转动 的 矩阵 相 乘 . 因为 矩阵 乘法 不 具有 
可 交换 性 , 所 以 刚体 的 有 限 转 动 也 不 具 可 交换 性 . 这 就 是 说 , 一 般 情况 下 , 2 个 转动 
得 到 的 刚体 方位 依赖 于 转动 顺序 . 

练习 题 1 给 出 刚体 转动 不 可 交换 的 具体 例子 . 
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20. 刚体 定点 运动 与 正 交 变换 ”如果 在 刚体 运动 过 程 中 有 一 个 点 O 始终 保持 
不 动 , 则 称 刚体 绕 点 O 运动 或 者 作 定点 运动 . 

当 刚 体 绕 O 作 定 点 运动 时 , 公式 (2) 中 的 Ro 是 常 向 量 . 设 t= 0- 时 刚体 固 连 
坐标 系 Oxyz 与 固定 坐标 系 OXYZ 重合 . 矩阵 4 等 于 单位 矩阵 (4 = E), 根据 (1) 
和 (2) 有 , R=7 = p, 并 且 这 些 向 量 都 是 用 它们 在 同一 个 坐标 系 中 的 分 量 给 出 的 ， 
即 , 或 者 在 Ozyz 或 者 在 OXYZ2 中 , 这 没有 任何 区 别 , 因为 +t = 0 时 它们 重合 . 我 们 
认为 向 量 在 坐标 系 OXYZ 中 给 出 . 

当 刚 体 开始 运动 后 , 它 将 携带 着 回 量 p 绕 O 点 转动 , 经 过 某 个 时 间 t 后, 回 量 
p 变化 为 向 量 > = A(t)p， 这 个 公式 定义 了 一 个 空间 变换 , 在 该 空间 中 给 定 了 坐标 
系 OXYZ. 矩阵 4 是 正 交 的 , 即 44' = EE, 由 此 根据 方 阵 求 行列 式 的 法 则 可 知 ， 
(det4) = 1. 因此 , det4 可 以 等 于 +1 或 者 -1 但 是 因为 初始 时 刻 det4 等 于 1, 根 
据 对 + 的 连续 性 , 在 任何 时 刻 t 它 都 不 可 能 变 为 一 1. 

这 样 , 刚体 的 定点 运动 给 出 了 正 交 变换 . 


21. 刚体 有 限 位 移 的 基本 定理 

定理 ( 欧 拉 定理 ) 刚体 定点 运动 的 任意 位 移 都 可 以 通过 绕 过 该 定点 的 某 个 轴 的 
一 次 转动 实现 . 

证 明 我 们 发 现 , 欧 拉 定理 等 价 于 和 矩阵 A 有 等 于 1 的 特征 值 , 相应 的 特征 向 量 
r 就 给 出 了 转动 轴 . 

事实 上 , 因为 ” = Ar, 故 这 个 轴 在 刚体 运动 过 程 中 保持 不 动 . 

设 f(A) = det(4 一 AB) 是 矩阵 4 的 特征 多 项 式 . 为 了 证 明 f(1) = 0, 我 们 看 下 
面 的 连 等 式 : 

f(1)= det(A— E)= det(A’— E')= det(4- 一 五 ) 
‘=det(A(A-!—E))=det(E— A)=det(-(A— EE)) 
= (—1)*det(A ~ E) = 一 1). 

由 此 可 知 f(1) = 0, 定理 得 证 . 口 


现在 我 们 求 定理 中 提 到 的 转动 的 转角 .为 此 将 坐标 系 OXYZ 变换 到 OXY 多 
其 中 0 轴 沿 着 转动 轴 , 在 这 个 坐标 系 中 矩阵 A 可 以 用 转角 a 给 出 : 


cosa —sina 0 
A=|llsina cosa 01. 
0 0 1 


注意 到 A 和 A 是 相似 矩阵 , 利用 相似 矩阵 的 迹 相等 , 可 得 出 确定 角 oa 的 等 式 : 


1 十 2cosa = ali + a22 十 Q33. 


定理 ( 夏 莱 定理 ) 刚体 最 一 般 的 位 移 可 以 分 解 为 随 任 选 基点 的 平 动 位 移 和 绕 通 
过 基点 的 某 个 轴 的 转动 . 选择 刚体 上 不 同 的 点 为 基点 , 这 种 分 解 不 是 唯一 的 ; 选择 不 
同 的 基点 时 平 动 位 移 的 长 度 和 方向 将 改变 , 而 转动 轴 的 方向 和 转角 不 依赖 于 基点 的 
选择 . 


证 明 有 一 个 简单 的 几何 解释 . 在 图 19 中 O。XY2Z 是 

O， 国 定 坐 标 系 , 坐标 系 OXY2Z 和 O1X1Yi21 ( 没 在 图 19 中 画 

出 ) 分 别 以 O 和 O1 为 基点 , 由 Oa。XYZ 的 相应 于 向 量 Ro 

和 Ro, 的 平 动 位 移 得 到 . 假设 向 量 Ro 和 Ro, 由 它们 在 坐 

标 系 Os。XY2Z 中 的 分 量 给 出 , 则 刚体 上 任意 点 P 在 固定 坐 

标 系 中 的 位 置 由 向 量 RR 确定 . 在 图 19 中 画 出 的 向 量 p, pl， 

OO1 由 它们 在 固 连 于 刚体 的 坐标 系 Ozyz 中 的 分 量 给 出 , 于 
是 有 


R= Ro+Ap= Ro+A(OOi+pi) 
= Ro + AOOi1+ Api = Ro, + Api. 


由 此 可 知 夏 莱 定 理 的 正确 性 . 事实 上 , 刚体 的 位 移 可 以 看 作 是 由 基点 位 移 确定 的 平 
动 位 移 , 再 加 上 甜 阵 4 给 出 的 转动 . 并 且 从 前 面 叙 述 可 知 , 矩阵 4 不 依赖 于 基点 的 
选择 , 而 由 欧 拉 定理 的 证 明 又 知 , 转轴 和 转角 仅 由 矩阵 4 的 元 素 决 定 . 平 动 位 移 依 
赖 于 基点 , 由 前 面 的 关系 式 可 知 , 对 于 不 同 基 点 O 和 01, 相应 于 向 量 Ro 和 Ro, 的 
平 动 位 移 之 间 满 足 关系 式 Ro, = Ro + AOO1. 口 
练习 题 2 试 证 明 刚体 的 最 终 位 移 不 依赖 于 平 动 位 移 和 转动 的 顺序 . 
定理 ( 莫 茨 定理 ) 刚体 最 一 般 的 位 移 是 螺旋 位 移 . 
证 明 我 们 将 刚体 的 位 移 分 解 为 随 某 基点 的 平 动 位 移 和 绕 基点 的 转动 . 根据 夏 莱 
定理 , 转动 轴 的 方向 和 转角 不 依赖 于 基点 选择 . 
ZA 为 了 方便 起 见 , 假设 固定 坐标 系 的 O。2 轴 沿 着 
转动 轴 , 并 且 在 初始 位 置 固定 坐标 系 O。XYZ2 与 
刚体 固 连 坐标 系 Ozwyz 重合 . 如 果 a 为 转角 , 则 
确定 刚体 相对 固定 坐标 系 方位 的 矩阵 A 在 未 位 
置 有 


cosQa —sina 0 
A=|lsina COS OQ 01|. 
0 0 1 
图 20 如 果 在 刚体 上 存在 某 直 线 , 在 刚体 完成 从 初 


位 置 到 末 位 置 的 位 移 后 , 该 直线 上 的 点 的 位 移 沿 
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着 该 直线 , 那么 莫 茨 定理 就 得 证 了 . 事实 上 , 选 这 个 直线 上 的 点 为 基点 , 刚体 的 位 移 
是 螺旋 位 移 , 即 说 明 莫 茨 定理 是 正确 的 . 
我 们 将 向 量 Ro 写成 2 个 向 量 的 和 Ro = R, + 有 5, 在 固定 坐标 系 中 为 


XO 0 XO 
Ro = Yo ||， Ro = || 0 jl， RD = || Yo 
Lo ZO 0 


设 PP 为 刚体 上 相对 基点 向 径 为 p 的 点 . 在 刚体 初 位 置 p = R, 在 刚体 末 位 置 
向 量 p 在 固定 坐标 系 中 变 为 Ro + AR,. 我 们 研究 过 RR, 端点 并 平行 于 02 轴 的 直 
线 , 如 果 刚 体 运 动 时 这 个 直线 上 点 的 位 移 沿 着 该 直线 , 则 Ro + AR = R, 十 五 op. 由 
此 可 知 (4 一 五 ) 忌 , = 一 RS. 如 果 多 ,, 了, 2; 为 向 量 R, 在 固定 坐标 系 O.XY2 中 
的 分 量 , 则 由 上 面 等 式 可 以 得 到 XX,, 区 应 满足 的 2 个 标量 方程 : 


(cosa — 1)X, — sinaY, = Xo, 


sin QaX, 十 (cosa — 1)Y, = Yo. 


因为 第 3 个 标量 方程 是 恒等式 , Z, 可 以 是 任意 的 . 

这 个 线性 方程 组 的 行列 式 等 于 4sin?(a/2). 如 果 a = 0,2r, 即位 移 不 是 平 动 时 ， 
则 该 行列 式 不 等 于 零 , 于 是 我 们 得 到 了 刚体 上 的 直线 X = X,Y = 玖 , 它 平 行 于 转 
轴 , 在 刚体 有 位 移 时 它 的 点 位 移 沿 着 该 直线 . 口 

推论 1 ( 伯 努 利 - 夏 莱 定 理 ) “平面 图 形 在 自身 平面 内 的 最 一 般 的 位 移 ， 要 人 么 是 
平 动 , 要 么 是 绕 某 点 的 转动 . 这 个 点 称 为 有 限 转 动 中 心 . 

例 1 设 正方 体 运 动 使 其 顶点 A, B,C 变化 到 顶点 41, Bi,CO1 (图 21), 请 指出 


何 种 简单 运动 可 以 实现 这 个 变化 . 因为 立方 体 中 心 O 在 
运动 前 后 保持 不 变 , 故 可 以 使 用 欧 拉 定理 .建立 坐标 系 
OXY2Z, 其 坐标 轴 分 别 重 直 于 正方 体 的 面 . 运动 后 OX， 
OY 和 O02 变 为 相应 的 Oz, Oy 和 Oz (图 21). 不 难 发 
现 , 确定 立方 体 转 动 的 矩阵 A 有 如 下 形式 
0 0 1 
4=|1 0 0|. 
0 1 0 
对 于 确定 矩阵 4 相应 于 特征 值 等 于 1 的 特征 向 量 
7, 有 7' = (1,1,1), 转角 由 方程 2cos 更 十 1=0 确定 . 
于 是 , 立方 体 的 给 定位 移 可 以 通过 绕 直 径 DF 转动 
120° 实现 . 
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22. 刚体 平 动 的 速度 与 加 速度 ”到 现在 为 止 , 我 们 研究 刚体 的 位 移 都 是 只 对 其 
初 位 置 和 末 位 置 感 兴趣 , 没有 关注 位 移 发 生 的 快慢 . 现在 我 们 求 刚体 上 点 的 速度 和 
加 速度 . 

如 果 在 某 时 间 段 内 任意 2 个 时 刻 对 应 位 置 之 间 的 位 移 是 平 动 位 移 , 则 刚体 在 该 
时 间 段 内 的 运动 称 为 平 动 . 刚体 平 动 的 例子 有 多 层 楼 房 的 载 客 电梯 的 运动 ,书桌 抽 
居 开 关 时 的 运动 , 公园 里 的 “观光 轮 ” 的 座舱 的 运动 . 前 2 个 例子 中 平 动 是 直线 平 动 
(所 有 点 都 作 直 线 运 动 ), 第 3 个 例子 的 平 动 是 曲线 平 动 (刚体 的 点 沿 着 曲线 一 一 圆 运 
动 ). 

因为 平 动 时 刚体 上 任意 2 个 点 PP 和 忆 在 时 间 At 内 有 几何 相等 的 位 移 AR 
和 AR2z, 故 平 动 时 所 有 点 有 相同 的 速度 和 加 速度 , 这 些 对 刚体 上 所 有 点 都 相等 的 速 
度 和 加 速度 称 为 刚体 的 平 动 速 度 和 平 动 加 速度 . 后 面 我 们 将 看 到 , 刚体 的 速度 和 加 
速度 的 概念 只 有 在 刚体 平 动 时 才 有 意义 , 因为 刚体 运动 不 是 平 动 时 , 不 同 点 的 速度 
和 加 速度 都 不 同 . 

23. 刚体 的 瞬时 运动 状态 ”如果 在 给 定时 刻 刚体 上 所 有 点 的 速度 都 等 于 v, 则 
称 刚 体 以 速度 v 作 瞬 时 平 动 . 特别 地 , 如 果 v = 0, 则 刚体 瞬时 静止 . 

评注 3 这 里 是 指 刚 体 各 点 在 给 定时 刻 的 速度 分 布 . 特别 需要 指出 , 刚体 各 点 的 
加 速度 不 一 定 相 等 . 

如 果 在 给 定时 刻 刚体 上 某 直 线 上 各 点 的 速度 等 于 零 , 则 称 刚 体 绕 该 直线 作 瞬 时 转动 ， 
这 条 直线 称 为 瞬时 转动 轴 . 

评注 4 这 里 是 指 刚体 上 某 直 线 上 各 点 在 给 定时 刻 的 速度 分 布 , 特别 需要 指出 ， 
瞳 时 转动 轴 在 不 同时 刻 在 运动 刚体 和 固定 空间 中 占据 不 同位 置 . 

如 果 在 给 定时 刻 刚体 参与 2 个 瞬时 运动 : 沿 着 某 个 轴 的 平 动 和 绕 该 轴 的 转动 , 则 称 
刚体 作 瞬 时 螺旋 运动 . 以 后 (在 第 28 小 节 中 ) 将 证 明 , 自由 刚体 最 一 般 的 运动 是 螺旋 

24. 作 一 般 运 动 刚 体 上 点 的 速度 与 加 速度 ” 设 0。XYZ 是 固定 坐标 系 (图 17)， 
O 是 刚体 上 任 选 的 基点 , Ozyz 是 固 连 坐标 系 , 它 三 与 刚体 固 结 在 一 起 , OXYZ 从 固定 
坐标 系 O。XYZ 通过 Ro 确定 的 平 动 位 移 获得 . 设 P 为 刚体 上 某 个 点 , 向 量 p 和 
7 二 OP 分 别 由 其 在 坐标 系 Ozyz 和 OXY2Z 中 的 分 量 给 出 . 

定理 存在 唯一 的 称 为 刚体 角速度 的 向 量 w, 使 刚体 上 尸 点 的 速度 可 以 写成 


v=vVO+wXxrT, (4) 


其 中 vo 是 基点 的 速度 , 向 量 w 不 依赖 于 基点 的 选择 . 
证 明 将 等 式 (2) 的 两 边 微分 , 考虑 到 p 是 常 向 量 , 再 利用 (1), 得 


v= Ro+Ap=vo+AA-Ir. (5) 


我 们 下 面 证 明和 矩阵 44-: 是 反对 称 的 . 事实 上 , 将 44' = 吾 对 时 间 求 导 得 44' 十 
44' = 0, 由 此 得 44-1 = 一 AA'. 对 该 等 式 两 边 做 转 置 运算 得 (44-1)' = -44' = 
-44-1. 现在 给 出 反对 称 矩 阵 44-: 的 元 素 


0 一 wz wy 
44 一 一 | wz 0 —wWxX |. 
—wWy WxX 0 


如 果 用 固定 坐标 系 O。XY2Z 中 的 分 量 构成 向 量 w' = (wx,wy,wz), 则 矩阵 A4-! 乘 
以 向 量 > 的 结果 可 以 写成 向 量 积 w x r 的 形式 , 于 是 由 (5) 可 推出 (4). 这 样 也 顺便 
证 明了 下 面 等 式 ( 称 为 欧 拉 公式 )， 


Fw XT. (6) 


我 们 引入 w 时 利用 了 固定 空间 中 确定 坐标 系 O。XY2Z 的 具体 坐标 基 . 由 (4) 可 知 在 
这 个 坐标 系 中 有 w = 1/2rotw. 在 给 定 基 点 O 时 w 的 唯一 性 由 旋 度 的 不 变性 和 vw 
不 依赖 于 坐标 基 得 出 ( 见 第 6 小 节 中 的 评注 1). w 不 依赖 于 基点 选择 可 以 这 样 证 明 : 
w 的 分 量 完全 由 和 矩阵 4 的 元 素 及 其 对 时 间 的 导数 决定 , 而 矩阵 4 不 依赖 于 基点 的 
选择 ( 见 第 21 小 节 ). 定理 得 证 . 加 

由 公式 (4) 可 以 得 到 几 个 推论 . 

推论 1 在 每 个 瞬时 , 刚体 上 2 个 点 的 速度 在 其 连 
线 上 的 投影 相等 (在 图 22 中 , vi cosar = vcosao， 这 个 
等 式 的 力学 含义 非常 简单 : 由 于 记忆 = const, 点 只 婉 : 
不 能 赶 上 P, 也 不 能 被 拉 开 距离 .). 证 明 如 下 : 根据 (4)， 
v2 二 v1 十 w XxX 万 轧 ， 由 此 得 v1. 互 思 = vo。. 百 已 , 或 者 
V1 COS Q1 = V2 COS Q2. 

推论 2 刚体 上 不 共 线 的 3 个 点 的 速度 完全 决定 刚体 上 任意 点 的 速度 (利用 上 
个 推论 , 可 以 得 到 非常 简单 的 几何 证 明 ). 

推论 3 如 果 刚 体 上 不 共 线 的 3 个 点 的 速度 在 某 时 刻 相 等 , 则 刚体 作 瞬 时 平 动 . 

推论 4 如 果 在 给 定 瞬时 刚体 上 2 个 点 的 速度 等 于 零 , 则 刚体 或 者 瞬时 静止 或 
者 绕 过 这 2 个 点 的 轴 作 有 瞬时 转动 . 

推论 5 如 果 在 给 定 瞬时 刚体 上 菜 个 点 的 速度 等 于 零 , 则 刚体 或 者 瞬时 静止 或 
者 绕 过 这 个 点 的 轴 作 有 瞳 时 转动 . 

推论 6 刚体 瞬时 运动 在 最 一 般 情 况 下 可 以 分 解 为 2 个 运动 : 以 基点 速度 的 平 
动 和 绕 过 基点 的 轴 的 转动 . 

为 了 求 已 点 的 加 速度 w, 将 (4) 两 边 对 时 间 求 导 , 得 


WwW= VO+wWXTrT+w XT. 


图 22 


向 量 s = ww 称 为 角 加 速度 . 利用 (6), 上 面 公式 可 以 写成 
一 WO 十 EX 十 x (wxr). (7) 


向 量 wbp = e x 7 称 为 转动 加 速度 , 而 woc = w x (w xr) 称 为 向 心 加 速度 . 可 见 , 刚 
体 上 任意 点 的 加 速度 等 于 基点 加 速度 、 转 动 加 速度 和 疝 心 加 速度 之 和 . 公式 (7) 称 
为 里 瓦斯 公式 . 


25. 刚体 定 轴 转 动 ” 设 刚体 上 有 2 个 不 动 点 O 和 01, 过 O 和 Of 的 直线 是 转 
动 轴 , 固定 坐标 系 的 O02 轴 和 固 连 于 刚体 的 坐标 系 的 Oz 轴 都 沿 着 转动 轴 . 刚体 相 
对 固定 坐标 系 的 方位 由 OX 轴 和 Oz 轴 之 间 的 夹 角 y(t) 确定 (图 23), 刚体 上 不 在 
转动 轴 上 的 点 沿 着 以 转动 轴 为 圆心 的 圆周 运动 , 该 圆周 位 于 垂直 转动 轴 的 平面 内 . 设 
刚体 上 PP 点 在 固 连 坐标 系 中 的 向 径 为 p, 于 是 有 


cos 一 Sinw 0 
r= Ap, A=llsinp cosp 0. 
0 0 1 
¢ 
直接 计算 可 以 验证 
0 -六 0 0 0 
44-1= 0 0||， w = ||01l, E 一 外 0||. 
0. 0 0 Pp p 


可 见 , 角速度 沿 着 转动 轴 方 向 , 并 且 如 果 从 向 量 w 的 顶端 看 , 则 转动 是 道 时针 方向 ， 
角 加 速度 e 也 是 沿 着 转动 轴 方 向 , 并 且 如 果 px > 0, 则 与 角速度 w 同 向 (这 种 情况 
在 图 24 中 画 出 ) ; 如 果 py < 0, 则 与 角速度 w 反 向 . 
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为 了 计算 P 点 的 速度 和 加 速度 , 首先 要 选 坐标 原点 O 为 基点 , 那么 vo = 0, 根 
据 公 式 (4) 有 w= wxr. 回 量 v 在 垂直 于 转动 轴 的 平面 内 , 其 大 小 为 v = wd = |zld， 
其 中 a 是 圆 的 半径 , 已 点 沿 着 这 个 圆 运动 . 

考虑 到 wo = 0, 根据 公式 (7) 得 ww = exr 二 wx(wx7). 转动 加 速度 wpp = exr 
沿 着 P 点 轨迹 (半径 为 d 的 圆 ) 的 切 向 , 其 大 小 等 于 wbp = ed = |g|a (图 24). 问心 
加 速度 woc = w xw 位 于 从 PP 点 指 回转 动 轴 的 垂 线 上 , 方向 指向 转动 轴 , 其 大 小 等 
于 woc = w2d. 

可 以 发 现 , 刚体 定 轴 转动 时 , P 点 的 转动 加 速度 是 切 向 加 速度 ( 见 第 6 小 节 ), 而 
身心 加 速度 是 法 回 加 速度 . P 点 加 速度 的 大 小 为 w = dvVe? + w4， 问心 加 速度 与 加 速 
度 之 间 的 夹 角 6 可 以 用 公式 tan 6 = ef/w? 计算 . 


26. 刚体 定点 运动 ” 设 刚 体 有 一 个 不 动 点 O, 那么 vo = 0， wo = 0, 速度 和 
加 速度 公式 与 第 25 小 节 中 定 轴 转动 的 一 样 . 

刚体 在 给 定时 刻 的 速度 就 如 同 刚体 以 角速度 w 绕 某 个 固定 轴 转 动 , 这 个 轴 在 该 
时 刻 沿 着 向 量 w. 该 轴 称 为 瞬时 转动 轴 , 向 量 w 称 为 瞬时 角 迷 度 . 瞬时 转动 轴 上 所 
有 点 的 速度 都 等 于 零 , 瞬时 转动 轴 在 刚体 内 和 固定 空间 中 都 是 变化 的 . 由 此 可 见 , 刚 
体 定点 运动 (以 及 更 一 般 情 况 下 目 由 刚体 的 运动 ) 时 , w 不 是 某 个 角度 yp 对 时 间 的 导 
数 , 因为 不 存在 这 样 的 方向 , 绕 着 它 转 动 y. 

在 运动 过 程 中 瞬时 转动 轴 在 刚体 内 画 出 圆锥 曲面 一 一 本 体 > 
极 锥 , 而 在 固定 空间 中 画 出 空间 极 锥 . 这 些 圆锥 曲面 的 顶点 都 是 
O, 并 沿 着 与 瞬时 转动 轴 重 合 的 母线 相 切 . 可 以 说 , 刚体 运动 时 
本 体 极 锥 在 空间 极 锥 上 无 滑动 地 滚动 . w 的 向 量 端 图 位 于 空间 
极 锥 上 . 因为 e = w, 角 加 速度 e 沿 着 w 的 回 量 端 图 的 切线 , 不 
一 定 沿 着 瞬时 转动 轴 (图 25). 令 w = we, 其 中 e 是 沿 着 w 的 图 25 
单位 回 量 ， 那么 e = el + eo, 其 中 回 量 el = we 沿 着 有 瞬时 转动 
轴 , 向 量 e。 = we 垂直 瞬时 转动 轴 . 回 量 el 刻画 w 大 小 的 变化 ， 
而 向 量 es 刻画 w 方向 的 变化 . 如 果 瞬 时 转动 轴 以 角速度 Q 绕 , 
O 转动 ， 则 有 se。 = Q x ww. 

根据 公式 (7), 刚体 上 任意 点 P 的 加 速度 w 等 于 转动 加 速 ” 
度 和 向 心 加 速度 之 和 , 转动 加 速度 写成 


ee 
bp 一 EX7 一 EIX7 十 E2 Xr7, (8) 


下 面 计算 向 心 加 速度 . 设 8 是 瞬时 转动 轴 与 从 P 向 转动 轴 作 垂 
线 的 交点 (图 26), 向 量 PQ 用 1 表示 , 那么 有 


O 


Woc =wW X (Ww XT)= wex (exr) 


= wile(e:7)—r7]|=w(00 -7)= wl. (9) 


可 见 , woc 等 于 刚体 以 角速度 w 作 征 轴 转 动 时 P 点 的 法 向 加 速度 . 

与 定 轴 转 动情 况 不 同 的 是 , 定点 运动 时 apbp 和 woc 不 一 定 是 P 点 的 切 向 和 法 
向 加 速度 . 

练习 题 3 试 证 明 : 刚体 定 轴 转动 时 , 刚体 上 某 点 加 速度 的 转动 分 量 与 切 向 分 量 
相同 , 向 心 分 量 与 法 向 相同 当 且 仅 当 该 点 位 于 w 和 e 所 在 平面 内 . 

例 1 半径 为 3a 的 圆 盘 在 水 平面 上 无 滑动 地 滚动 时 , 保持 自身 平面 竖 直 ， 以 常 
角速度 wi 画 出 一 个 半径 为 4a 的 圆 , 求 圆 盘 最 高 点 PP 的 速度 和 加 速度 . 

我 们 想像 圆 盘 是 一 个 绕 固 定点 A 转动 的 国 
锥 (在 图 27 中 只 画 出 了 该 圆锥 的 4P 截面 , 辆 
盘 中 心 的 速度 垂直 纸 面 指向 读者 ). 

由 于 圆 盘 与 地 面 接触 点 B 的 速度 等 于 零 , 圆 
盘 的 角速度 w 沿 着 4B 从 4 指向 B, 角速度 的 
大 小 可 以 用 下 面 等 式 求 出 


VO = wi1AO = wOC. 


图 27 
利用 三 角形 AOB 有 


OC = AO sina = = 


3 
sina 一 —, COSGQ = 


5 5 5 
故 
AO 
WwW 一 OG! 一 “1 
进一步 有 vp = w x 4AP, 速度 vp 各 直 于 纸 面 指向 读者 , 其 大 小 vp = w4Psin 2a = 
8w1Qa. 


由 于 角速度 大 小 为 常数 , 辆 盘 角 加 速度 由 等 式 e = wi x w 确定 , 向 量 e 垂直 于 
纸 面 指向 读者 , s = wlwsin(r/2 一 a) = 4ui/3. 

现在 求 已 点 的 加 速度 . ww 二 twbp 十 Woc, 其 中 wpp = ex AP，woc = w21，wbp = 
EAP = 20w?2a/3， woc = 40w2a/3. 向 量 wbp 位 于 纸 面 内 并 垂直 于 AP, 与 向 量 woc 
的 夹 角 6 = 二 一 2a, 于 是 有 

20 一 p 十 W2_ 一 2wbpWoc COS 2a = SE 

27. 刚体 平面 运动 ”如 果 刚 体 的 所 有 点 都 在 平行 于 某 个 固定 平面 的 平面 内 运动 ， 
则 称 刚 体 的 运动 是 平面 运动 . 

设 这 个 固定 平面 是 固定 坐标 系 的 坐标 平面 0。XY, 从 刚体 癌 该 乎 面 作 垂 线 得 到 
的 所 有 直线 都 是 作 平 动 , 因此 确定 这 样 的 直线 的 运动 仅 需 知道 直线 上 一 点 的 运动 . 如 
果 刚 体 的 任何 一 个 平行 于 O。XY 的 截面 的 运动 已 知 , 则 整个 刚体 的 运动 就 知道 了 ， 
所 以 , 研究 刚体 平面 运动 归结 为 研究 平面 图 形 在 自身 平面 内 的 运动 . 


[27] 84， 刚 体 运 动 学 “37。 


平面 图 形 在 自身 平面 内 运动 有 3 个 自由 度 , 广 y 
义 坐 标 可 以 选 基点 O 的 两 个 坐标 Xo,Yo 和 角 vp, 其 
中 yo 是 固 连 于 平面 图 形 的 坐标 系 的 Oz 轴 与 固定 坐 
标 系 的 O.X 轴 的 夹 角 (图 28). 

平面 图 形 上 点 的 速度 和 加 速度 可 以 利用 公式 
(4) 和 (7) 求 得 , 这 些 公式 对 刚体 最 一 般 的 运动 都 是 
成 立 的 .我 们 这 里 仅 介 绍 刚体 平面 运动 的 几 个 特殊 所 
性 质 . 图 28 


定理 如 果 在 给 定时 刻 平面 图 形 在 自身 平面 内 的 运动 不 是 瞬时 平 动 , 则 该 时 刻 
在 平面 图 形 上 存在 唯一 的 速度 等 于 零 的 点 C, 其 它 点 的 速度 就 像 该 图 形 绕 C 点 作 瞬 
时 转动 时 一 样 . 

证 明 因为 运动 不 是 瞬时 平 动 , w 地 0. 在 固定 坐标 系 中 的 回 量 vo, w 和 未 知 回 
量 OC 可 以 写成 如 下 形式 


vO++w x OC=0, 
该 回 量 方程 等 价 于 2 个 标量 方程 : 
Xo -0Yc =0, Yo+pXoc=0, 


由 此 得 Xo = -Yo/p, Yo = Xo/2, 或 者 写成 向 量 形式 
Dr xie 

如 果 取 C 为 基点 , 则 定理 完全 得 证 . D 

点 C 称 为 瞬时 速度 中 心 . 如 果 已 知 w 和 基点 速度 vo, 公式 (10) 给 出 了 求 瞬时 
速度 中 心 的 几何 方法 . 从 w 的 顶端 看 , 将 vo 逆 时 针 旋 转 r/2 (图 29), 然后 从 O 扣 
向 旋转 后 vo 的 方向 截取 长 度 为 vo/w 的 线段 , 该 线段 的 顶端 C 就 是 瞬时 速度 中 心 . 
通常 w 不 是 已 知 的 , 但 知道 平面 图 形 上 两 个 点 4 和 B 的 速度 va, vB. 下 面 给 出 几 
种 可 能 求 出 瞬时 速度 中 心 的 情况 . 

1) 如 果 v4 = vB, 则 运动 为 瞬时 平 动 . 这 是 因为 从 vp = va 十 w x 4 可 知 
w 二 0 (这 种 情况 下 瞬时 速度 中 心 “ 位 于 无 穷 远 处 ”; 或 者 准确 地 说 , 当 p 一 0 时 Xe 
和 Yo 的 大 小 无 限 增 大 ). 


(10) 


. 38 . 第 一 章 质点 和 质点 系 的 运动 学 [27] 


2) 如 果 va 关 vB, 其 中 一 个 点 速度 等 于 零 , 比如 4 点 速度 等 于 零 , 则 4 点 就 是 


瞬时 速度 中 心 . 
Ta 
人 
4 7 玉 、 
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图 29 图 30 


3) 如 果 向 量 wa 和 vs 不 平行 (图 30), 则 瞬时 速度 中 心 位 于 过 4 和 B 的 速度 
v4, VB 的 垂 线 交 点 . 借助 刚体 上 2 个 点 速度 投影 的 性 质 ( 见 第 24 小 节 中 的 第 1 个 
推论 ) 可 以 给 出 简单 的 证 明 . 事实 上 , 因为 向 量 va 垂直 于 C4, 向 量 vp 垂直 于 CB， 
所 以 vc 在 CA 和 CB 上 的 投影 等 于 零 . 又 因为 CA 和 CB 不 平行 , 故 vc = 0. 

4) 设 va 关 vB, 问 量 va 和 oa 平行 . 向 量 4B 不 垂直 于 v4 (或 者 vp) 是 不 可 
能 的 , 因为 va 和 vs 在 4 和 B 连 线 上 的 投影 不 相等 . 如 果 疝 量 4B 垂直 于 va (或 
者 vB), 不 难 验 证 瞬时 速度 中 心 位 于 4 和 B 连 线 与 向 量 va 和 vB 端点 连 线 的 交点 
(图 31). 


A ; UA A -> UA 
| / | “ 
| ! , 
I ,27 
; Cr- 
已 上 /1 | 
′ < 一 
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图 31 


刚体 运动 时 瞬时 速度 中 心 在 刚体 内 和 固定 空间 中 都 是 变化 的 , 它 在 固定 平面 上 
的 几何 位 置 称 为 定 瞬时 速度 中 心 , 而 在 运动 的 平面 图 形 上 的 几何 位 置 称 为 动 瞬时 加 
度 中心 . 可 以 证 明 当 刚体 运动 时 动 瞬时 速度 中 心 轨迹 在 定 瞬时 速度 中 心 轨迹 上 无 滑 
动 地 滚动 . 

现在 研究 刚体 平面 运动 时 加 速度 分 布 特点 . 

定理 设 平面 图 形 在 自身 平面 内 运动 , 如 果 在 给 定时 刻 六 和 已 中 至 少 有 一 个 不 
等 于 零 , 则 该 时 刻 在 平面 图 形 上 存在 唯一 的 加 速度 等 于 零 的 点 @. 


[27] 、 84， 刚 体 运 动 学 . 39 . 


证 明 设 基 点 加 速度 oo、 瞬时 角速度 w 和 瞬时 角 加 速度 e 都 是 已 知 的 , 求 向 
量 08 满足 Q 点 加 速度 等 于 零 . 由 (7) 可 得 OQ 满足 的 向 量 方程 


十 ExXOQ+w 和 x(wxOq)=0. (11) 
在 固定 坐标 系 中 有 
Xo 0 0 Xo 
WO 一 Yo ; WwW=l0ll, ée=|0], OQ 一 Yo ; 
0 9 0 0 


由 公式 (11) 可 得 关于 Xo, Yo 的 线性 方程 组 
02Xoe+57o =Xo， -¢Xo+PYo= Yo. (12) 


由 定理 条 件 知 方程 组 (12) 的 系数 行列 式 +p 不 等 于 零 ， 所 以 该 方程 组 有 唯一 解 


AQ = oP Xo -PYo), Yo = Bo (Xo + Pp Yo). 
这 个 公式 可 以 写成 向 量 形式 
OQ = Ba Wo + € Xx wo), (13) 
点 Q 称 为 瞬时 加 速度 中 心 . 


公式 (13) 给 出 了 求 瞬时 加 速度 中 心 的 几何 方法 (图 32), 确定 角度 6 的 方程 为 
tanB = 二 


这 个 角度 不 依赖 于 基点 的 选择 并 且 对 于 刚体 上 所 有 点 都 取 一 个 值 . 为 了 得 到 @ 点 ， 
要 将 wo 旋转 6 角 , 如 果 平 面 图 形 是 加 速 转动 , 则 转 8 角 的 方 问 与 平面 图 形 转动 一 
致 ; 如 果 平 面 图 形 是 减速 转动 , 则 转 6 角 的 方向 与 平面 图 形 转动 相反 . 然后 , 从 基点 
向 旋转 后 wo 的 方向 截取 线段 O08, 其 长 度 等 于 


WO 
9 ET 
该 线段 的 顶端 @ 就 是 瞬时 加 速度 中 心 , 图 32 相应 于 逆 时 针 加 速 转动 情形 
如 果 以 瞬时 加 速度 中 心 为 基点 , 则 在 结 定时 刻 任意 点 P 的 加 速度 可 以 像 绕 @ 


定 轴 转 动 一 样 确定 : 
Ww = Wbp 十 Woc, w= QPVe? + wt. 


. 40 . 第 一 章 质点 和 质点 系 的 运动 学 [27] 


例 1 设 圆 盘 沿 着 国定 直线 无 滑动 地 滚动 , 其 中 心 O 的 达 度 为 常数 (图 33). 由 
于 圆 盘 上 与 直线 接触 的 点 忆 的 速度 等 于 零 , 它 就 是 瞬时 速度 中 心 . 动 瞬时 迷 度 中 心 
轨迹 就 是 圆 盘 的 圆周 , 定 瞬 时 速度 中 心 轨迹 是 这 条 固定 直线 . 由 于 O 点 速度 等 于 常 
数 , 它 就 是 皮 时 加 速度 中 心 ， 

这 个 例子 说 明 , 瞬时 速度 中 心 和 瞬时 加 速度 中 心 一 般 来 说 是 不 同 的 点 ， 

例 2 细 杆 AB 以 已 点 靠 在 直角 上 , 端点 4 党 着 水 平方 向 以 常 速度 wv 滑动 , 求 
已 点 的 绝对 速度 和 绝对 加 速度 随时 间 的 变化 规律 . 设 OP = hh, 初始 时 刻 OA = 0 
(图 34). 

PP 点 的 速度 沿 着 杆 , 瞬时 速度 中 心 C 是 过 尸 点 的 杆 的 重 线 和 过 4 点 的 铅 重 线 
的 交点 . 设 OA 二 xz (z= 二 wv), 由 AAOP 和 AAPC 有 


/FT TI 2 ，，2 
AP = VI + 22, CP= T+ CA= + 


hh- h 
杆 的 角速度 由 等 式 v = 二 wCA 求 得 
vv vvh wh 
"To0A Ri B+ 
向 量 w 重 直 纸 面 指向 读者 ， 角 加 速度 向 量 e 也 垂直 纸 面 , 但 方向 与 w 相反 (因为 


人 < 0). 角 加 速度 大 小 由 上 二 |dw/dt| 确定 : 
2 ，， 
~ (h2 + v2t2)2 
PP 点 速度 大 小 为 
_ wp- v2t 
了 


因为 A 点 是 瞬时 加 速度 中 心 (v = const), P 点 加 速度 由 下 和 式 给 出 
2p /po A213 
wp =.APVe2 + w= VvhvR + 


(h2 + v2t2)3/2 


[28] 、 §4，、 刚 体 运动 学 .41 


28. 运动 学 不 变量 .我 们 回 到 在 第 24 小 节 中 研究 过 的 刚体 一 般 运 动 . 在 已 点 
速度 公式 (4) 中 角速度 w 不 依赖 于 点 P 的 选择 , 向 量 w 称 为 第 一 运动 学 不 变量 . 更 
狭义 地 , 我 们 称 五 = w? 为 第 一 运动 学 不 变量 . 再 由 公式 (4) 知 , 刚体 上 任意 2 点 4 
和 B 速度 v4 和 ws 与 w 标量 积 相等 , 因为 刚体 上 点 的 速度 沿 着 角速度 方向 的 投影 
不 依赖 于 点 的 选择 . 刚体 上 点 的 速度 和 刚体 角速度 的 标量 积 1。 = v . w 称 为 第 二 运 
动 学 不 变量 . z 

我 们 将 证 明 , 在 刚体 的 最 一 般 运 动情 况 下 , 如 果 I 尖 0, 则 刚体 上 点 的 速度 就 如 
同 刚体 作 螺 旋 运 动 一 样 . 为 此 , 根据 第 23 小 节 , 需要 证 明 存 在 直线 MN, 直线 上 所 
有 点 的 速度 在 给 定时 刻 沿 着 该 直线 并 平行 于 w. 

设 选 定 O 为 基点 , 基点 速度 vo 和 刚体 角速度 w 都 是 已 知 的 , 在 从 固定 坐标 系 
O。XYZ: 平 动 得 到 的 坐标 系 OXYZ 中 (图 17) 有 


WN 
\ 
UOX WX 
2O 三 1Vov lll, Ww = |wyY 
VOZF WF 


如 果 刚 体 上 5S 点 (图 35) 的 速度 不 等 于 零 并 且 平行 于 w， 
则 

vo twxOS5=pw (p#0), 
这 就 是 直线 MN 的 向 量 方程 . 如 果 X,Y,2 是 该 直线 上 
的 任意 点 的 坐标 , 则 上 面 方程 可 以 写成 标量 形式 


VOX 十 (CY2 一 wzY) . vor + (wzX ~ wx2Z) 图 35 
| “WY WY 


”Voz 十 (wxY 一 wyX) 
一 or 
直线 (14) 称 为 瞬时 螺旋 轴 . 显然 , 瞬时 螺旋 轴 上 所 有 点 的 速度 都 相同 , 都 等 于 刚体 
上 任意 点 的 速度 在 w 方向 上 的 投影 . 刚体 角速度 w 和 瞬时 螺旋 轴 上 任意 点 的 速度 
v 的 组 合 称 为 运动 螺旋 ，p 称 为 螺旋 参数 , 螺旋 参数 p 可 以 由 运动 学 不 变量 得 到 
— 12 
一 天 


一 了 . (14) 


p 


根据 螺旋 参数 的 正 或 负 , 运动 学 螺旋 分 别称 为 右 螺 旋 或 左 螺旋 , 图 35 画 出 的 是 右 

例 1 设 刚 体 在 空间 中 运动 ， 在 给 定时 刻 已 知 3 个 点 A4(0,0,0)，B(1,1,0)， 
C(1,1,1) 的 速度 分 别 为 v4(2,1, 一 3),vB(0,3, 一 1),vc( 一 1,2, 一 1), 求 该 给 定时 刻 的 运 
动 螺旋 的 位 置 和 螺旋 参数 . 


取 4 点 为 基点 ， 有 wsB=vA+w x AB, oo = vA+w x AC. 这 2 个 向 量 方程 
可 以 写成 6 个 关于 w 的 分 量 wz,wy,wz 的 线性 方程 组 : 


一 wz =—2, wz 一 2， Wi—~WwWy=2, wy—Wz=—3, wz 一 wz 三 1， wr—wy=2. 
解 方程 组 得 
wz 一 1, wy = 一 | wz 一 2. 


运动 学 不 变量 石和 了 为 
=w=6, Lp=vA:w=—5. 


可 见 , 在 该 时 刻 刚体 作 有 瞬时 螺旋 运动 , 并 且 螺 旋 参 数 等 于 -5/6. 根据 (14), 瞬时 螺旋 
轴 方 程 为 
2—2y—z 1 十 27 一 2 一 3 十 Z 十 9 5 
1 一 1 2 6 


$5， 所 的 复合 运动 


29. 基本 定义 ”有 时 需要 同时 研究 点 相对 2 个 坐标 系 的 运动 . 设 坐 标 系 Oxyz 
相对 固定 坐标 系 O。XY2Z 以 给 定 规律 运动 (图 17), 这 就 是 说 基点 0 的 运动 和 确定 
坐标 轴 Ozx, Oy, Oz 相对 固定 坐标 系 方位 的 矩阵 A(t) 都 是 已 知 的 . 设 已 点 在 空间 中 
运动 , 它 相 对 坐标 系 Oxyz 的 运动 称 为 相对 运动 , 坐标 系 Ozyz 相对 O。XY2 的 运动 
称 为 牵连 运动 , 点 P 相对 坐标 系 O。XY2Z 的 运动 称 为 复合 运动 或 绝对 运动 . 我 们 的 
任务 是 建立 点 相对 固定 坐标 系 和 运动 坐标 系 的 基本 运动 学 特性 之 间 的 关系 . 

点 相对 固定 坐标 系 O.XY2 的 速度 (加 速度 ) 称 为 绝对 速度 v。 (绝对 加 速度 tw。)， 
点 相对 运动 坐标 系 Ozyz 的 速度 (加 速度 ) 称 为 相对 速度 wr (相对 加 速度 wi). 相对 坐 
标 系 Oxyz 不 动 , 在 给 定时 刻 与 P 点 重合 的 P' 点 的 速度 (加 速度 ) 称 为 罕 连 速度 v。 
(牵连 加 速度 we). 换 句 话说 , P 点 的 牵连 速度 (加 速度 ) 就 如 同 该 时 刻 它 与 运动 坐标 
系 固 结 在 一 起 时 所 具有 的 速度 (加 速度 ), 即 没 有 相对 运动 . 


30. 向 量 相对 运动 坐标 系 的 导数 ”我 们 经 常会 遇 到 向 量 相 对 任意 运动 的 坐标 系 
Ozyz 微分 的 问题 . 向 量 在 固定 坐标 系 O。XYZ 中 改变 的 速度 称 为 绝对 导数 ， 而 在 
坐标 系 Ozyz 中 改变 的 速度 称 为 相对 导数 或 者 局 部 导数 . 下 面 求 这 2 个 导数 之 间 的 

在 图 17 中 , OP = p 是 在 Ozyz 中 给 定 的 向 量 , 这 个 向 量 OP 在 固定 坐标 系 
Os。XY2 中 给 出 , 并 记 做 7. 由 于 坐标 系 Ozyz 相对 Os。XY2 的 运动 已 知 , 故 确定 运 
动 坐 标 系 相对 固定 坐标 系 方位 的 矩阵 4 是 已 知 的 , 并 且 有 


r= A(t)p. (1) 


[31] §5。， 点 的 复合 运动 * 43， 


向 量 dr/dt 是 向 量 OF 的 绝对 导数 , 而 向 量 dr/dt = A(t)dp/dt 是 向 量 OB 的 相对 
导数 . 2 个 导数 都 在 O。XY2Z 中 给 出 (由 此 可 知 , 向 量 dp/dt 在 坐标 系 Ozyz 中 给 
出 ). 
由 (1) 得 
和 = Ap+ APp = AA-ir + Ap. (2) 
又 因为 ( 见 第 24 小 节 ) 


44-1r =w xm， (3) 


其 中 w 是 坐标 系 Ozyz 相对 O。XY2 的 角速度 , 于 是 公式 (2) 写成 


dr 
一 一 5 4 
于 wxr+Ap (4) 


如 果 用 相对 导数 的 记号 , 则 最 终 得 到 


dr dr 


ra”™ (5) 


这 个 公式 建立 了 绝对 导数 和 相对 导数 的 关系 . 

练习 题 4 证 明 : 如 果 刚 体 定点 运动 的 角速度 w 相对 刚体 不 变 , 则 它 相 对 固定 
空间 也 不 变 ; 反之 亦 然 . 

31. 速度 合成 定理 ”由 绝对 导数 和 相对 导数 的 关系 可 以 给 出 下 面 定理 . 

定理 点 的 绝对 速度 等 于 牵连 速度 与 相对 速度 之 和 . 

证 明 根据 图 17 和 公式 (1) 知 , P 点 在 固定 坐标 系 中 的 问 径 R= Ro +7. 将 
RR 对 时 间 求 导 并 利用 (4) 得 已 点 的 绝对 速度 : 


va = R=Ro+7r=vo+wxr+i+Ap. (6) 


向 量 vo +w xy 是 在 给 定时 刻 与 P 重合 的 运动 坐标 系 上 点 的 速度 , 即 雁 连 速度 ve. 
向 量 4p 是 在 固定 坐标 系 中 给 出 的 相对 速度 w, 于 是 等 式 (6) 可 以 写成 


Va = Ve 十 Vr. (7) 


.44 ， 第 一 章 质点 和 质点 系 的 运动 学 [32] 


32. 加 速度 合成 定理 ( 科 里 奥 利 定理 ) 为 了 求 点 的 绝对 加 速度 , 将 等 式 (6) 两 
边 对 时 间 微 分 并 利用 等 式 (4) 得 


Wa = =vo+OXr+wxrti+ Ap+Ap 
=wo+exri+wx(wxrt+Ap)+APp+Ap. (8) 

其 中 e 是 运动 坐标 系 Ozyz 的 角 加 速度 , 回 量 4p 是 相对 加 速度 ww. 将 等 式 (8) 重 
新 写 为 

wa=wotexri+wx (wxr)+w+i+w x Ap+ Ap. (9) 
向 量 wo +e x7 十 w x (w x7) 是 在 给 定时 刻 与 PP 重合 的 运动 坐标 系 上 点 的 加 速度 ， 
即 牵 加 连 速度 ve. 进一步 , 根据 (3) 有 Ap = 44-145 = w x 4p, 因此 (9) 中 最 后 
2 项 都 等 于 w x vi, 于 是 (9) 可 以 写成 


wa = We 十 Wr 十 We, (10 


其 中 w。 = 2w x vt. 向量 w。 称 为 科 里 奥 利 加 速度 . 公式 (10) 给 出 了 加 速度 合成 
定理 . 

定理 点 的 绝对 速度 等 于 牵连 速度 、 相 对 速度 和 科 里 奥 利 加 速度 之 和 . 

可 以 说 , 绝对 加 速度 中 的 科 里 奥 利 加 速度 部 分 改变 绝对 速度 有 2 种 方式 : 1) 牵 
连 运动 影响 相对 速度 ( 当 w 关 0 时 , 向 量 内 由 于 运动 坐标 系 的 运动 而 相对 固定 坐标 
系 转动 ) ; 2) 相对 运动 影响 牵连 速度 (vi 入 0 时 , 点 的 位 置 在 运动 坐标 系 中 变化 而 改 
变 牵 连 速度 ). 

练习 题 5 试 证 明 : 上 面 指出 的 2 个 原因 对 科 里 奥 利 加 速度 的 贡献 相同 ， 都 等 
于 wx vi. 

例 1 两 根 杆 AB 和 CD 以 给 定 速 度 vl 和 va 在 平面 内 作 平 动 , 求 2 杆 交 点 一 
的 速度 . 

P 点 的 绝对 速度 等 于 杆 AB 的 牵连 速度 v1 与 已 点 相对 这 个 杆 的 相对 还 度 之 
和 . 另 一 方面 , 已 点 的 绝对 速度 也 等 于 杆 CD 的 牵连 速度 ua 与 已 点 相对 这 个 杆 的 
相对 速度 之 和 . 由 此 可 得 求 已 点 绝对 速度 的 方法 : 过 向 量 v1 和 v2 的 端点 作 平行 于 
杆 AB 和 CD 的 直线 (图 36), 它们 的 交点 已 就 是 PP 点 绝对 速度 向 量 PB 的 端点 . 

例 2 尸 点 以 常 角速度 w 沿 着 半径 为 R 的 圆周 运动 , 该 圆 以 同样 角速度 绕 自 己 
的 直径 转动 , 求 已 点 的 绝对 速度 和 绝对 加 速度 , 用 角 gp 表示 (图 37). 

引入 与 转动 圆周 固 连 的 坐标 系 Ozyz, 其 原点 位 于 圆心 , 坐标 平面 Oyz 与 圆周 所 
在 平面 重合 , Oz 轴 洛 着 角速度 w 的 方向 . 

P 点 的 牵连 速度 垂直 于 圆周 平面 : v' = (一 wRsin yp,0,0), 相对 速度 沿 着 圆 的 切 
线 : v/ = (0,wRcosw, 一 wRsin yp). 按照 公式 (7), PP 点 的 绝对 速度 有 


v’ = wR(— sin y, cos y, 一 Sin 9), va = WRV 1+ sin’ y. 


No 
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图 36 图 37 


牵连 加 速度 位 于 圆周 平面 内 并 三 直 于 转动 轴 : tw 二 (0, -w2Rsin p,0), 相对 加 速 
度 位 于 圆周 平面 内 并 指向 圆心 : w' = (0, 一 w2Rsin yp, 一 w2Reosy). 科 里 奥 利 加 速度 
0/ 一 (一 2w2 尺 cos p, 0,0). 按照 公式 (10), PP 点 的 绝对 加 速度 有 


Ww 一 一 w2 尽 (2 cos p, 2 sin p, cos P)， wa = Ww RV4+ cos? wy. 


86. 刚体 复合 运动 


33. 问题 的 提 法 ” 设 刚 体 相 对 坐标 系 O1x1y1z1 运动 , 而 坐标 系 O1x1y1zi 本 身 
又 相对 固定 坐标 系 O.XY2Z2 运动 , 就 是 说 , 刚体 相对 坐标 系 O。XYZ 作 复 合 运动 , 该 
运动 由 2 个 已 知 运动 合成 . 类 似 地 可 以 定义 ”个 运动 合成 的 复合 运动 . 

研究 刚体 复合 运动 的 任务 是 寻找 各 个 运动 与 复合 运动 的 基本 运动 学 特性 之 间 的 
依赖 关系 . 我 们 只 研究 平 动 的 速度 之 间 的 关系 和 角速度 之 间 的 关系 . 为 了 方便 , 我 们 
限于 研究 2 个 运动 组 成 的 复合 运动 . 

34. 瞬时 平 动 的 合成 ” 设 ui 是 刚体 相对 坐标 系 O1z1y1z1 的 瞬时 平 动 速度 , 而 
v2 是 坐标 系 O1z1y1z1 相对 固定 坐标 系 O。XY2 瞬时 平 动 的 速度 , 我 们 选 刚 体 上 任 
意 点 P 来 求 其 绝对 速度 va. 根据 速度 合成 定理 ( 见 第 31 小 闻 ) 有 


Va = Ve 十 Vr. (1) 
对 刚体 上 任意 点 P, 牵连 速度 we 为 v2, 而 相对 速度 vw 为 v1. 因此 任意 点 PP 的 速度 
Va = V1 二 v2. 


因为 在 给 定时 刻 刚体 上 所 有 点 有 相同 的 速度 , 故 复合 运动 也 是 瞬时 平 动 . 
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对 于 nn 个 运动 合成 情况 , 类 似 地 可 以 得 到 瞬时 平 动 速度 
DV 一 3 
i 二 1 


35. 瞬时 定 轴 转动 的 合成 ” 设 刚体 相对 坐标 系 O1z1y1z1i 以 角速度 wi 瞬时 转 

动 , 而 坐标 系 O1z1y1z1 相对 固定 坐标 系 O。XY2Z 以 角速度 wo 瞬时 转动 , 假设 两 个 
转动 轴 相 交 于 4 点 (图 38). 

设 点 4 在 给 定时 刻 的 速度 等 于 零 , 于 是 复合 运动 是 绕 过 


为 了 求 它 的 速度 , 将 we = w2 x A4P 和 w= wi x AP 代 入 (1)， 
求 得 Pp 点 绝对 速度 Da 为 


Va = WI x AP+w, x AP 


= (wi 十 wz) x AP. 2) 


另 一 方面 又 有 
图 38 vs = ON x AP. (3) 


利用 4P 的 任意 性 , 由 (2) 和 (3) 得 
4 = wi 十 2. 


可 见 , 刚体 绕 两 个 相交 轴 的 瞬时 转动 等 价 于 角速度 为 2 个 转动 角速度 之 和 的 瞬时 
转动 . 
对 于 n 个 瞬时 转动 合成 情况 , 类 似 地 可 以 得 到 等 价 的 瞬时 转动 角速度 


0 一 wi 
t=1 

评注 5 如 果 2 个 转动 的 角速度 大 小 相等 方向 相反 且 转 动 轴 相 同 , 则 wi 十 wsz = 
0, 并 且 这 2 个 转动 的 存在 不 影响 作 复 合 运 动 的 刚体 上 点 的 速度 . 由 此 可 知 , w 是 滑 
移 向 量 , 即 该 向 量 的 起 点 可 以 沿 着 其 作用 线 移动 到 任意 点 而 不 改变 刚体 上 点 的 速度 . 
事实 上 , 设 刚体 绕 某 个 轴 以 角速度 w 转动 , 向 量 w 位 于 转动 轴 上 4 点 (图 39), 在 轴 
上 B 点 增加 2 个 向 量 wi 和 ws 使 得 w = wi = -ws = 0, 我 们 研究 刚体 绕 该 轴 以 3 
个 角速度 w，w1，w2 转动 的 复合 运动 . 根据 前 面 指出 的 , 2 个 角速度 为 wl 和 ws 的 
转动 不 影响 作 复 合 运动 的 刚体 上 点 的 速度 , 因此 这 2 个 转动 可 以 消去 , 于 是 向 量 w 
沿 着 其 作用 线 移动 了 AB 而 不 改变 刚体 上 点 的 速度 . 


36. 欧 拉 运动 学 方程 ”我 们 来 用 欧 拉 角 ( 见 第 19 小 节 ) 及 其 导数 表示 刚体 定点 
运动 的 瞬时 角速度 . 刚体 定点 运动 由 3 个 运动 合成 : 以 角速度 多 绕 02 轴 转 动 , 以 
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角速度 6 绕 节 线 ON 转动 , 以 角速度 p 绕 0z 轴 转 动 (图 40), 刚体 瞬时 角速度 等 于 
这 些 角速度 之 和 . 设 mn gr 分 别 是 角速度 w 在 刚体 固 连坐 标 系 的 Oz, 0y, Oz 轴 上 的 
投影 , 利用 图 40 容易 得 到 m, gr 用 欧 拉 角 及 其 导数 给 出 的 表达 式 , 其 中 辅助 线 OM 
位 于 平面 Ozy 内 并 垂直 于 节 线 , 于 是 我 们 有 


p=wsin0siny + 0cosy, 
q =wsinOcosyp 一 0sin w， (4) 
r=Wcos0+y. 

关系 式 (4) 称 为 欧 拉 运动 学 方程 , 其 在 研究 刚体 运动 时 应 用 很 广 . 


37. 绕 平行 轴 瞬 时 转动 的 合成 ” 设 刚体 相对 坐标 系 Oiziyizi 以 角速度 wi 瞬 
时 转动 , 而 坐标 系 Oiz1y1z1 相对 固定 坐标 系 OoXY2 以 角速度 ws 瞬时 转动 , 并 且 
2 个 转动 轴 平 行 . 显然 , 在 这 种 情况 下 , 复合 运动 刚体 上 点 的 速度 与 刚体 平面 运动 一 
样 . 如 果 在 刚体 内 取 某 直线 平行 于 转动 轴 , 则 该 直线 上 所 有 点 的 速度 在 给 定时 刻 都 
相同 , 因此 只 要 研究 位 于 垂直 于 w 和 w 的 平面 内 的 点 就 可 以 了 . 设 该 平面 与 wi 
和 ws 所 在 平面 交 于 直线 4B (图 41 和 图 42). 

如 果 wi 和 ws 方向 相同 , 则 复合 运动 的 角速度 大 小 为 9 = wi + wo; 角速度 
位 于 wi 和 ws 所 在 平面 (图 41), 平行 于 wl 和 ws 并 指向 同一 个 方向 , 它 将 wl 和 
ws2 的 内 线段 分 割 成 反比 例 于 w， 和 ws 的 2 部 分 , 即 


wiAC = waBC, (5) 


C 点 的 速度 
VO = w1 x 4C + wy x BC. 
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这 个 等 式 右 端 求 和 的 2 个 向 量 平行 且 反 向 , 在 满足 等 式 (5) 时 它们 的 大 小 相等 , 所 以 
vc 二 0. 由 此 可 知 , 过 C 点 平行 于 wi 和 ws 的 轴 上 所 有 点 的 速度 等 于 零 , 复合 运动 
是 绕 该 轴 的 瞬时 转动 . 

为 了 求 角速度 Q, 只 要 研究 一 个 不 在 瞬时 转动 轴 上 点 的 速度 就 可 以 了 (刚体 上 
不 共 线 的 3 个 点 的 速度 完全 可 以 确定 所 有 点 的 速度 , 见 第 24 小 节 ). 我 们 来 研究 B 
点 的 速度 , 一 方面 , vp = wi x 4B; 男 一 方面 , vp = Q x CB. 由 等 式 


QAxCB=wix AB (6) 
可 知 , wy 和 9 平行 且 同 向 . 为 了 求 向 量 9 的 大 小 , 令 等 式 (6) 两 边 的 模 相 等 : 
QCB = wiAB. (7?) 
再 利用 (5) 得 
AB= 4C+CB= CB +0B= 2 208 (8) 


由 (7) 和 (8) 可 知 Q = wi 十 wo. 

类 似 地 研究 wl; 和 ws 方向 相反 的 情况 . 不 妨 令 wl > wo, 这 时 复合 运动 是 角 速 
度 为 0Q = wi -ws 的 瞬时 转动 . 角速度 0 位 于 wi 和 (WwW2 所 在 平面 ， 平行 于 wi 和 2 
并 指向 较 大 的 角速度 方向 , 它 将 wt 和 ws 的 外 线段 分 割 成 反比 例 于 wl 和 wo 的 2 
部 分 (图 42), 即 wi AC = wa BC. : 


38. 转动 偶 “ 绕 平 行 轴 以 大 小 相等 方向 相反 的 角速度 进行 的 转动 称 为 转动 偶 . 

转动 偶 的 两 个 角速度 wi 和 ws 所 在 平面 称 为 转动 偶 平 面 , 角速度 wi 和 ws 之 
间 的 距离 d 称 为 转动 偶 硅 (图 43), 向 量 4B x ws 称 为 转动 偶 珑 : 

我 们 下 面 证 明 , 转动 偶 使 刚体 作 了 瞬时 平 动 , 且 平 动 速度 等 于 转动 偶 矩 . 为 此 , 我 
们 计算 刚体 上 任意 点 P 的 速度 


V 一 WI x AP+w,» x BP = AP x w,— BP YX w» 
= (AP— BP) x w» = AB x w,. 
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可 见 , 转动 偶 等 价 于 速度 v 等 于 转动 偶 矩 的 瞬时 平 动 . 
这 个 速度 v 是 自由 向 量 , 因为 它 可 以 移动 到 刚体 上 的 
任何 点 (刚体 上 所 有 点 的 速度 都 相同 ). 速度 v 垂直 
于 转动 偶 平 面 , 从 速度 v 的 顶端 观察 , 转动 偶 wl 和 
\ ws 向 量 在 转动 偶 平 面 内 是 逆 时 针 的 . 如果 引 进 记 号 

” w= |wl| 一 |w?|， 则 有 


ABxw,;=%v 


图 43 


v = wd. (9) 


相反 地 , 刚体 的 任何 瞬时 平 动 都 可 以 (用 无 穷 多 种 方法 ) 用 转动 偶 代 替 , 其 中 转 
动 偶 平 面 垂直 于 v,， 而 转动 偶 臂 d, w1 和 (WwW2 的 模 WwW 满足 关系 式 (9). 选择 Ww1 和 (WwW2 
的 方向 使 转动 偶 矩 的 方向 与 向 量 v 重合 . 


39. 瞬时 平 动 与 瞬时 转动 的 合成 ” 设 刚 体 相 对 坐标 系 O1z1y1z1 以 角速度 w 瞬 
时 转动 , 而 坐标 系 O17T1Y1%1 相对 固定 坐标 系 O。XY2Z 以 速度 v 瞬时 平 动 . 向 量 w 
和 w 之 间 的 夹 角 等 于 a. 

为 了 研究 刚体 复合 运动 的 性 质 , 我 们 将 向 量 wv 分 解 为 wz 和 vo, 第 1 个 速度 wv] 
的 方向 沿 着 向 量 w, 第 2 个 速度 wa 的 方向 垂直 向 量 w (图 44), v1 = vcosa， v2 = 
v sin a. 根据 第 38 小 节 , 只 要 以 相应 的 方式 选择 角速度 和 转动 偶 臂 , 瞬时 平 动 可 以 用 
转动 偶 代替 . 这 里 将 va 用 角速度 wi = -ws = -ww 构成 的 转动 偶 代 替 , 像 在 图 44 中 
给 出 的 那样 , 使 w! 和 ws。 垂直 于 v2. 根据 关系 式 (9), v2 = vsinaw = 4B.w. 绕 过 4 
点 的 同一 个 轴 以 大 小 相等 方向 相反 的 角速度 w 和 wi 的 2 个 瞬时 转动 可 以 消去 , 因 
为 它们 不 影响 刚体 上 点 的 速度 ( 见 第 35 小 节 ). 现在 只 剩 下 角速度 为 ws 的 瞬时 转动 
和 速度 为 71 的 瞬时 平 动 ， 且 wa 平行 于 (V2. 

可 见 , 复合 运动 是 瞬时 螺旋 (图 45), 瞬时 螺旋 轴 平 行 于 刚体 角速度 , 位 于 4B = 


bn 


pa 
pa 
pa 
pa 
- 
pa 
pa 
pa 
pa 
pa 
pa 
pa 
-” 
pa 


pa 
pa 
pa 
pa 
pa 
pa 
pa 
pa 
pa 
pa 
pa 
-” 
pa 


Lad 


v sin aw/w, 运动 螺旋 参数 p 等 于 v cosa/w. 特殊 情况 下 , 当 a = 0 时 (速度 wv 与 角 速 
度 w 平行 ), 不 必 引 入 上 面 的 变换 , 因为 v 与 w 已 经 是 运动 螺旋 . 如 果 a = r/2 ( 速 
度 wv 与 角速度 w 垂直 ), 则 运动 螺旋 参数 等 于 零 , 复合 运动 是 角速度 为 w 的 瞬时 转 
动 , 转动 轴 过 B 点 平行 于 角速度 w, AB = v/w. 

最 后 , 我 们 可 以 发 现 , 在 研究 瞬时 运动 学 状态 时 , 存在 4 个 最 简单 的 刚体 瞬时 运 
动 : 静止 、 平 动 、 转 动 、 螺 旋 运 动 . 自然 界 中 和 工程 技术 中 的 各 种 运动 都 可 以 通过 连 
续 有 序 的 最 简单 瞬时 运动 得 到 . 


第 二 章 
动力 学 基本 概念 和 公理 


81. 牛顿 定律 (公理 ) . 动力 学 的 任务 


40. 惯性 参考 系 . 伽利略 相对 性 原理 ”动力 学 人 研究 力学 系统 的 运动 以 及 产生 或 
者 改变 运动 的 原因 . 在 理论 力学 中 认为 质点 是 具有 力学 性 质 的 几何 点 ， 点 的 这 些 性 
质 由 本 节 将 介绍 的 动力 学 定律 (公理 ) 决定 . 本 节 还 将 顺便 介绍 几 个 重要 的 理论 力 

理论 力学 的 基础 是 牛顿 定律 或 者 公理 . 这 些 公 理 是 一 些 数学 假设 , 其 正确 性 由 
人 类 几 个 世纪 的 观察 和 实验 得 以 验证 . 

在 绝对 (静止 ) 空间 中 的 力学 运动 定律 由 牛顿 给 出 , 相对 这 个 空间 静止 或 者 作 义 
速 直线 运动 的 坐标 系 称 为 惯性 参考 系 . 

在 理论 力学 中 认为 惯性 参考 系 对 所 有 的 力学 关系 都 是 等 价 的 . 换 句 话说, 力学 
的 所 有 定律 和 方程 不 依赖 于 具体 的 惯性 参考 系 的 选择 , 这 就 是 著名 的 佑 利 略 相 对 性 

动力 学 的 所 有 公理 都 是 相对 惯性 参考 系 给 出 的 . 


41. 牛顿 第 一 定律 (惯性 公理 ) . 力 ”下 面 的 动力 学 公理 称 为 牛顿 第 一 定律 或 者 
惯性 公理 : 如 果 在 质点 上 没有 力 的 作用 , 则 它 将 保持 静止 或 者 匀速 直线 运动 . 

我 们 来 详细 讨论 这 个 公理 的 含义 . 如 果 系 统 只 是 在 内 部 相互 作用 下 运动 , 即 系统 
内 部 质点 之 间 相 互 作 用 , 则 称 之 为 封闭 系统 . 当然 严格 地 讲 , 按照 这 个 定义 封闭 系统 
是 不 存在 的 , 因为 无 论 相 距 多 远 的 质点 之 间 都 存在 万 有 3 引力 . 针对 具体 问题 , 可 否 将 
某 个 质点 系 当 作 封 闭 系统 由 该 问题 的 精度 决定 . 
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由 一 个 质点 组 成 的 封闭 系统 称 为 孤立 质点 ， 显然 , 孤立 质点 也 是 一 个 理想 化 的 
概念 


让 


惯性 公理 事实 上 假定 了 惯性 参考 系 的 存在 就 是 说 ， 存在 这 样 的 惯性 参考 系 : 孤 
立 质点 相对 它 静 止 或 者 匀速 直线 运动 , 这 个 参考 系 就 是 惯性 的 . 

惯性 参考 系 实际 上 是 不 存在 的 , 但 是 , 取 以 太阳 系 中 心 为 原点 、 各 坐标 轴 指 向 “不 
动 的 ”恒星 的 坐标 系 作为 惯性 参考 系 , 精度 就 很 高 了 . 对 于 大 部 分 工程 技术 问题 , 可 
以 取 固 连 于 地 球 的 坐标 系 为 惯性 参考 系 . 

物体 对 质点 的 力学 作用 就 是 使 它 改变 静止 或 匀速 直线 运动 的 状态 , 不 深入 导致 
质点 加 速度 出 现 的 物理 原因 , 我 们 说 , 如 果 质 点 相对 惯性 参考 系 有 加 速度 地 运动 , 则 
在 该 质点 上 有 力作 用 . 在 这 个 意义 上 , 我 们 说 出 了 作用 在 质点 上 的 力 的 本 质 : 力 是 质 
点 产生 加 速度 的 原因 , 是 对 质点 的 力学 作用 的 度量 , 力学 作用 的 结果 使 质点 产生 加 
速度 . 

42. 质量 . 牛顿 第 二 定律 (动力 学 基本 公理 ) 观察 和 经 验证 明 , 质点 具有 某 
种 “天 性 ”, 使 它 “ 很 难 ”" 从 静止 开始 运动 或 者 改变 运动 . 质点 “阻碍 ”改变 其 速度 的 “ 特 
性 ” 称 为 惯性 . 

质点 惯性 的 数量 度量 , 正比 于 这 个 质点 包含 的 物质 数量 , 称 之 为 质量 . 质量 是 质 
点 的 基本 动力 学 特性 , 在 动力 学 中 质点 是 具有 惯性 的 几何 点 , 而 惯性 以 质量 来 刻画 . 

质量 是 具有 可 加 性 的 正 标量 : 多 个 质点 的 质量 可 以 算数 相 加 . 

质点 的 质量 是 不 依赖 于 运动 状态 的 常数 . 在 速度 小 于 光速 和 不 “考虑 物质 内 部 原 
子 过 程 时 , 质量 的 这 个 性 质 得 到 了 实验 的 验证 . 在 国际 单位 制 中 , 将 保存 在 巴黎 的 标 
准 物 的 质量 取 为 单位 质量 , 质量 的 单位 是 千克 (kg). 

牛顿 第 二 定律 给 出 了 质点 的 质量 、 作 用 力 以 及 由 此 产生 的 加 速度 的 联系 . 如 果 
m 为 质点 的 质量 , w 为 质点 在 惯性 参考 系 中 的 加 速度 , 则 根据 牛顿 第 二 定律 有 


mw = 下 ， (1) 


其 中 F 为 作用 在 质点 上 的 力 . 在 国际 单位 制 中 , 力 的 单位 取 为 这 样 的 力 : 作用 在 1 
千克 的 质点 上 使 其 在 惯性 参考 系 中 产生 加 速度 等 于 1 m/s?, 这 个 单位 称 为 牛顿 (N). 
今后 我 们 认为 力 FF 仅 可 能 依赖 于 质点 的 位 置 、 速 度 和 时 间 , 不 依赖 于 质点 的 加 速度 . 


43. 牛顿 第 三 定律 (质点 相互 作用 公理 ) 下面 公 理 假定 了 质点 之 间 相互 作用 的 
性 质 : 如 果 一 个 质点 作用 在 另 一 个 质点 上 , 则 第 2 个 质点 也 作用 在 第 1 个 质点 上 , 并 
且 作 用 在 这 两 个 质点 上 的 力 大 小 相等 , 方向 活着 2 点 连 线 指向 相反 . 


44. 力 的 独力 作用 公理 ( 力 的 合成 定律 ) 实验 证 明 , 如 果 质 点 的 位 置 、 速 度 和 
其 它 物理 状态 ( 电 、 磁 和 其 它 的 ) 不 改变 ,2 个 质点 的 相互 作用 不 可 能 改变 其 它 质点 
对 它们 的 作用 . 当 质 点 已 (i = 1,2,… ,k) 作用 在 同一 个 质点 已 上 的 力 为 F, 则 它们 
单独 作用 时 产生 的 加 速度 wi 可 以 相 加 . 这 就 是 力 的 独立 作用 公理 . 
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如 果 m 是 质点 P 的 质量 , 则 根据 公式 (1) 有 w; = 二 为 , 因此 根据 力 的 独立 作 
用 公理 PP 点 的 加 速度 w 的 计算 公式 为 


1 
w= w+w2 t+ w= (++ + Fr), 


由 此 可 见 , P 点 的 加 速度 w 就 如 同 作 用 其 上 的 不 是 上 个 独立 的 力 , 而 是 一 个 等 于 五 
F=F+E+.…+F. 


这 就 是 力 的 合成 定律 , 它 与 力 的 独立 作用 公理 是 等 价 的 . 所 有 个 力 Fi 的 作用 由 下 
代替 , 这 个 力 FF 称 为 作用 在 已 点 的 力 及, FE,… , 到 的 合力 . 


45. 主动 力 和 约束 反 力 我 们 研究 N 个 质点 P,(v = 1,2,.…. ,NN) 相对 某 个 惯 
性 参考 系 的 运动 . 设 my 是 PP, 的 质量 , r, 是 已 相对 坐标 原点 的 回 径 , 如 果 系 统 是 
自由 的 , 则 加 速度 为 由 牛顿 第 二 定律 确定 : mj, = 五, 其 中 五 , 是 作用 在 已 上 的 
合力 ; 如 果 系 统 不 是 自由 的 , 则 其 质点 的 加 速度 受到 确定 的 限制 . 这 些 限制 在 第 11 
小 节 中 已 经 介绍 . 一 般 来 说 ， 
,， 1 
i =F (v= 1,2,.……,N) 
不 满足 第 11 小 节 中 的 加 速度 方程 (4) 和 (5), 即 非 自 由 系统 的 P, 的 加 速度 w, 不同 
于 目 由 系统 情况 下 的 加 速度 加, 因此 约束 导致 出 现 了 附加 的 加 速度 tpv 一 膏 ,. 
然而 , 根据 牛顿 第 二 定律, 质点 的 任何 加 速度 都 是 由 于 作用 其 上 的 某 些 力 产 生 
的 , 这 些 产生 附件 加 速度 的 力 是 由 于 约束 的 存在 才 出 现 的 , 称 为 约束 反 力 . 为 了 不 
混 消 约束 反 力 和 作用 在 非 自 由 系统 上 的 其 它 力 , 我 们 称 其 它 力 为 主动 力 . 可 以 发 现 ， 
这 里 的 也 是 主动 力 的 合力 . 
主动 力也 可 以 称 为 给 定 力 , 如 果 约 束 瞬 时 消失 , 这 些 力 仍然 保持 作用 在 系统 上 . 
约束 反 力 有 时 也 称 为 被 动力 ， 约束 力 不 是 事先 已 知 的 , 不 仅 依赖 于 实现 约束 的 物质 
机 制 , 而 且 依 赖 于 主动 力 和 系统 的 运动 . 
用 RR, 表示 作用 在 书 点 的 约束 反 力 的 合力 , 根据 牛顿 第 二 定律 得 m, (ww 一 车 ,) = 
R,(v = 1,2,… ,和 N). 再 由 等 式 mi = 五 得 到 运动 方程 


mw 一 b+ R, (v=1,2,..….,N). (2) 


这 些 方程 表明 , 按 动力 学 的 观点 , 非 自 由 系统 可 以 看 作 主 动力 和 约束 反 力 作用 下 的 
自由 系统 . 今后 研究 非 自 由 系统 运动 时 我 们 经 常 利用 这 个 观点 . 

在 力学 中 认为 牛顿 - 拉 普 拉 斯 确定 性 原理 是 正确 的 . 根据 这 个 原理 , 质点 系 的 运 
动 是 完全 确定 的 : 给 定 初始 位 置 rvo 和 速度 vo, 系统 后 来 的 运动 , 即 函 数 7,(t)(v = 
1,2,… , 入 ) 就 唯一 确定 了 . 


46. 外 力 与 内 力 ”作用 在 质点 系 上 的 所 有 力 的 集合 (有 时 也 称 “ 力 系 ”), 可 以 分 
解 为 内 力 和 外 力 . 内 力 是 指 质点 系 内 部 各 质点 之 间 的 作用 力 , 外 力 是 指 系统 外 的 其 
它 质 点 对 质点 系 中 质点 的 作用 力 . 

内 力 、 外 力 的 划分 与 主动 力 、 约束 反 力 的 划分 是 没有 联系 的 . 


47. 动力 学 任务 . 平衡 . 静 力 学 ”动力 学 研究 系统 的 运动 与 作用 力 之 间 的 关系 ， 
以 解决 下 面 2 个 基本 问题 为 目标 : 1) 给 定 力 , 求 系统 的 运动 ; 2) 系统 按 已 知 规律 运 
动 , 求 作用 在 系统 上 的 未 知 力 ， 

在 动力 学 中 认为 力学 系统 的 平衡 状态 是 运动 的 特殊 情况 . 系统 的 平衡 状态 理解 
为 在 某 个 时 间 段 内 系统 所 有 质点 的 速度 都 等 于 零 , 即 当 togt<ti 时 v, = 0; 如 有 果 当 
t= 二 to 时 vw, = 0, 则 这 等 价 于 当 togtgti 时 uv = 0. 特别 地 , 如 果 to 等 于 零 , 三 为 无 
穷 , 则 质点 系 初始 时 刻 处 于 平衡 状态 并 一 直 处 于 平衡 状态 . 

力学 系统 的 平衡 状态 将 在 动力 学 的 静 力 学 部 分 研究 . 静 力 学 研究 2 类 问题 : 1) 
寻找 力学 系统 平衡 的 条 件 ; 2) 力 的 简化 , 即 用 其 它 力 系 代替 给 定 力 系 , 特别 是 用 更 简 
单 的 力 系 来 代替 给 定 力 系 , 并 使 得 新 力 系 对 系统 的 作用 与 原 力 系 相同 . 


§2. 力 系 的 主 向 量 与 主 矩 


48. 力 系 的 主 向 量 我 们 用 FE 表示 作用 在 质点 PB 上 的 所 有 力 (主动 力 和 约束 
反 力 ) 的 合力 , 回 量 和 
N 
R= _E, (1) 
: 2 一 1 
称 为 该 力 系 的 主 向 量 . 设 已,z, Fy, Fz 是 力 玉 在 笛 卡 儿 坐 标 系 Ozyz 中 的 分 量 , 那 
么 主 向 量 的 分 量 Rj, R Rs: 以 及 主 向 量 的 方向 由 下 面 公 式 确定 


N N N 
Rs = 》 Pys, R= Fy, Rs= 》 Ps; (2) 
v=1 Z 一 工 Z 一 1 
cos(R,1) = 和 cos(R,7) = 2 cos(R,k) = 之 , (3) 


R= \/R2+ R21+ R2, 


其 中 i,j,k 是 坐标 轴 Oz, Owy,Oz 的 单位 问 量 . 
力 F, 是 所 有 外 力 的 合力 与 所 有 内 力 的 合力 之 和 , 即 


FE=FO+FY) (v=1,2,.…,N). (4) 


根据 牛顿 第 三 定律 , 系统 内 2 个 点 的 相互 作用 力 大 小 相等 , 方向 沿 着 它们 的 连 线 且 
指向 相反 . 我 们 将 (4) 代入 (1) 后 发 现 内 力 相 互 抵消 , 因此 内 力 的 主 向 量 等 于 零 , 并 
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且 有 
R= >_ Fs (5) 
v=1 
即 力 系 的 主 向 量 R 等 于 外 力主 向 量 R®. 
49. 力 对 点 的 矩 与 力 对 轴 的 矩 ” 向 量 
mo(F)=rxF (6) 


称 为 力 F 相对 O 点 的 力矩 , 其 中 > 是 力 FF 的 作用 点 相对 O 点 的 向 径 . 由 向 量 积 的 
性 质 知 , 力 相 对 点 的 矩 的 大 小 等 于 力 的 大 小 乘 以 力 臂 , 力 辟 是 从 O 点 到 力 F 作用 线 
的 距离 . 力矩 的 方向 沿 着 O 点 和 力 下 作用 线 所 在 平面 的 法 线 , 从 力矩 向 量 顶 端 看 ， 
力 产 生 逆 时 针 “ 转 动 ”. 我 们 称 向 量 FF 沿 着 的 直线 为 力 玉 的 作用 线 . 

力 玉 对 轴 u 的 延 是 指 力 玉 对 该 轴 上 点 的 矩 在 该 轴 上 投影 . 力 F 对 轴 v 的 矩 用 
mv (五 ) 表示 . 


设 e 为 轴 的 单位 向 量 (图 46), 在 该 轴 上 取 两 个 点 O 和 O>， 
根据 定义 有 mw(F) = (mix 五 ):e 和 mu() = (rx 五):-e. 问 量 之 差 
(r1 x 五 ).e 一 (zx 五 ).e 应 该 等 于 零 , 这 是 因为 (r1x 五 ).e 一 (zx 五 ).e= 
((71 一 r2) x 五 ).e = (0102 x 下 ) .e, 而 向 量 OO x 了 和 ee 垂直， 
这 就 证 明了 mv (五 ) 不 依赖 于 轴 上 点 的 选择 . 

设 ,五 ,Fc 和 zx,y,z 分 别 是 力 F 及 其 作用 点 的 回 径 ” 在 笛 
卡 儿 直角 坐标 系 Ozyz 中 的 分 量 . 由 (6) 可 知 , 力 下 对 O 点 的 矩 在 
该 坐标 系 中 以 下 面 分 量 形式 给 出 


mz(F)=yFzs—zh,, m(F)= Fr 一 ZK mz(F)= 7rF,— ykF. (7) 


这 里 mzy(F),my(F) 和 mz(F) 是 力 F 对 轴 Oz, Oy, Oz 的 矩 . 由 (7) 可 知 , 力 对 轴 的 
和 矩 等 于 零 当 且 仅 当 力 的 作用 线 与 该 轴 共 面 . 


50. 力 系 的 主 矩 ” 设 及 是 作用 在 质点 已 上 的 所 有 力 的 合力 , rw 是 点 已 相对 
O 点 的 加 径 , 向 量 和 


N N 
Mo = 》 mo(F,)= >》 mv x (F,) (8) 


称 为 该 力 系 对 O 点 的 主 短 . 
类 似 主 向 量 , 可 以 证 明 内 力 的 主 矩 等 于 零 ， 


N 
Mo = 》 mo(F®), 
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即 力 系 的 主 矩 等 于 外 力 系 的 主 甜 . 

力 系 对 轴 u 的 主 矩 M, 是 指 对 该 轴 上 任意 点 的 主 矩 Mo 在 该 轴 上 的 投影 . 类 似 
第 49 小 节 中 对 一 个 力 的 讨论 , 可 以 证 明 Mu 不 依赖 于 轴 上 点 的 选择 . 

主 矩 Mo 在 笛 卡 儿 站 角 坐 标 系 Ozyz 中 的 分 量 由 下 面 公式 计算 


N 
M; = >_(yP,s 一 zu Fuy), 


vv 二 1 


N 
M, 一 >》 (zu Fuz 一 Tv Fyz), (9) 


v=1 
N 
M; = >》 (zu Fy 一 yv Fyz), 


v=1] 


这 里 M。, M, 和 M。 是 力 系 对 轴 Oz, Oy, Oz 的 主 矩 . 主 矩 的 方向 由 下 面 公 式 确定 


AI: 
cos(Mo,1) = 5 ， cos( Mo,7) = 4， cos(Mo,k) = ya (10) 
O O O 


Mo = /M2 + M3 + M2. 


83. 功 . 力 函 数 . 理想 约束 


51. 力 系 的 功 设 丈 是 作用 在 质点 已 上 的 所 有 力 (内 力 和 外 力 ) 的 合力 , drv 
是 PP, 点 沿 着 其 轨迹 的 位 移 , 下 面 的 标量 积 


d'Ay = F,: dry = Fsdzy + Fyydyy + Fyzdzy (1) 


称 为 力 五 , 在 位 移 dr,, 上 的 元 功 . 将 (1) 对 v 求 和 可 得 力 系 的 元 功 
N N 
dA=》 FE:drv= > (Fsdrv + Fyydyy + Fyzdzy), (2) 
2 一 工 v=1 
符号 d 表示 (1) 和 (2) 的 右 端 不 一 定 是 全 微分 . 
在 元 功 表达 式 (1) 和 (2) 中 既 包 含 外 力 的 功 也 包含 内 力 的 功 , 我 们 用 d'44e 表 
示 外 力 的 功 , 用 4 表示 内 力 的 功 , 表达 式 (2) 可 以 写成 


dA=dA®+dAd. 


设 质 点 忆 完成 从 位 置 Mo 到 Mi 的 有 限 位 移 时 , 画 出 了 弧 Myo M1, 又 假设 FE 和 
dry 可 以 用 同一 个 标量 参数 t (不 一 定 是 时 间 ) 表示 出 来 , 并 使 得 位 置 Myo 和 M1 对 
应 于 这 个 参数 的 to 和 妇 . 那么 表达 式 (1) 可 以 写成 参数 上 的 函数 乘 以 该 参数 的 微分 ， 
并 可 以 在 从 如 到 与 的 区 间 上 对 t 积分 . 积分 的 结果 称 为 力 FF 沿 着 路 径 Myo M1 
的 有 限 位 移 的 全 功 4, 将 A, 对 v 求 和 可 得 力 系 的 全 功 . 
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52. 作用 在 刚体 上 的 力 的 元 功 ” 本 小 节 将 证 明 作 用 在 刚体 上 的 力 系 的 元 功 只 有 
外 力 功 , 并 推导 得 到 以 主 向 量 、 主 矩 和 刚体 瞬时 运动 状态 特征 量 表示 的 元 功 . 

假设 刚体 是 由 N(N>2) 个 相互 距离 保持 不 变 的 质点 已, 构成 的 系统 , 设 作 用 在 
质点 P, 上 的 合力 FF, 可 以 写成 作用 在 质点 已 上 的 内 力 和 外 力 之 和 F(*) 十 FY. 

设 0 为 刚体 上 任 取 的 基点 , 点 已 相对 固定 坐标 系 的 速度 w 由 下 面 公 式 ( 见 第 
24 小 节 ) 给 出 


Vy = VO XTy, 


其 中 vo 是 基点 速度 , w 是 刚体 的 角速度 , 因此 点 PP 沿 着 轨迹 的 位 移 等 于 (wo 十 wx 
rv)dt 其 中 dt 是 时 间 的 微分 , 于 是 得 到 元 功 表达 式 


N N N 
d’A= >》 F,:(vo+w xr,)dt= (> | “Vodt 十 >》 (w Xx Try): F,dt. 
v= 二 1 v=1 v=1 


利用 四 量 混合 积 的 性 质 , 上 式 可 以 写成 


N 人 
d'A= (> | . vodt 十 (> Tr, Xx | .wdt. 
v= 二 1] 


v= 二 1 
用 FL% + FY 代替 也 ,考虑 到 内 力 的 主 向 量 和 主 矩 都 等 于 零 , 最 终 得 到 下 面 公式 
d'4= R(® .vodt 十 RCI .wdt (3) 
其 中 R(® 和 M®) 是 外 力 的 主 向 量 和 外 力 对 O 点 的 主 矩 . 


53. 力 场 . 力 函 数 . 势能 ”假设 质点 在 全 空间 或 其 部 分 中 相对 惯性 参考 系 运动 ， 
在 质点 上 作用 的 力 依赖 于 质点 的 位 置 (可 能 还 依赖 于 时 间 ), 但 不 依赖 于 质点 的 速度 . 
这 种 情况 下 , 我 们 说 在 全 空间 或 其 部 分 中 给 定 了 力 场 , 质点 在 力 场 中 运动 . 对 于 质点 
系 也 有 类 似 的 概念 . 

在 力学 中 经 常 遇 到 依赖 于 位 置 的 力 , 例如 , 在 弹簧 作用 下 沿 着 水 平 直 线 运 动 的 
质点 上 的 力 . 自然 界 中 最 重要 的 力 场 是 引力 场 : 太阳 对 给 定 质量 的 行星 在 空间 每 一 
点 的 作用 力 完全 由 万 有 引力 定律 确定 . 

如 果 存 在 仅 依 赖 于 质点 P, 的 坐标 zy,y,, zu (可 能 还 依赖 于 时 间 ) 的 标量 函数 
U, 使 得 
OU _ OU OU 


~ 了 一 一， Fz = 一 一 = 1,2,..……,N), 4 
Bz’ YY By, Be ) (4) 


则 力 场 称 为 有 势 , 函数 U 称 为 力 函数 , 而 函数 = -7 称 为 势 或 者 势能 , 势能 II 可 
以 加 减 常数 . 有 势 场 根据 函数 II 是 否 显 含 时 间 称 为 非 定 常 的 或 定常 的 . 
满足 (4) 的 力 五, 称 为 有 势力 . 


Fz = 
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定常 有 势力 的 元 功 是 全 微分 , 事实 上 , 由 (2) 和 (4) 可 得 


N 
dA=) ( 关 + Fdy + 5 ) = dU = —dIl. (5) 
vy 二 1 4 4 Vv 


因此 , 如 果 在 我 们 研究 的 空间 区 域内 贡 是 zw, za (v = 1,2,… ,入 ) 的 单 值 函数 ， 

则 在 系统 从 一 个 位 置 到 另 一 个 位 置 的 运动 中 , 有 势力 的 全 功 不 依赖 于 从 初 位 置 到 末 

位 置 的 运动 途径 . 特别 地 , 如 果 系 统 的 所 有 点 的 轨迹 都 是 封闭 曲线 , 则 全 功 等 于 零 
例 1 (均匀 引力 场 ) 设 m 为 质点 的 质量 , 9g 为 重力 加 速度 , 于 是 有 (图 47) 


Fs=0, Ff,=0, Fz=—mg; l= mgz. 


“ P 


图 47 图 48 


例 2 (弹簧 弹性 力 场 ) 设 质点 在 弹簧 作用 下 沿 着 Ox 轴 运 动 (图 48)， 如 果 当 
z 一 0 时 弹簧 未 变形 , 则 当 质 点 的 位 移 很 小 时 可 以 认为 弹簧 的 作用 力 为 F = 一 kz(k > 
0), 而 工 =1/2kz2. 
例 3 (中 心 引 力 场 ) 如 果 在 力 场 中 运动 的 质点 所 受 力 的 方向 始终 党 着 过 固定 点 
O 的 直线 , 则 称 该 力 场 为 中 心力 场 . 假设 力 的 大 小 只 依赖 于 质点 到 中 心 O 的 距离 ， 
即 局 = FF(r)r/r, 其 中 为 质点 已 相对 中 心 O 的 向 径 , 则 有 
r:dr 1 dr? 


= =F(7) = F(r)dr = —dIl. 


/ 一 。 一 一 -一 一 
dA=F.dr=F(r) - 5 - 


因此 
II = 一 / f(r)dr + const. (6) 


作为 具体 的 例子 我们 来 求 质量 为 ma 的 质点 在 质量 为 mi 的 质点 的 牛顿 引力 场 中 
71217722 

7r2 
其 中 y 是 万 有 引力 常数 . 如 果 认 为 当 7= oo 时 开 =0, 则 由 (6) 可 得 牛顿 中 心 引力 
场 的 势能 表达 式 


I = 一 > 一 一 2 . (7) 


人 
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54. 广义 坐标 形式 的 力 系 的 元 功 . 广义 力 设 FE 是 作用 在 质点 P(x = 1 

N) 上 的 所 有 力 的 合力 , r 是 已 点 相对 坐标 原点 的 向 径 , 系统 的 位 置 由 广义 

坐标 oj (7 = 1,2,… ,m) 确定 , 力 系 在 虚 位 移 gr 上 做 的 元 功用 54 表示 . 下 面 我 们 
来 求 用 广义 坐标 及 其 变 分 表示 的 这 个 元 功 的 表达 式 . 

质点 已 的 向 径 是 广义 坐标 和 时 间 的 函数 , 利用 第 16 小 市 中 的 公式 (27), 可 以 
将 虚 位 移 5r, 用 广义 坐标 的 变 分 6g; 表示 出 来 , 因此 


N 
54= 》 F,.ir,= DE = 3 (Dn 2 6g;. (8) 


2 一 ] 7=1 \v=1 


引入 
a Ory, 
Qj;= > 及. (7 = 1,2, , mm), (9) 
v= 二 1 4 
那么 公式 (8) 可 写成 
64A= 》 Qi6g;. 


7=1 

Qi 称 为 相应 于 广义 坐标 gq; (7 = 1,2,… ,mm) 的 广义 力 , 一 般 情 况 下 广义 力 是 广义 坐 
标 、 广 义 速度 和 时 间 的 函数 . 

在 实际 问题 中 并 不 用 公式 (9) 来 计算 广义 力 , 通常 给 定 系 统一 组 虚 位 移 , 使 得 对 
于 所 有 k 关 7 有 6gk = 0, 这 样 就 有 64 = 56h; = Qj;6g;， I 
047 
6g; 

设 有 势力 FF, 的 势能 为 I = (rw,), 那么 广 ar 将 (r,t) 中 的 
rv 用 广义 坐标 表示 就 得 到 相应 的 势能 . 事实 上 , 利用 公式 (5) 可 


m N m orl 
64=》 Qibg= > _ Fir,=-61=—-》, at 


由 此 可 知 , 有 势力 的 广义 力 可 以 写成 


Qi = 


例 1 (质点 在 力 所 作用 下 洛 Oz 轴 运 动 ) ”这 种 情况 下 mm = 1, 广义 坐标 为 质 
点 的 工 坐标 , 64 = 67, Qz = PF. 

例 2 (刚体 绕 固 定 轴 ww 转动 ) 这 种 情况 下 m = 1, 广义 坐标 为 刚体 绕 固定 轴 的 
转角 p, 设 R(e) 和 MS) 是 外 力主 向 量 和 对 转动 轴 上 任意 选 定 的 O 点 的 主 短 . 为 了 
利用 第 52 小 节 中 的 公式 (3) 计算 54, 我 们 取 真 实 位移 为 虚 位 移 . 可 以 这 样 取 虚 位 
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移 的 原因 是 : 刚体 是 定常 系统 (参见 第 18 小 节 ), 而 定常 系统 的 真实 位 移 是 虚 位 移 之 
一 (参见 第 12 小 节 ). 再 考虑 到 vo = 0, 得 


6A= R(®) .vodt+ ME) .wdt= M(%)6y. 
因此 
p 一 Me)， 
其 中 MY 是 外 力 对 轴 以 的 主 矩 
例 3 (在 重力 场 内 双 摆 在 竖 直 平面 内 运动 (图 15) ) 设 2 根 杆 的 长 度 均 为 1, 质 


量 均 为 m, 这 个 系统 有 2 个 自由 度 , 广义 坐标 取 为 图 15 中 的 和 水. 为 了 计算 势能 
IT 以 4 为 坐标 原点 , 47 轴 方 向 向 下 , 用 zl 和 zo 表示 上 杆 和 下 杆 的 质心 坐标 , 我 


们 有 
JI = 一 ?02921 一 70972. 
由 于 
1 1 
Z1 一 3 O89, Z2 二 Lcosg 十 3 cos», 
故 
II = smgl(3cosp + cos 功 ) 
广义 力 为 
OII 3 . olI 1 . 
Qo = -8 一 一 57nglsin 1， Qu = -Wy 一 -am9lsiny. 


55. 理想 约束 ” 非 自 由 系统 在 运动 中 受到 约束 反 力 作用 , 设 RR, 是 作用 在 质点 
如 果 约 束 反 力 在 任意 虚 位 移 上 所 做 的 功 都 等 于 零 , 即 


N 
YR, :ir, =0, (10) 
v=1 


则 约束 称 为 理想 约束 . 理想 约束 的 条 件 不 是 由 约束 方程 得 到 的 , 是 附加 条 件 . 下 面 来 
看 几 个 理想 约束 的 例子 . 

例 1 (质点 已 沿 着 光滑 (固定 或 运动 的 ) 曲面 运动 ) 无 论 是 固定 曲面 还 是 运动 
曲面 情况 , 虚 位 移 br 都 位 于 曲面 的 切 平面 内 (参见 第 12 小 节 ), 曲面 的 约束 反 力 重 
直 于 切 平面 (图 49), 因此 64 = R56r = 0. 

例 2 (自由 刚体 ) 除了 保证 各 个 质点 之 间 的 距离 保持 不 变 , 自由 刚体 没有 其 它 
约束 , 这 些 作 用 在 刚体 上 的 约束 反 力 是 内 力 . 根据 第 52 小 节 , 刚体 的 内 力 不 做 功 , 因 
此 64=0. 


作为 对 第 18 小 节 的 补充 , 我 们 现在 可 以 证 明 , 自由 刚体 是 受理 想 约束 的 定常 完 
整 系统 . 

例 3 (定点 运动 的 刚体 (图 50) ) 因为 br = 0 (约束 反 力 RR 的 作用 点 不 运动 )， 
因此 64 = 0. 


图 49 图 50 图 51 


例 4 ( 定 轴 转 动 的 刚体 ) 64 = 0 的 原因 与 例 3 完全 相同 . 

例 5 (两 个 刚体 用 匀 链 连接 于 OO 〇 点 (图 51) ) 因为 Ri = 一 R2， brl = 0r2, 因 
此 64 = Ri:o6ri+ R206r2 = Ri: (0r1— 672)=0. 

例 6 (两 个 刚体 以 光滑 表面 相 切 (图 52) ) 两 个 刚体 的 切 点 之 间 的 相对 速度 位 
于 公共 切 平面 内 , 切 点 的 虚 位 移 之 差 brl 一 6r。 也 在 该 平面 内 . 此 外 , 约束 反 力 RI 
和 书 。 都 垂直 于 这 个 切 平面 , 并 且 RI = 一 Ro, 因此 64 = Ri . brl ++ R2: 672 = 
Ri . (6r1 — 6r2) = 0. 


图 52 图 53 


例 7 (两 个 刚体 以 粗糙 的 表面 相 切 ) 按照 定义 , 这 意味 着 2 个 刚体 的 切 点 之 间 
的 相对 速度 等 于 零 ， 因此 0(71 一 72) 一 0， 04 = Ri1i:671+ R2:07» 一 R1:0(T1—72) = 0. 
例 8 (两 个 质点 以 理想 的 细 绳 相连 ) 理想 的 细 绳 是 指 强 没有 质量 , 不 可 伸 长 ,也 


. 64 第 二 章 动力 学 基本 概念 和 公理 [55] 


不 能 抵抗 其 变形 . 我 们 假设 绳 绕 过 光滑 杆 4 (图 53), 因为 绳 没有 质量 , 作用 在 已 和 
忆 点 的 约束 反 力 下 和 TT 的 大 小 相等 , 即 TI = T2 = 了 T 了 (张力 处 处 相等 )， 由 绳 不 
可 伸 长 可 知 , 6rl cos al = 672 cosa2, 因此 64 = T6711 十 T2672 = Tibr1 cosal 一 


了 207o COS Qa 一 T(6ri cos al 一 O72 cos az) = 0. 


很 多 机 构 可 以 看 作 例 1-8 中 简单 “零件 ”的 组 合 . 但 是 实际 上 不 存在 绝对 光滑 和 
绝对 粗糙 的 曲面 , 也 不 存在 绝对 刚体 和 不 可 伸 长 的 强 ， 因 此 实际 问题 中 约束 反 力 的 
功 不 等 于 零 , 通常 这 些 功 很 小 , 可 以 在 允许 的 近似 意义 下 认为 等 于 零 . 这 个 事实 导致 
在 理论 力学 中 引入 最 重要 的 一 类 约束 , 即 理想 约束 . 

当然 , 很 多 情况 下 约束 不 能 当 作 理想 的 , 例如 , 刚体 以 表面 非 光滑 的 部 分 相 切 并 
且 有 相对 滑动 , 这 时 将 摩擦 力 看 作 未 知 的 主动 力 , 约束 还 可 以 认为 是 理想 的 . 新 的 未 
知 数 的 出 现 要 求 附 加 新 的 实验 给 出 的 定律 , 如 摩擦 定律 . 

今后 我 们 只 研究 理想 约束 . 

下 面 我 们 讨论 一 个 非常 重要 的 情形 , 在 第 47 小 节 中 提 到 的 非 自由 质点 系 的 第 1 
个 动力 学 问题 , 可 以 详细 表述 如 下 : 给 定 作 用 在 质点 PB, 上 的 主动 力 及、 质量 m、 
约束 、 可 能 初 位 置 rvo 和 初速 度 wo, 求 作为 时 间 函 数 的 位 置 r, 和 约束 反 力 R,， 这 
需要 求 6N 个 标量 未 知 数 . 

为 了 求解 这 个 问题 , 我 们 有 3N +r 十 s 个 标量 方程 : 3N 个 由 第 45 小 节 中 向 量 
运动 方程 (2) 得 到 的 方程 , 以 及 由 第 10 小 节 中 约束 (1) 和 (2) 得 到 的 方程 . 因为 6N 
比 3V+r+s 大 (恰好 超出 自由 度数 ”= 3N 一 + 一 s), 故 该 问题 的 表述 是 不 确定 的 . 
引入 理想 约束 , 问题 就 可 以 确定 了 , 这 是 因为 方程 (10) 等 价 于 n 个 方程 , 为 了 得 到 
这 n 个 方程 , 需要 将 方程 (10) 左 端的 571,6y1,6z1,… ,6zN,6yn,6zN 中 非 独 立 的 虚 
位 移 用 独立 的 虚 位 移 表示 ,然后 令 独 立 的 虚 位 移 的 系数 等 于 零 ， 而 独立 的 虚 位 移 数 
等 于 自由 度 n. 


第 三 章 


微分 变 分 原理 


81. 达 朗 贝尔 - 拉 格 朗 日 原理 


56. 力学 变 分 原理 的 概念 “原理 是 指 : 第 一 , 某 些 基本 原则 , 在 此 基础 上 可 以 建 
立 某 个 理论 、 科 学 体系 等 ; 第 二 , 定律 、 基 本 规定 . 经 常 还 将 原理 理解 为 观点 、 论 述 
等 

理论 力学 的 原理 分 为 变 分 的 和 非 变 分 的 , 例如 前 一 章 第 一 节 中 讨论 的 动力 学 公 
理 、 能 量 守恒 定律 、 万 有 引力 定律 等 , 都 可 以 看 作 非 变 分 的 原理 

力学 变 分 原理 是 用 数学 语言 陈述 的 用 于 区 别 系统 真实 运动 与 可 能 运动 的 条 件 . 
变 分 原理 分 为 微分 变 分 原理 和 积分 变 分 原理 ， 前 者 给 出 固定 时 刻 真实 运动 的 判 据 ， 
后 者 给 出 有 限时 间 段 内 真实 运动 的 判 据 ， 

本 章 介绍 力学 的 微分 变 分 原理 

57. 动力 学 普遍 方程 ( 达 朗 贝尔 - 拉 格 朗 日 原理 ) 我 们 研究 由 N 个 质点 
P,(v = 1,2,… ,NN) 组 成 的 系统 , 系统 可 以 是 自由 的 , 也 可 以 是 非 自由 的 ， 在 非 自 
由 情况 下 , 我 们 认为 约束 都 是 双 面 的 、 理 想 的 . 设 及 和 瓦 , 分 别 是 作用 在 质点 甩 
的 主动 力 的 合力 和 约束 反 力 的 合力 , 于 是 有 下 面 方程 (参见 第 45 小 节 ) 


mvwW = F,+ R, (v= 1,2,..……,N), (1) 


其 中 mv 是 质点 PP 的 质量 , w, 是 质点 P, 相对 于 惯性 参考 系 的 加 速度 . 
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因为 约束 是 理想 的 , 任意 虚 位 移 grv 都 满足 下 面 等 式 
N 
>》 已, .ir, =0. (2) 


公式 (1) 可 以 写成 
F,— mw, = —R, (v= 1,2,.….,N). 
将 上 式 两 边 点 乘 br, 后 对 > 求 和 得 


N 
2_(F, — myWy) .ory = 0. (3) 
v=1 
关系 式 (3) 是 相应 于 主动 力 丈 的 理想 约束 允许 的 系统 运动 的 充分 必要 条 件 . 现 
在 假设 约束 允许 的 某 个 运动 满足 条 件 (3), 如 果 令 R, = mvav 一 FB, (v= 1,2,:… ,NN)， 
则 得 到 等 式 (2) 和 直接 由 牛顿 定律 得 到 的 方程 (1). 
关系 式 (3) 描述 任意 带 理想 约束 的 系统 运动 与 主动 力 及 和 相应 虚 位 移 (给 定 
时 刻 ) 之 间 的 关系 , 称 之 为 动力 学 普遍 方程 . 
在 关系 式 (3) 中 , 质 点 的 质量 乘 以 加 速度 再 取 负 号 -movaov ， 称 为 惯性 力 ， 利用 这 
个 术语 可 以 说 , 动力 学 普遍 方程 表明 , 在 任意 固定 时 刻 主 动力 与 惯性 力 之 和 在 任意 
虚 位 移 上 的 元 功 都 等 于 零 . 
动力 学 普遍 方程 (3) 是 在 理想 约束 假设 (2) 下 得 到 的 . 如 果 全 部 或 者 部 分 约束 
反 力 G, 不 满足 (2), 可 以 在 主动 力 中 附加 G, 后 , 将 方程 (3) 写成 


N 
?B+G,— mw) :dry =0. .(4) 
一 般 情 况 下 力 G, (或 其 中 一 部 分 ) 是 未 知 的 , 要 补偿 这 个 不 确定 性 , 需要 根据 产生 
G, 的 约束 的 物理 性 质 和 特征 补充 条 件 . 
动力 学 普遍 方程 的 最 重要 的 性 质 是 不 包含 约束 反 力 . 
关系 式 (3) 实际 上 不 是 一 个 方程 ， 它 包含 的 方程 数 等 于 自由 度 mw， 即 虚 位 移 
6z1,6y1,621,… ;562N;,6yN, 5zN 中 独立 的 个 数 (参见 第 55 小 节 ). 这 .n 个 方程 的 每 一 
个 都 不 包含 约束 反 力 . 
动力 学 普遍 方程 (3) 包含 了 给 定 的 带 理想 双 面 约束 的 系统 在 给 定 主动 力作 用 下 
运动 的 全 部 信息 , 在 下 面 各 章 中 将 以 此 为 基础 得 到 完整 或 非 完整 系统 的 所 有 运动 微 
分 方程 . 
动力 学 普遍 方程 也 称 为 达 朗 贝尔 - 拉 格 朗 日 微分 变 分 原理 ， 称 之 为 变 分 原理 是 
因为 在 (3) 中 包含 变 分 一 虚 位 移 , 称 之 为 微分 原理 是 因为 它 将 系统 给 定位 置 和 在 
任意 固定 时 刻 的 变 分 位 置 做 比较 (根据 第 12 小 节 中 等 时 变 分 ). 
按 这 个 观点 , 达 朗 贝尔 - 拉 格 朗 日 原理 可 以 叙述 如 下 : 在 给 定时 刻 的 所 有 可 能 运 
动 中 , 只 有 真实 运动 使 主动 力 和 惯性 力 在 任意 虚 位 移 上 的 元 功 等 于 零 . 


[57] 81. 达 朗 贝尔 - 拉 格 朗 日 原理 . 67. 


例 1 两 个 质量 为 rm 和 mo 的 质点 以 理想 的 细 绳 相连 , 细 绳 跨 过 光滑 的 杆 , 2 
个 质点 在 重力 作用 下 在 铅 生平 面 内 运动 (图 54), 求 2 个 质点 的 加 速度 . 
设 zl 和 za 是 质点 m1 和 mo 的 坐标 , 由 动力 学 普遍 方程 (3) 得 


(m1g9 — M121)671 十 (m2g — m2j2)672 = 0. (5) 


因为 细 绳 不 可 伸 长 ,有 几何 约束 zi1 十 x2 十 Xm 民 = const, 其 中 民 R 为 杆 截面 的 半径 ， 
因此 OT1 一 0Z2， ZX1 = —X2, 方程 (5) 可 以 写成 


[(m2 一 m1)g 一 (m1 十 m2 )E2]072 二 0. 


利用 gzs 的 任意 性 得 


~ ~ 一 一 - 一 一 一 一 下 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


Cd 
~~~~、 -= 
De ed 


B 
9 
DD 


图 54 图 55 


例 .2 求 平面 单 摆 的 运动 微分 方程 为 了 简单 , 假设 质量 为 m 的 质点 与 长 为 1 
i , 杆 的 另 一 端 固定 在 4 点 , 杆 可 以 绕 4 点 在 铅 重 平面 内 无 摩擦 地 转 
动 . 设 笠 卡 儿 坐 标 系 的 47 和 Ay 轴 方 向 如 图 55 所 示 , 有 


T={lcosp, Y= siny, 


07 一 一 sin bp， 0 = {coswoy, 
t= 一 ! sin pO — lcos pp’, jj = 1cos 00 — lsin pp”, 
Fi=mg, Fy,=0. 
动力 学 普遍 方程 
(Fz 一 ?In2Z)oz 十 (ZE 一 ?ny 三 0 


给 出 等 式 
—ml(gsing+ lg)o9p = 0， 
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再 利用 6y 的 任意 性 得 单 摆 的 运动 微分 方程 


6 二 了 sing=0 (6) 
评注 1 由 动力 学 普遍 方程 (3) 可 知 , 如 果 力 系 F+ 和 力 系 把, 在 任意 的 相同 虚 
位 移 上 所 做 的 元 功 相 等 , 即 


N N 
>》 Bbrv = PF ‘ OTy, 
Z 一 工 v=1 


那么 力 系 F* 代替 力 系 瑟 , 后 , 动力 学 普遍 方程 不 会 发 生变 化 (从 而 , 系统 的 运动 也 
不 会 改变 ). 


82. 若 尔 当 原理 


58. 若 尔 当 原理 ”将 动力 学 普遍 方程 变换 成 基本 上 等 价 于 第 57 小 节 中 方程 (3) 
的 形式 , 但 具有 不 同 的 结构 , 这 很 令 人 感 兴趣 . 因为 第 57 小 节 中 方程 (3) 本 质 上 包 
含 了 理想 双 面 约束 系统 的 所 有 运动 规律 , 所 以 这 些 新 的 形式 本 质 上 不 是 新 的 原理 , 但 
是 , 它们 可 以 给 出 新 的 解释 , 并 发 现 受 约束 系统 运动 的 一 般 性 质 , 而 这 些 无 法 直接 从 
第 57 小 节 的 方程 (3) 得 到 . 
我 们 研究 从 可 能 位 置 r* 出 发 , 具有 不 同 可 能 速度 wx 的 可 能 运动 集合 , 将 它们 
与 在 相同 时 刻 从 相同 位 置 出 发 的 真实 运动 进行 比较 , 这 样 我 们 就 得 到 了 若 尔 当 变 分 
( 见 第 12 小 节 ), brv = bovAt， 其 中 gw = vw*i 一 v*。 是 被 比较 运动 的 可 能 速度 之 差 
(这 个 值 不 一 定 是 无 穷 小 量 ). 
将 这 个 5r, 的 表达 式 代 入 动力 学 普遍 方程 (3) 并 消去 At 得 
N 
>_(F, 一 ?nivt0v) .ovv = 0. (1) 
Z 一 工 
公式 (1) 表示 若 尔 当 微分 变 分 原理 . 根据 这 个 原理 , 在 比较 的 给 定时 刻 运动 学 可 能 
运动 (r*1 = 7*。， 6vw 天 0) 中 , 只 有 真实 运动 满足 方程 (1). 


二 


83. 高 斯 原理 


59. 高 斯 原理 (最 小 拘束 原理 ) 的 公式 ” 达 朗 贝尔 - 拉 格 朗 日 变 分 原理 和 者 尔 当 
变 分 原理 不 涉及 极 值 的 概念 . 高 斯 提出 了 达 朗 贝尔 - 拉 格 朗 日 原理 的 显著 变异 , 引入 
了 某 个 表达 式 的 最 小 值 概念 ， 达 朗 贝 尔 - 拉 格 朗 日 原理 的 这 个 变异 称 为 高 斯 原理 或 
者 最 小 拘束 原理 . 


[59] §3， 高 斯 原理 . 69 . 


为 了 得 到 高 斯 原理 的 数学 形式 , 我 们 将 在 某 时 刻 具 有 可 能 位 置 r+* 和 可 能 速度 
v* 的 运动 同 真 实 运 动 相 比 较 . 被 比较 的 可 能 运动 的 加 速度 是 不 同 的 (它们 之 差 不 一 
定 是 无 穷 小 量 ). 这 种 等 时 变 分 的 方法 称 为 高 斯 变 分 (参见 第 12 小 节 ). 

如 果 将 2 个 运动 学 可 能 运动 的 加 速度 之 差 w*, 一 w*。 用 5w, 表示 , 则 根据 第 
12 小 节 , grv = 1/26wu(At)?. 将 这 个 虚 位 移 表 达 式 代入 动力 学 普遍 方程 (3) 并 消 
去 1/2(At)? 得 


N 
>》 ( 瓦 — myvWwy) .ouwv = 0. (1) 


v= 二 1 


注意 到 mv 是 常数 , 而 力 束 不 依赖 于 加 速度 , 方程 (1) 可 以 与 成 
62 = 0， (2) 
其 中 
73 Om (ww- 至 ) (3) 


称 为 拘束 或 者 拘束 度 . 
根据 (2) 可 知 , 可 能 加 速度 的 函数 2 在 真实 运动 的 加 速度 处 取 驻 值 . 
函数 2 在 真实 运动 的 加 速度 处 不 仅 取 驻 值 , 而 且 取 最 小 值 . 事实 上 , 设 wo 为 
系统 真实 运动 的 加 速度 , 而 Zo 是 相应 的 拘束 值 , 那么 , 假设 在 与 真实 运动 相 比 较 的 
运动 学 可 能 运动 中 w, = wvo + babvo， 于 是 有 
N N 
Z— Zo = > (mvwvo — F,): 6wvo 十 >》 mv (6a0v0)”. (4) 
7 一 1 v= 二 1 
根据 方程 (1), 等 式 (4) 右 端 第 1 个 求 和 等 于 零 . 由 于 不 是 所 有 的 guovo (> = 1 2…… ， 
N) 都 等 于 零 , 因此 (4) 式 右 端 第 2 个 求 和 是 严格 正 的 , 因此 2 在 真实 运动 的 加 速度 
处 取 最 小 值 . 
这 样 就 得 到 了 高 斯 原理 或 称 最 小 拘束 原理 : 在 比较 的 给 定时 刻 运动 学 可 能 运动 
(rzl = Ty2, V1= V2 dwr 天 0) 中 ， 真实 运动 的 拘束 最 小 . 
例 1 利用 高 斯 原理 求 第 57 小 节 中 例 1 的 2 个 质点 的 加 速度 . 


1 1 
ZZ = 3m1(—w 一 9) 十 5m2(W — g)”, 
OZ 
Bo =mi(w+g)+m2(w— 9g)=0, 


M2 一 M1 
w 一 。 
mi 二 mo 
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例 2 利用 高 斯 原理 求 单 摆 的 运动 微分 方程 (第 57 小 节 的 例 2). 


_1 ,PY /. bY 
“7 2" [6 + 人 
一 (120 十 2glsin 6) 十 (Lp + 2gl cos pp + g*). 
由 条 件 02/62 = 0 可 得 第 57 小 节 的 方程 (6). 
例 3 质量 为 m 的 质点 在 力 FF 作用 下 活着 光滑 曲面 z = f(z,Yy) 运动 , 求 该 质 
点 的 运动 微分 方程 . 由 约束 方程 得 


27， 21， O°f, 二 2 
“or +a Yt ga? + 


令 下 面 表达 式 取 最 小 值 


2 y+ fy (5) 


(mi — PF) + (my — Ft+ (mz— FF)’, 
其 中 由 公式 (5) 给 出 , 基 和 六 是 独立 变量 . 最 后 得 方程 组 
mi — Fe+ (mz— Pe) = 0, mi Fy+ (mz— Fs) 一 0， 
其 中 纤 应 替代 为 方程 (5) 的 右 端 项 . 


60. 高 斯 原理 的 物理 意义 ” 设 在 时 刻 t 非 自由 系统 的 质 后 PP, 的 质量 为 mw 回 
径 为 7,, 速度 为 v,. 囊 是 作用 在 质点 及 上 的 主动 力 的 合力 . 


Br 在 时 刻 上 + dt 质点 PP 在 位 置 4, (如 图 56 所 示 ), 这 时 
、 P,A, = vu,dt + wu(dt)? 十 .……， 


其 中 省 略 了 dt 的 二 次 方 以 上 的 项 
如 果 在 时 刻 t 系统 约束 被 解除 (不 改变 FR,, mT,, vw)， 
则 在 时 间 段 dt 内 系统 质点 的 运动 偏离 了 非 自由 系统 质点 的 


0 加 运动 . 设 也 是 书 点 在 时 六 ti 十 dt 的 位 置 , 那么 
56 


~、 
4v 


P,B, = vu,dt +3 (dt)? + ) 


质点 在 非 自 由 运动 时 离开 其 自 的 位置 中 BA; 是 由 约束 引起 的 , 约束 迫 
使 质点 的 运动 偏离 自由 系统 的 运动 . 在 数学 上 , 约束 的 强制 作用 可 以 用 长 度 Aj 刻 
画 . 另 一 方面 , 为 了 使 质点 具有 某 加 速度 , 质量 越 大 (其 它 条 件 相 同 ), 约束 的 作用 也 
必须 越 大 , 因此 , 约束 对 质点 的 作用 自然 要 用 mB,Aw 来 衡量 . 而 对 于 这 个 系统 , 需 
要 对 所 有 质点 已 (> = 1,2,… ,NV) 求 和 . 如 果 略 去 dt 的 4 次 方 以 上 的 项 , 则 有 


» — ， 1 4 F, 2 
mv By Ay, 一 mv(P,Ay 一 P,B,) 一 Idb) Ov 一 mm 。 
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如 果 对 所 有 质点 已, (v = 1,2,… ,入 ) 求 和 , 并 上 略 去 不 包含 (1/2)(dt)“ 的 项 , 于 是 可 得 
系统 的 拘束 为 


1 一 F,\? 
ZZ = 3 2 ™ Ce 。 
2 是 衡量 系统 的 真实 运动 偏离 其 自由 运动 的 量 . 根据 高 斯 原理 , 2Z 在 真实 运动 时 取 
最 小 值 , 因此 可 以 说 , 非 自 由 系统 的 真实 运动 最 靠近 自由 运动 . 


P 


例 1 质量 为 mm 的 质点 在 重力 作用 下 洛 着 倾 
角 为 a 的 斜面 运动 (图 57), 利用 真实 运动 偏离 自 
由 运动 最 小 , 求 质 点 的 加 速度 . 设 初始 时 质点 位 于 
忆 点 且 速 度 为 零 ， 质点 自由 运动 沿 着 铅 重 方 向 , 在 
时 间 段 dt 内 走 过 距 离 PB = 1/2g(dt)?. 真实 受 约 
束 运动 洛 着 直线 PC 以 未 知 加 速度 运动 , 经 过 
时 间 dt 走 过 距 离 PA = 1/2w(dt)?, 因此 ， 


BA? = | [| -2 so 


_ (dt) 
a 
这 个 量 在 w= gsina 时 达到 最 小 值 , 这 就 是 真实 加 速度 . 
61. 约束 反 力 的 极 值 性 质 ”高 斯 原理 的 物理 意义 可 以 用 其 它 术 语 表 述 . 考虑 到 
mvwy 二 本 ,十 R,， 我们 可 以 将 拘束 表达 式 写成 : 


(w? — 2gw sin a + g*). 


N 
1 R? 
ZF=-= 一 己 . (6 ) 
| my 


2 对 真实 运动 取 最 小 值 的 条 件 变 为 约束 反 力 的 极 值 性 质 : 真实 运动 的 约束 反 力 最 小 
(意思 是 (6) 取 最 小 值 ). 


81. 任意 质点 系 的 静 力 学 


62. 静 力 学 普遍 方程 ( 虚 位 移 原理 ) 静 力 学 的 任务 在 第 47 小 节 已 经 介绍 了 . 
在 这 一 他 中 简单 介绍 一 些 受 理想 双 面 约束 的 力学 系统 的 静 力 学 基本 问题 , 在 下 一 节 
将 详细 研究 最 重要 的 一 类 特殊 质点 系 一 一 刚体 的 静 力 学 问题 . 

我 们 研究 非 自 由 质点 系 已 (> = 1,2,… ,N), 其 约束 由 第 10 小 节 的 方程 (1) 和 
(2) 给 出 . 我 们 来 研究 约束 应 该 满足 什么 条 件 , 可 以 使 系统 在 时 间 段 togt<ti 内 在 
ry 二 rvo 处 于 平衡 状态 . 首先 , 向 径 ry = rwo 给 出 的 位 置 应 该 是 该 时 间 段 内 的 可 能 
位 置 , 即 在 该 时 间 段 内 下 面 恒 等 式 成 立 


fa(rvo, t) 三 0 (a 一 1 2,， ” ,7). (1) 


其 次 , 由 第 10 小 节 和 第 11 小 节 中 的 方程 (2)-(5) 给 出 的 速度 和 加 速度 限制 , 在 
Vy 二 0， wv 二 0 和 to<t<t1 时 可 得 恒等式 


Oaap (Tyo, t) Ofa (Two) t) Ofa (rvo0， t) =0 
Ot Ot 


ag(rvo,t) = 0, = 0， 三 0， 7 (2) 


(a = 1,2,.… ,7; B=1,2,... ,8). 


由 (1) 和 (2) 可 知 , 系统 在 如 <ts 时 在 某 个 可 能 位 置 r, = rvo 处 于 平衡 状态 ， 
当 且 仅 当 约束 满足 条 件 


fa(rv0,t) 一 0， Qp(7rv0， t) 一 0 (3) 
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(togt&ti; a=1,2,...,7; B=1,2,... ,8). 


假设 等 式 (3) 成 立 , 即 平衡 状态 rw = rvo 是 约束 允许 的 , 又 设 在 t = to 时 有 
Ty 二 Tvo 和 vy = 0. 在 条 件 (3) 成 立时 系统 是 否 处 于 平衡 状态 取决 于 作用 其 上 的 力 . 

虚 位 移 原 理 或 称 拉 格 朗 日 原理 是 力学 系统 静 力 学 的 基础 , 可 以 叙述 为 定理 形式 . 

定理 理想 双 面 约束 允许 的 某 可 能 平衡 状态 是 如 &ts 内 的 真实 平衡 状态 的 充 
分 必要 条 件 是 , 对 于 该 时 间 段 内 的 任意 时 刻 主 动力 在 任意 虚 位 移 上 所 做 的 元 功 等 于 
零 , 即 N 
>》 瓦 :brv=0 (togtgt). (4) 
2 一 | 


方程 (4) 称 为 静 力 学 普遍 方程 . 。 
证 明 为 了 证 明 (4) 是 系统 平衡 的 必要 条 件 , 我 们 利用 动力 学 普遍 方程 


N 
>》 (及 一 mvtov) 6ry =0, (5) 
该 方程 对 理想 双 面 约束 系统 在 任意 时 刻 都 成 立 ， 如 果 在 togt<ti 时 系统 处 于 平衡 状 
态 , 则 w, = 0 且 由 (5) 立刻 得 到 条 件 (4). 
充分 性 证 明 要 复杂 得 多 , 我 们 将 在 第 158 小 节 中 给 出 . 这 里 只 是 说 明 , 这 个 证 明 
本 质 上 是 利用 运动 的 完全 确定 性 原理 , 即 系统 的 运动 由 其 质点 的 初始 位 置 和 速度 唯 
一 确定 . 下 面 例子 表明 , 没有 运动 完全 确定 性 原理 , 虚 位 移 原 理 就 不 成 立 . 
设 单位 质量 的 质点 在 力 F(z) = azp(a > 0,0 < 6 < 1) 的 作用 下 沿 着 Oz 轴 运 
动 , 该 质点 的 运动 方程 为 
£ = az . (6) 


平衡 位 置 x = 0 是 约束 允许 的 . 由 于 在 平衡 位 置 F = 0, 条 件 (4) 对 所 有 的 t 都 
成 立 . 该 质点 在 t= 0 时 位 于 坐标 原点 而 且 速 度 为 零 , 但 是 当 t > 0 时 它 可 以 不 再 位 
于 坐标 原点 . 事实 上 , 方程 (6) 在 初始 条 件 z(0) = 0,z(0) = 0 下 除了 zx 三 0 这 个 解 
以 外 , 还 有 一 个 解 

z(t) = att, (7) 


其 中 
- | 外- 如 | 2 
2(1+ 6B) l 1—b6 
我 们 还 可 以 发 现 , 由 于 5b > 2, 对 于 解 (7) 有 (0) = 0。 这 表明 , 即使 在 平衡 位 置 处 质 
点 的 加 速度 等 于 零 , 条 件 (3) 和 (4) 也 都 成 立 , 质点 还 是 可 以 在 t > 0 时 不 再 位 于 平 
衡 位 置 . 忽略 这 个 情况 导致 了 很 多 教科 书 和 学 术 论 文中 对 虚 位 移 原理 充分 性 的 证 明 
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或 者 不 全 面 或 者 是 错误 的 2. 口 

例 1 图 58 是 一 个 由 杆 组 成 的 机 构 , 形成 3 个 平行 四 边 形 . MN, RS,SL 和 NG@ 
是 整 根 杆 , 它们 的 交点 由 柱 贸 链 连 接 . 假设 40 和 41 用 细 绳 连接 , 求 该 绳 的 张力 . 

假设 将 细 绳 代替 为 作用 在 41 点 的 力 F. 设 匀 链 Al 向 下 运动 , 其 虚 位 移 为 6s. 
由 于 MN, RS,SL 和 NQ 是 整 根 杆 , 所 有 平行 四 边 形 的 对 角 线 的 变化 都 相同 . 于 是 ， 
A2 点 向 下 运动 26s, 43 点 向 下 运动 36s. 

力 F 和 重力 忆 在 虚 位 移 上 所 做 的 功 之 和 等 于 零 ， 即 

3P6s — Fos = 0. 


由 于 6s 关 0 可 得 


图 58 图 59 


例 2 (帕斯卡 定律 ) 帕斯卡 定律 描述 了 不 可 压 液 体 的 压力 分 布 性 质 : 外 力 产生 
的 液体 表面 的 压力 , 等 值 地 传 到 所 有 方向 . 

为 了 说 明 帕 斯 卡 定律 , 我 们 研究 一 个 盛 满 不 可 压 液体 的 容器 , 在 容器 上 有 3 个 
开 和 孔 , 分 别 安装 活塞 1,2,3 (图 59). 设 5; 是 第 i 个 活塞 的 面积 , 而 61; 是 第 i 个 活塞 
的 虚 位 移 (i = 1,2,3) . 

假设 我 们 固定 活塞 3, 活塞 1 和 2 运动 . 由 活塞 1 确定 的 运动 可 得 到 活塞 2 确 
定 的 运动 . 被 第 1 个 活塞 压 入 的 液体 体积 等 于 S16l1; 进入 第 2 个 活塞 孔 的 液体 体积 
等 于 S26l2. 由 液体 不 可 压条 件 知 S16l1 = S26l2.， 

@ 中 关于 这 个 问题 有 大 量 文献 , 如 : FepoazMyc 有 H. JI. O npnaunne BpTyampHEIX ITepeMemeHI 放 


// Benneregp Accroro IlonnTexH. nH-Ta, 1963, 工 . 9(13),，BPII.， 3-4, C. 251-262; BmroMH 工 . 
及. O ITPHIHIe BEHPTYaIPHEIX HepeMmemenni // M3s: AH CCCP. MTT, 1982, NM 6, C. 22--28. 


力 和 已 在 这 个 虚 位 移 上 所 做 的 功 之 和 : 
P61 -Pdls =0, 已 51 一 P26l =0. 
2 


由 此 可 得 Ph BP 
S$! S52 
类 似 地 , 固定 活塞 2 可 以 得 到 
hp PB 
SS! 53 


即 液体 的 压力 等 值 地 传 到 所 有 方向 . 

例 3 在 墙 边 放置 3 个 相同 的 圆 管 , 如 图 60 所 示 . 每 个 管 的 重量 为 P, 为 了 使 
这 些 圆 管 处 于 平衡 状态 , 需要 怎样 的 水 平 力 F 作用 在 右边 圆 管 的 轴 上 ? 

如 果 右 边 圆 管 的 虚 位 移 党 着 Oz 轴 , 则 只 有 图 7 
示 的 2 个 力 . PP 和 下 做功 . 这 2 个 力 的 作用 点 的 


向 径 r4 和 rB 在 坐标 系 Oxy 中 由 等 式 儿 CD, 
7%4 = (2acosa,2asina), rp = (4acosa,0) Cs 
给 出 (a 为 图 管 横 截面 的 半径 )， 在 所 示 的 虚 位 移 > 
下 , 角 a 的 政变 量 为 6a, 于 是 图 60 

67 = 2aba(— sina,cosa), brp = 4aba(— sina,0). 


力 PP 入 在 该 虚 位 移 上 做 功 之 和 等 于 零 , 即 
P.raA+F.orBs=0, 


虑 用 
再 考虑 到 P’ = (0, —P), F = (-F,0), 
可 得 

—P.2acosa:0a+ FF.4asina.:da=0. 
利用 6a 关 0 得 


F = 2 cot aP. 


63. 广义 坐标 下 的 静 力 学 普遍 方程 设 gq1,g2,… ,gm 是 系统 的 广义 坐标 , 而 
Qj(q,G,t) 是 相应 的 广义 力 , 方程 (4) 的 广义 坐标 形式 为 


N m 
DY_F,:ér,= > Qi(q,0,t)6g; = 0. (8) 
2 一 | 7 二 1 
如 果 系 统 是 完整 的 , 则 广义 坐标 数 m 等 于 目 由 度 ” 且 方 程 (8) 中 的 6q; 是 独立 
的 . 令 方 程 (8) 中 6q; 的 系数 等 于 零 , 可 得 系统 在 平衡 位 置 g = go (只 有 在 该 位 置 ) 
广义 力 等 于 堆 
Qi=0 (i=1,2,.… ,7n). (9) 
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等 式 (9) 构成 了 关于 未 知 数 gi0, qz0,:… ,qno 的 n 个 方程 , 这 些 未 知 数 确定 了 系 
统 的 平衡 位 置 . 
如 果 所 有 的 主动 力 都 有 势 , 则 根据 第 54 小 节 , 由 方程 (9) 得 


OH 
Ogq:; 


其 中 II 是 系统 的 势能 . 由 此 可 知 , 完整 系统 ( 受 双 面 理想 约束 , 在 有 势力 场 中 ) 平衡 
的 充分 必要 条 件 就 是 系统 在 该 平衡 位 置 势能 取 极 值 的 必要 条 件 . 
特别 地 ， 如 果 系 统 在 均匀 重力 场 中 运动 , 则 条 件 方程 (10) 可 以 变 为 22 


0 (i = 12, 站, 其 中 zc 是 系统 重心 在 以 0 lar 
标 ， 即 系统 平衡 的 充分 必要 条 件 就 是 系统 重心 高 度 取 极 值 的 必要 条 件 . 

如 果 系 统 是 非 完 整 的 , 则 方程 (8) 中 的 bq; 不 是 独立 的 , 它们 满足 第 16 小 节 中 
的 s 个 约束 方程 (28), 在 mm 个 5gq; 中 只 有 n(n = m 一 s) 个 独立 . 为 了 确定 性 假设 
6q1, 692，,… ,6qn 独立 , 从 第 16 小 节 的 方程 (28) 中 解 出 bqn41, 5qn+2,… ,bqm 得 


Gi 三 一 二 0 (i = 1,2,.…. ,n), (10) 


Ogn+k = 》 axdq (k= 1,2,.…: ,Mm — n= 5), (11) 
l=1 
其 中 ak 是 第 16 小 节 的 方程 (28) 中 系数 b8; 的 函数 . 在 方程 (8) 中 代入 表达 式 (11) 
后 合并 同类 项 得 


3 ga =0, (19) 
其 中 | 
Qi = Qi+ 三 non (= 1,2,...,n). (13) 
由 于 6gq; 独立 , 由 (12) 可 得 | 
QI =0 (i=1,2,.…,n). (14) 


等 式 (14) 是 关于 m 个 未 知 数 qi0, qz0,… ,qmo 的 n 个 方程 ， 这 些 未 知 数 确定 了 系统 
的 平衡 位 置 . 由 于 未 知 数 的 个 数 超过 方程 数 , 因此 一 般 来 说 可 以 得 到 平衡 状态 流 形 ， 
其 维 数 不 小 于 非 完 整 约束 的 数目 s. 

从 方程 (13) 和 (14) 可 以 看 出 , 对 于 在 有 势力 场 中 的 非 完 整 系统 , 势能 的 某 些 甚 
至 全 部 导数 在 平衡 位 置 都 可 以 不 等 于 零 . 

例 1 设 非 自由 质点 在 约束 

d3 = 9192 
下 在 势能 为 | 
I = 3(qt +q2 + gq) 
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的 力 场 中 运动 , 那么 m = 3,s = 1m=2;onl = 0,012 = qm; Qi= -gi (i= 1,2,3); 
Q1 = 一 q1, @4 = 一 q2 一 91q93. 平衡 条 件 (14) 可 以 写成 3 个 位 置 数 的 2 个 方程 : 


qi 一 0， gq2++ qig3 = 0. 
由 此 可 知 , 平衡 位 置 构成 一 个 一 维 流 形 


qi1 二 0,， 4 一 0， ds 三 930， 


其 中 gao 是 任意 数 . 

如 果 gao 关 0, 则 在 平衡 位 置 导数 II/Bgs 不 为 零 . 

例 2 两 个 相同 的 村 OA 和 AB 重 为 P, 长 为 2a. Oh 杆 的 端点 O 与 固定 柱 锭 
链 相 连 , 而 AB 杆 的 端点 B 上 有 水 平 力 P/2 作用 ， < 
2 个 杆 位 于 铅 秋 平面 内 . 求 系统 平衡 时 的 角度 w 和 8 5 
(图 61). 

系统 有 2 个 自由 度 , 并 且 是 完整 的 . 取 和 角度 a 和 Bp 
为 广义 坐标 , 我 们 来 求 相应 的 广义 力 Qa 和 Qp. 在 杆 所 
在 平面 内 建立 坐标 系 Ozy, 其 中 Oz 轴 竖 直 向 下 . 主动 
力 Fo, Fp 和 .Fp 以 及 它们 作用 点 的 向 径 TO,TD,TB 为 


Fs=(P0), Fy=(P0), Fs= (93) , el 
ro = a(cosa,sina), rp = a(2cosa + cosp,2sina + sinp), 
7B = 2a(cosQ + cosp, sina + sinp). 
下 面 计算 主动 力 在 广义 坐标 变 分 ga 和 68 相应 的 虚 位 移 上 的 元 功 . 因为 
07rc = aba(— sina, coso), 
6rp = a(—2sina.: ba— sinB :6p6,2cosa.: oa 二 cos0.600)， 
67 = 2a(—sina.: ba— sinB.:6B,cosa':éa+ cospB.6p), 
所 以 
04 = Fo:érc+ Fp:érp+ Fe:orBs 
= Pal(cosa — 3sina)éa + (cosB — sin B)68), 


于 是 得 Qa = Pa(cosa — 3sina), Qp = Palcosp — sinp). 


由 条 件 (9) 可 知 , 系统 平衡 时 


1 
tana = 3， tan 0 一 |. 


例 3 小 圆 环 穿 在 金属 丝 上 , 金属 丝 的 形状 由 方程 组 


确定 , 其 中 Oz 轴 紧 直 向 上 . 求 小 圆 环 的 平衡 位 置 . 

设 小 圆 环 的 虚 位 移 由 67, 6y,6z 给 出 , 将 金属 丝 的 方程 组 求 微 分 可 得 虚 位 移 应 该 
满足 的 方程 组 

TOT+ 4Yy0Y+36z0z=0, 0Z 十 207 十 60z = 0. 
在 平衡 位 置 重力 的 元 功 P6z (P 为 小 圆 环 的 重量 ) 应 该 等 于 零 , 因此 6z = 0, 上面 2 
个 方程 变 为 
Z0O7 十 4y07 =0, 0o7T 十 207 = (0. 
消去 6y 后 得 
(z — 2y)67 = 0. 
对 任何 bz 这 个 条 件 都 应 该 满足 , 故 
T= 2y. 
再 注意 到 金属 丝 的 方程 , 可 以 得 到 2 组 解 : 
D z= hy=2,2= -35; 


2) 1 =0,y=0,z=1. 


例 4 均匀 杆 AD 以 4 端 靠 在 紧 直 墙 上 , 而 棱 B 支持 在 杆 上 某 点 (图 62). 已 
知 杆 长 为 2a, 而 4 点 到 墙 的 距离 为 b. 求 杆 平衡 时 的 角 a. 

系统 是 完整 的 有 一 个 自由 度 , 取 a 为 广义 坐 
标 . 势能 为 I = -Przc, 其 中 zc 是 杆 重 心 的 坐标 


Ze = bcota— acosa. 


平衡 条 件 9II1/9a = 0 给 出 a 的 方程 : 


b . 
一 一 ”十 Qsina = 0， 
sin” Qo 


31b 
sinQ 一 4/ 一 . 
a 


由 此 得 


只 有 在 b<a 时 杆 才 可 能 平衡 . 
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64. 力 系 等 效 设 力 系 (五 , ,… ,及 ) 作用 在 某 个 系统 上 , 将 这 个 力 系 代替 为 
(EY, 所,… ,FY). 第 1 个 力 系 和 第 2 个 力 系 中 力 的 大 小 、 作 用 线 、 方 向 都 可 以 不 同 . 
在 第 1 个 力 系 和 第 2 个 力 系 作用 下 , 具有 相同 的 初始 位 置 和 初始 速度 的 力学 系统 的 
运动 可 能 相同 , 也 可 能 不 同 . z 

如 果 2 个 力 系 相互 代替 而 不 改变 力学 系统 的 运动 (或 静止 状态 ), 则 这 2 个 力 系 
称 为 等 效 的 . 

特别 地 ,如 果 增 加 或 者 减 去 某 个 力 系 而 不 改变 系统 的 运动 , 则 称 该 力 系 是 平衡 
力 系 或 零 力 系 . 

力 系 的 等 效用 符号 ~ 表示 , 如 果 力 系 ( 末 , 丽 ,…… ,了 到) 和 ( 启 , 杞 ,… 本) 等 
效 , 则 记 作 ( 玉 , Fo,… ,Fi) ~ (FY, FY,:… ,Fr). 

由 动力 学 普遍 方程 可 知 (参见 第 57 小 节 中 的 评注 1), 2 个 力 系 等 效 当 且 仅 当 它 
们 在 系统 任意 虚 位 移 (对 2 个 力 系 是 相同 的 ) 上 所 做 的 功 相 等 . 

下 面 我 们 将 这 个 等 效 判 据 用 广义 力 表示 . 设 8; 和 Q* (7 = 1,2,… ,m) 分 别 是 
对 应 于 第 1 个 力 系 和 第 2 个 力 系 的 广义 力 , 而 54 和 54* 分 别 是 它们 在 虚 位 移 bq1， 
6q2,… ,6qm 上 所 做 的 元 功 , 求 元 功 之 差 册 


64 -6h"= >》_(Q; 一 Q3)59 (15) 
j=1 


对 于 完整 系统 , oj 是 独立 的 , 因此 , 由 (15) 左边 等 于 零 可 知 , 作用 在 完整 系统 上 的 
力 系 等 效 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 选 定 的 广义 坐标 它们 的 广义 力 都 相同 . 

对 于 非 完 整 系统 , 6g; 不 是 独立 的 . 将 (11) 代入 (15) 合并 同类 项 后 可 得 结论 : 作 
用 在 非 完整 系统 上 的 力 系 等 效 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 选 定 的 广义 坐标 , 根据 公式 (13) 
计算 出 的 @; 和 QQ” 都 相同 . 

例 1. 质点 P(z,y) 在 平面 上 运动 , 其 速度 方向 始终 指向 动 点 Po(zo(t), yo(t)), 约 
束 方程 的 形式 为 

,_ 2 一 加 地 站 
Z 一 To 人 tb) 

在 zo,yo 不 是 常数 的 条 件 下 , 这 个 约束 是 不 可 积 的 , 故 m= 二 2,s = 二 1,n=1. 

设 在 书 点 的 作用 力 FF(yo(t) 一 y, 一 To(t) 十 7z), 相应 的 广义 力 (qi 二 72,q2 = 为 


Q1 = Yo(t)— gq 2 = 70(t)+ qi. 


(16) 


由 约束 方程 (16) 可 得 


由 公式 (13) 有 Qi = 0. 

如 果 用 F* = kF(k 关 1) 代替 作用 在 书 点 的 力 FF, 则 类 似 地 得 到 Qt = 0, 因此 
对 于 该 系统 , 力 政和 F* 等 效 . 

如 果 没 有 约束 (16), 则 对 应 于 完整 系统 情况 , 力 丸和 F* 不 等 效 . 


.80 第 四 章 静 力学 [65] 


82. 刚体 静 力学 


65. 刚体 平衡 的 充分 必要 条 件 ” 设 作用 在 刚体 上 的 外 力 系 的 主 向 量 为 RE), 对 
任意 选 定 的 基点 的 主 矩 为 MO. 将 刚体 当 作 自 由 的 , 可 以 得 到 其 平衡 的 充分 必要 条 
件 ; 如 果 刚 体 不 是 自由 的 , 则 可 以 解除 约束 并 以 约束 反 力 ( 见 第 4 小节 ) 代替 , 就 可 
以 将 刚体 看 作 自 由 的 , 在 这 种 情况 下 , 通常 要 将 未 知 的 约束 反 力 计算 在 主 向 量 RG® 
和 主 矩 MS) 中 . 

自由 刚体 是 理想 系统 , 可 以 采用 给 出 双 面 理想 系统 平衡 充分 必要 条 件 的 虚 位 移 
原理 , 我 们 的 任务 是 将 第 62 小 节 中 的 静 力 学 普遍 方程 (4), 用 作用 在 刚体 上 的 力 系 
的 主 向 量 RC 和 主 矩 ML 表示 : 

定理 刚体 在 togt<ti 内 平衡 的 充分 必要 条 件 是 , 在 初始 时 刻 to 刚体 静止 , 主 
向 量 R(e) 和 对 任意 选 定 的 基点 的 主 矩 ML) 在 to<t<ti 内 等 于 零 , 即 


R® =0, MG = 0. (1) 


证 明 因为 自由 刚体 是 定常 系统 , 它 在 时 间 段 dt 内 的 任意 真实 位 移 就 是 虚 位 移 ， 
因此 利用 第 52 小 节 中 的 公式 (3), 可 以 将 作用 在 刚体 上 的 力 系 在 虚 位 移 上 所 做 的 元 
功 写作 | 


6A = R®) .vodt + ML .wdt, (2) 
其 中 vo 是 基点 速度 , w 是 刚体 在 t(tost<t1) 时 刻 的 角速度 . 因为 vo 和 w 是 任意 
的 , 由 静 力 学 普遍 方程 54 = 0 可 得 到 (1), 定理 得 证 . 口 


如 果 互 , 丽 ，……, 玫 是 作用 在 刚体 上 的 外 力 系 , 而 zi,yi,zi 是 力 FFE (i= 1， 
2,.… ,k) 作用 点 在 以 基点 O 为 原点 的 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 中 的 坐标 , 则 刚体 平衡 的 
充分 必要 条 件 (1) 可 以 写成 下 面 6 个 等 式 : 


k 


k k 
>》 Fa =0, >》 Fy =0, >》 Fs = 0， (3) 
?一 1 ?一 | 


i 一 1 
k 
> (yiFiz — ZiFiy) = 0, 
i=1 
k 
>》 (ziFis — ziFiz) = 0, (4) 
i=] 


k 
D>_(ziFy — YiFiz) = 0. 
i=] 


在 特殊 情况 下 , 等 式 (3) 和 (4) 中 6 个 方程 中 有 些 可 能 是 恒等式 . 
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全 部 约束 反 力 可 以 完全 由 平衡 条 件 确定 的 力学 系统 称 为 静 定 的 , 反之 称 为 静 不 
定 的 . 如 有 果 本 小 节 讨 论 的 刚体 是 非 自 由 的 , 则 等 式 (3) 和 (4) 是 关于 约束 反 力 分 量 的 
方程 组 , 力学 系统 是 静 定 的 当 且 仅 当 约束 反 力 分 量 的 数目 不 超过 等 式 (3) 和 (4) 中 
非 恒等式 的 数目 . 


例 1 重量 为 已 的 均匀 等 腰 三 角形 板 4BC (4C = BC) 的 顶点 靠 在 3 个 坐标 


平面 上 , 点 C 和 0 用 细 绳 CO 连接 (图 63), 已 知 
距离 a,b,c 和 角度 COy = T/4, 求 绳 的 拉力 荆 和 
A, B,C 3 点 的 约束 反 力 入 ,YY ,2. 

在 板 上 有 5 个 力作 用 : 重力 、 绳 的 拉力 和 A,B， 
C 3 点 的 约束 反 力 , 并 且 由 于 没有 摩擦 , 后 3 个 约 
束 反 力 重 直 于 坐标 平面 . 

由 几何 关系 不 难得 到 , 板 重 心 的 坐标 为 
a+b 2c 


3 3° 
刚体 平衡 的 充分 必要 条 件 (3) 和 (4) 写成 下 
面 6 个 关于 4 个 未 知 数 义 ,Y, 2,T 的 线性 方程 组 : 


a+b 
3 ) 


Zo- Ye- sP(a+b)=0, -Za+ Xec+sP(a+)=0 Yb— Xb=0. 


解 方 程 组 得 
2a—b 
3c 


66. 作用 在 刚体 上 的 力 系 等 效 判 据 ” 作 用 在 双 面 理想 力学 系统 上 的 力 系 等 效 判 
据 在 第 64 小 节 中 已 经 给 出 , 这 里 将 给 出 作用 在 刚体 上 的 力 系 等 效 判 据 . 
”定理 作用 在 刚体 上 的 2 个 力 系 等 效 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相同 的 主 向 量 和 
对 某 个 基点 相同 的 主 算 . 
证 明 设 力 系 ( 玉 , 甩 ,… ,所 ) 的 主 向 量 为 鼠 e， 主 矩 为 MA, 而 力 系 (FY， 
本 ,… ,F*) 的 主 向 量 为 R*), 主 矩 为 M2*;， 利 用 公式 (2) 求 这 2 个 力 系 在 刚 
体 相 同 的 虚 位 移 上 所 做 元 功 之 差 : 


P Z=P, Ta 


X=Y 


V2(2a—b 


6A— 565A* = (R®) — R*®)).vodt+ (ME) — M2®) .wdt. 


根据 定义 , 力 系 等 效 的 充分 必要 条 件 是 这 个 差 等 于 零 , 由 此 , 根据 vo 和 w 是 任意 的 
可 得 RO = Rr 和 MO = M3 ] 
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下 面 求 力 系 对 不 同 基点 的 主 矩 之 间 的 关系 , 根据 图 64 有 


k k 
.Mo, = >》 pi x Fi 一 >》 (OO + ri) xF: 
2 二 1 t=1 


k k 
= O10 x (a) + Drix Fh, 
2 一 | i 二 1 
或 者 
Mo, = Mo+O:0xR. (5) 


图 64 图 65 


可 见 , 改变 基点 使 主 矩 产生 的 改变 量 等 于 主 向 量 .( 位 于 老 基点 处 ) 相对 新 基点 的 
和 矩 . 由 此 可 知 , 如 果 2 个 力 系 主 向 量 相等 旦 对 某 个 基点 的 主 矩 相等 , 则 它们 对 任意 点 
的 主 矩 都 相等 . 

评注 1 在 满足 条 件 (1) 的 情况 下 , 作用 在 刚体 上 的 力 系 是 平衡 力 系 或 者 零 力 
系 , 也 就 是 说 , 如 果 在 刚体 上 增加 或 者 去 除 满足 (1) 的 力 系 , 不 会 对 刚体 运动 有 任何 

例 1 在 直角 模 的 棱 边 上 作用 2 个 力 本 和 本 (图 65), 需要 用 力 Fx 和 Fx* 等 
效 代 替 , 已 知 力 而 , 配 和 FY 的 大 小 与 相应 的 棱 边 长 成 正比 , 求 力 朴 . 

如 果 a,b 为 酚 边 OA, 4AB 的 长 度 , 了 为 比例 系数 , 则 

Fi=fa, F=fasina, Fr = fo. 


建立 坐标 系 Ozyz 如 图 65 所 示 , 力 系 (五, 忆 ) 的 主 向 量 和 主 矩 在 该 坐标 系 中 的 
分 量 为 
R;=0, Ry,y= facosa, R= 2fasina, 
M; = fa’ sina cosa, M, = _ fabsina, M, = 0. 
设 力 下 的 分 量 为 瑟瑟 ， 瑟 ,其 作用 点 坐标 为 zy z. 力 系 (FY, 到) 的 主 向 
量 和 主 纸 在 该 坐标 系 中 的 分 量 为 


R*=-fot+F,, R*=F, R= 8,, 
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Ms = yF2z 一 ZF2y My = zF2y — TF2,, Mz = TF2, — YF2y. 


由 等 效力 系 (五 , 瑟 ) 和 (F*,F*) 的 主 向 量 相等 的 3 个 方程 , 可 以 求 得 FX 的 


有 


分 
Fo = 有 帮 ，F2y= facosa, F2, = 2fasina. 
这 些 等 式 给 出 了 Fx 的 方向 和 大 小 
FW = VF + P+ F222 = VF?+3F? + Fi?. 
根据 2 个 力 系 的 主 矩 相等 , 简化 后 可 得 力 FY 的 作用 点 zy z 满足 的 方程 : 
2ysina — zcosa = asinacosa, 2azsina 一 bz = absinoa, 


arcosa— by=0. 
这 些 方程 不 是 确定 力 Fx 的 作用 点 , 而 是 作用 线 : 


2T7—b 2y—acosa 2 


4b acosa asina 
力 下 的 作用 线 经 过 模 顶 点 B 和 模 底 面 对 角 线 的 交点 . 


67. 合力 . 伐 里 农 定 理 ”如果 作用 在 刚体 上 的 力 系 ( 互 , 屯 …… , 所) 等 效 于 一 
个 力 R*, 则 这 个 力 称 为 给 定 力 系 的 合力 . 

定理 如 果 力 系 有 合力 , 则 这 个 合力 R* 等 于 主 向 量 R, 而 它 相 对 任意 基点 O 
的 矩 等 于 给 定 力 系 相 对 该 基点 的 主 和 天 Mo. 
证 明 可 以 由 合力 定义 和 作用 在 刚体 上 的 2 个 力 系 等 效 的 判 据 得 到 . 该 定理 的 第 2 部 
分 称 为 伐 里 农 定理 . 


68. 刚体 平衡 条 件 的 特殊 情况 

1. 由 条 件 (1) 可 知 , 在 一 个 不 为 零 的 力作 用 下 , 刚体 不 可 能 处 于 平衡 状态 (因为 
Re) 0). 

2. 在 2 个 力作 用 下 刚体 在 togt<ti 内 处 于 平衡 状态 , 当 且 仅 当 初始 时 刻 t = to 
刚体 静止 , 而 在 togt<ti 内 , 2 个 力 大 小 相等 方向 相反 , 作用 线 相同 . 第 1 个 要 求 由 
条 件 R() = 0 得 到 , 第 2 个 要 求 由 条 件 ML = 0 得 到 . 

3. 如 果 刚 体 在 3 个 力 , Fs 和 Fs 作用 下 处 于 平衡 状态 ,2 个 力 碧 和 的 作用 
线 相交 , 则 这 3 个 力 都 位 于 同一 个 平面 内 , 且 它 们 的 作用 线 交 于 一 点 . 这 个 结论 ( 常 
称 为 三 力 定理 ) 由 刚体 平衡 条 件 (1) 得 到 . 事实 上 , 由 RC) = 0 得 到 Fs = --( 瓦 十 丽 )， 
的 力矩 等 于 零 , 由 条 件 ML = 0 可 知 力 Fs 的 作用 线 经 过 O 点 . 
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例 1 长 为 21 的 均 质 杆 AB 的 一 端 靠 在 光滑 竖 直 墙 上 , 另 一 端 顶 在 角落 B 处 ， 
距离 0B = a (图 66), 试 确定 杆 平衡 时 B 点 约束 反 力 的 方向 . 
4 点 的 约束 反 力 重 直 于 墙 , 其 作用 线 与 重力 P 的 作用 线 相交 于 5 点 . 平衡 时 第 
3 个 力 一 一 B 点 约束 反 力 一 一 也 通过 5 点 . 由 ABCS 求 得 
A412—o? 


tanp=2 
a 


评注 2 显然 , 力 系 的 任意 力 向 量 党 着 其 作用 线 滑 移 时 , 力 系 的 主 向 量 及 其 对 给 
定 基点 的 主 纸 都 保持 不 变 ， 所 以 由 作用 在 刚体 上 的 力 系 等 效 判 据 可 知 ， 可 以 将 力 的 
作用 点 移动 到 该 力作 用 线 上 任意 点 而 不 破坏 刚体 的 运动 (特别 地 , 平衡 状态 ),， 即 作 
用 在 刚体 上 的 力 是 滑 移 向 量 . 


> 

I 

1 

1 

1 
Lz. 
Un 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 人 
-” 


图 66 图 67 


4. 汇 交 力 系 是 指 作用 线 交 于 一 点 的 力 构 成 的 力 系 . 

定理 汇 交 力 系 有 合力 , 该 合力 通过 各 力作 用 线 的 汇 交 点 . 

证 明 证 明 可 以 从 上 面 的 评注 和 力 的 合成 定律 (44) 得 到 . 设 O 是 力 系 中 各 力 
作用 线 的 交点 @, 那么 M9 = 0, 并 由 (1) 推 得 向 量 方程 RG) = 0, 该 方程 的 标量 形 
式 写 成 3 个 方程 (3). 口 

例 2 重量 为 已 半径 为 7 的 半球 用 细 绳 悬挂 于 光滑 竖 直 墙 的 4 点 ,其 凹面 靠 
在 墙 上 的 B 点 (图 67). 如 果 在 平衡 时 底面 大 圆 平面 与 墙 的 夹 角 等 于 /4, 绳 长 应 该 
等 于 多 少 ? 绳 的 张力 和 半球 对 墙 的 压力 等 于 多 少 ? 

半球 受 3 个 力作 用 : 重力 P、 压 力 N 和 绳 的 拉力 了 . 重力 已 和 压力 N 的 作 
用 线 交 于 S 点 . 根据 三 力 定理 , 半球 处 于 平衡 位 置 时 拉力 人 的 作用 线 ( 即 绳 的 方向 ) 
也 通过 9 点 . 可 见 , 半球 在 汇 交 力 系 作用 下 处 于 平衡 状态 . 

在 直角 三 角形 OSC 中 ZSOC = r/4, 又 由 于 半球 质心 C 距离 大 圆 圆 心 O 的 距 
离 为 OC = 3r/8, 故 05 = OC cos(7/4) = 3V27/16. 


点 O 可 以 不 是 刚体 上 的 点 , 但 是 这 不 会 影响 我 们 的 讨论 , 这 是 因为 可 以 认为 O 位 于 无 质量 的 
杆 的 一 端 , 而 杆 的 另 一 端 固 结 于 刚体 , 这 样 就 可 以 认为 O 是 刚体 上 的 点 . 
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用 a 表示 绳 与 墙 的 夹 角 , 在 三 角形 和 ODS 中 LDOS = r/4， LOSD = /2 二 
Q， LODS = x/4 一 a, 因此 有 


SD OD OS 
sin(r/4) sin(x/2+aQa) sin(x/4— ao)’ 

或 者 

VisD=_ -了 

cosa 8(cosa— sina) 
由 此 可 得 
tan a: = 5 (sina = 而 COSQ 一 - ) SD = er 
利用 人 ABS 可 以 求 出 绳 长 
AD = 《可 — V2)r. 


令 力 P,N 和 工 在 坐标 系 Bzy 的 坐标 轴 上 的 投影 之 和 等 于 零 , 得 到 2 个 方程 


Tcosa=P, Tsina=N, 


可 以 求 出 绳 的 拉力 和 半球 对 墙 的 压力 
_ V89 5 
T= PP N=sP 


例 3 三 根 杆 AO, BO,CO 的 一 端 匀 接 于 竖 直 墙 上 , 另 一 端 匀 接 于 OO 点 ,在 O 
点 有 重 为 P 的 载荷 . 杆 40O 和 BO 位 于 水 平面 内 与 墙 成 60° 角 . 第 3 根 杆 CO 位 于 
过 OO 点 和 AB 中 点 的 竖 直 平面 内 , 与 墙 成 30° 角 . 忽略 杆 的 自重 , 求 杆 的 内 力 . 

选择 图 68 所 示 的 坐标 系 , 将 平衡 条 件 写成 (3) 的 形式 得 


>》 Fs = S4cos60? — Sp cos60° = 0， 
>》 Fiy = —SA sin60° — SB sin60° — Sc sin 30° = 0, 


>》 已 2 一 —Sccos30"— P=0. 


解 此 方程 组 得 


1 2 
S4=Ss=5P Soc= -2 
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SA 和 SB 的 值 是 正 的 , 表明 约束 反 力 S4 和 SB 的 方向 与 图 68 中 画 出 的 一 臻 
( 杆 Oh 和 OB 受 拉 ). Sc 的 值 是 负 的 ( 杆 OC 受 压 ). 

5. 下 面 研 究 刚 体 在 平面 力 系 作用 下 的 平衡 . 平面 力 系 是 指 作 用 线 都 在 一 个 平面 
内 的 力 构 成 的 力 系 . 设 这 个 平面 就 是 Ozy 平面 , 那么 力 在 Oz 轴 上 投影 i。 和 力作 
用 点 的 坐标 zi(i = 1,2,… ,kk) 都 等 于 零 , 条 件 (3) 和 (4) 变 为 下 面 3 个 等 式 


k 


k 
>》 Ra 一 0， > 六- = 0, 2 (TiFiy — Yi Fiz) = = 0. (6) 
2 二 1 


因此 , 在 平面 力 系 作用 下 , 自由 刚体 在 togt<ti 内 处 于 平衡 状态 当 且 仅 当 初始 时 刻 
t = to 刚体 静止 , 而 在 togt<ti 内 所 有 力 在 2 个 坐标 轴 上 投影 之 和 为 零 , 所 有 力 对 第 
3 个 轴 的 力矩 之 和 为 零 . 


练习 题 1 试 证 明 刚体 在 平面 力 系 作用 下 的 平衡 条 件 可 以 表述 为 下 面 几 种 与 (6) 
等 价 的 形式 : 1) 对 任意 不 共 线 的 3 个 点 的 合力 给 等 于 零 (三 矩 定理 ); 2) 对 任意 2 个 
点 的 合力 矩 等 于 零 , 并 且 各 力 在 任意 不 重 直 于 该 2 点 连 线 的 方向 上 的 投影 之 和 为 零 . 

例 4 均 质 杆 折 成 直角 , 2 边 长 均 为 21. 将 它 放 在 长 为 4B = a = 21/5 的 桌子 边 
缘 上 , 忽略 摩擦 , 求 平衡 位 置 以 及 对 桌子 边缘 的 压力 NA4 和 NB. 

设 平衡 位 置 由 角 LOBA = a 确定 (图 69), 杆 在 图 69 画 出 的 4 个 力 构成 的 平面 
力 系 作用 下 平衡 , 4 和 B 点 的 约束 反 力 分 别 重 直 于 杆 的 两 边 . 由 力 沿 着 OC 和 OD 
的 投影 等 于 零 得 

N4=2Psina， NB = 2P cosa. 
对 O 点 的 合力 绑 等 于 零 给 出 


2 2 
FA4smna 二 cosa 一 BAVB cosa + Plsino, 


或 者 
2 


4,. 2 . 
5 (sin Q — COs’ Q) = Sin a 一 cosa. 
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最 后 的 方程 有 3 个 解 . 对 于 第 1 个 解 有 
Sin C = COS CQ， oa =7 Na = NB = V2P. 
对 于 第 2,3 个 解 有 


4 (sina + cosa) =1 Qa = a = Larcsin a3 = Q 
5 "2 16’ 1 2 1" 


P /16 干 5V7 P /16 土 5V7 
4 一 了 2 N=3 2 


最 后 2 个 等 式 中 的 上 下 符号 分 别 对 应 于 aw = az 和 a = as. 
例 5 两 个 重 均 为 忆 的 均 质 杆 匀 接 于 B 点 , 分 别 匀 接 于 墙 上 的 固定 点 A 和 OO,， 
已 知 杆 AB 水 平 , 杆 BC 与 墙 成 a 角 (图 70), 求 匀 的 约束 反 力 . 


图 70 


解除 贸 B 来 单独 分 析 每 个 杆 的 平衡 . 每 个 杆 受 到 重力 和 镁 的 约束 反 力 的 作用 ， 
将 其 分 量 在 坐标 系 Axy 中 画 出 , 如 图 70 所 示 . 根据 牛顿 第 三 定律 , 匀 B 作用 在 BC 
杆 上 的 约束 反 力 四 5,Y8 与 作用 在 AB 杆 上 的 约束 反 力 四 Bp,YB 应 该 方向 相反 , 大 
小 满足 
XB = XB， YB = YBp. 
对 每 个 杆 利 用 条 件 (6), 令 4AB = BC = 2a, 对 杆 AB 有 
O_Fis= XaAt+Xp=0, >》 Fy=Yat+Ys—-P=0, 
>_maz(F,) = Yp':2a— Pa=0. 
对 杆 BC 有 
Fis 一 一 人 DB 十 Ac = 0， >》 Fiy 一 一 YY 十 Yc 一 王 = 0， 
>》 mapz(F,) 一 _ Pasina — Xo:2acosat Yo :2asina = 0. 
由 这 6 个 方程 求 出 未 知 数 
XA=—Xp=—-Xcoc=—Ptana, Ya = YB = =P Yo = =P 
约束 反 力 四 4 的 方向 与 图 中 画 出 的 相反 。. 
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69.， 两 个 平行 力 的 合力 

定理 作用 在 刚体 上 的 2 个 平行 且 同 向 的 力 下 和 忆 (图 71) 有 合力 R* = 
所 十, 这 个 合力 位 于 而 和 局 平面 内 , 其 作用 线 将 连接 作用 点 记 和 忆 的 线段 
内 分 割 成 与 力 的 大 小 三 和 羽 成 反比 的 2 部 分 . 作用 在 刚体 上 的 2 个 平行 且 反 向 
的 力 有 和 瑟 有 合力 R* = 十 羽 , 这 个 合力 位 于 五 和 忆 平面 内 ,方向 与 较 大 的 
力 相 同 , 其 作用 线 将 连接 作用 点 P 和 已 的 线段 , 外 分 割 成 与 力 的 大 小 丰 和 成 
反比 的 2 部 分 . 

证 了 明 如 果 令 R* = 丽 十 刺 并 选 O 点 使 得 态 .OP = 忆 .OP, 则 根据 第 66 
小 节 , 2 个 力 而 和 琴 组 成 的 力 系 等 效 于 一 个 力 R* ( 即 力 R* 是 及 和 忆 的 合力 ). 
事实 上 , 2 个 力 系 有 相同 的 主 向 量 R= R* = 五 十 ,并 且 对 O 点 的 主 矩 Mo 也 相 
同 (等 于 零 ). 口 


70. 力 偶 理论 设 作用 在 刚体 上 的 力 页 和 FE 大 小 相等 方向 相反 (FR = 一 忆 ). 
这 个 力 系 称 为 力 偶 . 力 而 和 Fs 所 在 平面 称 为 力 偶 平 面 , 2 个 力 的 作用 线 之 间 的 距 
离 d 称 为 力 偶 臂 (d 0). 

力 偶 的 主 矩 不 依赖 于 计算 矩 的 点 的 选择 . 事实 上 , 我 们 任 选 空间 点 O (图 72) 并 
求 和 忆 对 这 点 的 主 算 : 


Mo=rixFi+r oxFo=—rixFso+roxkF, 
=(r2—r7ri)xF=dx Fk,. 


由 此 可 见 Mo 不 依赖 于 O 点 的 选择 . 

向 量 积 M = d x 玖 称 为 力 偶 矩 . 向 量 1M 垂直 于 力 偶 平 面 , 从 回 量 M 的 顶端 
看 , 向 量 有 和 丽 是 逆 时 针 方 向 . 如 果 丙 和 丽 的 大 小 为 F, 则 M = Fd. 力 侦 矩 
是 自由 向 量 , 从 下 面 定 理 可 以 看 出 , 力 偶 矩 完全 确定 了 力 偶 对 刚体 的 作用 . 

定理 力 偶 没有 合力 . 

证 明 假设 不 然 , 存在 R* 使 得 ( 玉 , 丽 ) ~ R*, 在 R* 的 作用 线 上 任 取 一 点 O. 
根据 作用 在 刚体 上 的 力 系 等 效 判 据 (66), 力 系 ( 丽 , 肪 ) 对 O 点 的 主 矩 Mo 应 该 等 


[71] §2.， 刚体 静 力 学 * 89. 


于 力 Rr 对 该 点 的 矩 , 即 应 该 等 于 零 . 但 是 Mo 等 于 力 偶 矩 , 不 等 于 零 . 这 个 矛盾 证 
明了 定理 的 正确 性 0 


定理 力 偶 矩 相 等 的 两 个 力 偶 是 等 效 的 . 

证 明 由 第 66 小 节 中 关于 作用 在 刚体 上 的 力 系 等 效 的 定理 立刻 就 可 以 得 到 这 
个 定理 , 这 是 因为 2 个 力 偶 的 主 癌 量 相等 (都 等 于 零 ), 主 矩 ( 即 力 偶 矩 ) 也 相等 .， 口 

推论 1 如 果 不 改 变 力 偶 答 的 大 小 和 方向 , 作用 在 刚体 上 的 力 偶 可 以 用 共 面 的 
力 偶 代替 . 

推论 2 作用 在 刚体 上 的 力 偶 可 以 平移 到 与 力 偶 平面 平行 的 平面 内 . 

定理 力 偶 答 等 于 Mi(i = 1,2,… ,n) 的 力 偶 系 等 效 于 一 个 力 偶 , 其 力 偶 矩 M 
等 于 : 

AT = NI 二 NM 十 … 十 AI. (7) 


证 明 这 个 定理 是 第 66 小 节 中 关于 作用 在 刚体 上 的 力 系 等 效 的 定理 的 直接 推 
论 . 口 

因为 对 于 力 偶 系 有 R( = 0, 故 刚体 平衡 条 件 (1) 变 为 向 量 等 式 M = 0, 该 加 
量 等 式 在 公式 (7) 的 基础 上 可 以 写成 下 面 3 个 标量 方程 


Me。 =0, SM =0, 3 = 0. (8) 
?一 1 ?一 工 ?一 1 


如 果 所 有 力 偶 都 在 一 个 平面 内 或 者 位 于 平行 平面 内 , 则 平衡 条 件 可 以 写成 一 个 
标量 方程 . 例如 , 如 果 力 偶 都 垂直 于 Oz 轴 , 则 平衡 条 件 就 是 (8) 的 最 后 一 个 方程 . 

例 1 在 多 面体 的 各 面 上 作用 力 偶 , 其 力 偶 矩 正比 于 相应 面 的 面积 , 方向 重 直 于 
相应 的 面 , 并 指向 多 面体 内 , 试 证 明 这 个 力 偶 系 是 平衡 力 系 . 

设 5 是 某 个 面 的 面积 , 而 M 是 相应 力 偶 的 力 偶 矩 大 小 , 那么 M = kS, 其 中 
是 比例 系数 (k > 0), 它 对 所 有 面 都 相等 . 

作用 在 此 面 上 的 力 偶 可 以 用 等 效力 系 来 代替 , 这 些 力作 用 在 该 面 的 每 条 边 上 , 如 
果 从 外 法 线 方向 看 , 它们 是 顺 时 针 方 向 . 这 些 力 的 大 小 都 等 于 1/2ka, 其 中 a 是 相应 
的 边 长 . 

如 果 对 每 个 力 偶 重复 这 个 过 程 , 则 沿 着 多 面体 的 每 个 棱 边 都 有 2 个 大 小 相等 方 
向 相反 的 力 . 因此 , 作用 在 该 多 面体 上 的 力 偶 系 是 平衡 力 系 . 


71. 泊 松 定理 ”前面 几 小 节 研 究 了 作用 在 刚体 上 的 力 系 简化 问题 , 包括 汇 交 力 
系 、 平 行 力 系 和 力 偶 系 , 现在 我 们 来 研究 一 般 力 系 的 简化 问题 . 
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定理 ( 泊 松 定理 ) 作用 在 刚体 上 的 任意 力 系 等 效 于 由 一 个 力 和 一 个 力 偶 组 成 的 
力 系 , 这 个 力 过 刚体 上 的 某 个 点 O (简化 中 心 ) 且 等 于 原 力 系 的 主 向 量 RR, 这 个 力 偶 
的 力 偶 给 等 于 原 力 系 对 O 点 的 主 矩 . 
这 个 定理 的 正确 性 直接 由 关于 作用 在 刚体 上 的 力 系 等 效 的 定理 ( 见 第 66 小 节 ) 得 到 . 
推论 1 ( 力 的 平行 搬移 ) 作用 在 刚体 上 某 点 的 力 等 效 于 作用 在 刚体 上 另 一 个 点 
的 同一 个 力 和 一 个 力 偶 , 该 力 偶 的 力 偶 给 等 于 原来 的 力 对 新 的 作用 点 的 天 . 
例 1 力 F 作用 在 刚体 上 4(2,2,2) 点 , 其 分 量 为 到 =1， 丽 =-2， 丈 =3. 
不 改变 力 的 作用 , 试 将 其 搬移 到 新 的 作用 点 B( 一 1, 4,2). 
给 定 力 对 B 点 的 矩 有 分 量 Ms = -6， My = -9,， Mz = 一 4. 
于 是 , 搬移 的 结果 变 为 力 下 和 一 个 力 偶 , 其 中 力 偶 矩 大 小 等 于 M = V133, 方向 
_6 9 4 
V133- V133 V133 


72. 静 力 学 不 变量 . 动力 学 螺旋 ” 力 系 的 主 向 量 RR 是 力 系 中 所 有 力 的 和 , 不 依 

赖 于 简化 中 心 的 选择 . 向 量 RR 称 为 静 力学 第 一 不 变量 , 狭义 上 也 称 向 量 RR 大 小 的 平 
方 为 静 力 学 第 一 不 变量 : 

n= Ri+R+ Ry. (9) 


力 系 的 主 矩 依赖 于 简化 中 心 的 选择 , 作用 在 刚体 上 的 力 系 对 于 2 个 不 同 简化 中 
心 的 主 矩 之 间 的 关系 由 公式 (5) 确定 . 由 此 公式 可 得 , 力 系 的 主 矩 和 主 向 量 的 标量 
积 不 依赖 于 简化 中 心 的 选择 , 这 个 标量 积 


bh=Mo:R (10) 


称 为 静 力 学 第 二 不 变量 . 

静 力 学 不 变量 的 存在 表明 , 力 系 主 矩 在 主 向 量 方向 的 投影 M* 不 依赖 于 简化 中 
心 的 选择 . 

动力 学 螺旋 是 指 力 和 力 偶 构成 的 力 系 , 其 中 力 偶 矩 与 力 共 线 . 根据 泊 松 定理 (第 
71 小 节 ), 任何 力 系 都 可 以 简化 为 力 和 力 偶 . 这 就 引起 疑问 : 是 否 可 以 选择 简化 中 心 
使 泊 松 定理 中 提 到 的 力 偶 的 平面 垂直 于 主 向 量 , 即 力 系 简化 为 动力 学 螺旋 ? 

定理 如 果 静 力学 第 二 不 变量 不 为 零 , 则 力 系 可 以 简化 为 动力 学 螺旋 . 

证 明 假设 对 于 某 个 简化 中 心 0, 力 系 简化 为 力 R 和 力 偶 , 其 中 力 偶 和 矩 Mo 
等 于 力 系 对 O 点 的 主 矩 . 以 O 为 原点 建立 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 , 设 Rs, Ry,, R。 和 
Mj, My, Mz 分 别 是 主 回 量 和 主 矩 在 坐标 轴 上 的 投影 . 
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设 0* 是 新 的 简化 中 心 (图 73), 而 z,y,z 是 其 坐 


标 , 为 了 证 明定 理 , 只 需 证 明 可 以 选择 简化 中 心 0* 使 
得 主 矩 Mo. 和 及 共 线 


由 (9)-(11) 可 知 p 不 为 零 : 


hn 


其 中 天 不 为 零 是 定理 的 条 件 . 
利用 公式 (5) 将 (11) 重新 写成 下 面 等 式 


Mo+O*Ox R=pR. (12) 


这 个 等 式 确定 的 不 是 一 个 点 0*, 而 是 一 条 直线 , 简化 中 心 选 在 该 直线 上 , 力 系 就 简 
化 为 动力 学 螺旋 . 将 (12) 写成 标量 形式 为 


MoOz 十 (zR, 一 yRz) _ Moy 十 (zR> 一 zRz) _ MoO-> 十 (yRz 一 rR,) 


RR- RR RR = 2. (13) 
直线 (13) 称 为 力 系 的 中 心 轴 . 如 果 p > 0 则 动力 学 螺旋 称 为 右 螺 旋 , 如 果 p <0 则 
称 为 左 螺旋 . 口 


73. 力 系 简化 的 特殊 情况 ”假设 1 = 0 但 石头 0, 这 可 能 是 Mo = 0 或 者 Mo 
和 RR 垂直 . 根据 作用 在 刚体 上 的 力 系 等 效 判 据 , 这 2 种 情况 下 的 力 系 都 可 以 简化 为 
合力 , 合力 位 于 公式 (13) 确定 的 直线 上 (p = 0). 特别 地 , 如 果 Mo = 0 则 合力 通过 
O 点 . 

假设 f= hh =0 但 Mo #0, 这 时 力 系 简化 为 力 偶 , 其 力 偶 矩 等 于 Mo. 

最 后 , 如 果 1s = 研 =0 并 且 Mo = 0, 则 力 系 是 平衡 力 系 . 

在 下 面 的 表 中 给 出 了 作用 在 刚体 上 的 力 系 简化 的 各 种 可 能 情况 , 为 了 比较 , 表 
的 最 后 一 列 给 出 了 与 刚体 运动 学 中 的 相似 性 . 


Mo.R| R | Mo | 简化 情况 | 运动 学 的 相似 性 
#0 瞬时 螺旋 运动 (运动 学 螺旋 ) 
= 瞬时 转动 
=0 |=0 | 去 9 | 力 偶 | 瞬时 平 动 
=0 |=0 | =0 | 平衡 力 系 | 前 上 


练习 题 2 试 证 明 平 面 力 系 和 空间 平行 力 系 不 可 能 简化 为 动力 学 螺旋 . 


* 92. 第 四 章 静 力 学 [73] 


例 1 在 刚体 上 作用 有 力 系 : 五 = 1N, 方向 沿 着 Oz 轴 ; Fy = 1N, 方向 平行 于 
Oy 轴 , 如 图 74 所 示 , 其 中 Oh = lm. 试 将 这 个 力 系 简化 为 最 简单 的 形式 , 并 求 作用 
在 O 点 的 最 小 的 第 3 个 力 , 这 3 个 力 可 以 简化 为 合力 . 

主 向 量 和 主 短 为 R' = (0,1,1) 和 MO = (0,0,1), 计 
算 静 力学 不 变量 DO: 二 R22， 一 Mo.:R=1. 因 
为 五 尖 0, 力 系 ( 且 , FF) 可 以 简化 为 动力 学 螺旋 . 螺旋 参数 
p= J2/ 卫 = 1/2. 对 于 动力 学 螺旋 的 力 偶 矩 有 M'=pR' = 


y (0,1/2,1/2). 
中 心 轴 方 程 (13) 的 形式 为 
2 z—y 7 1-7 1 
图 74 0 1 1 2 
或 者 z= 二 y， 工 = 二 1/2. 中 心 轴 通 过 线段 O4 的 中 点 , 重 直 于 Oz 轴 , 与 Oy 和 Oz 轴 


成 Xi/4 角 . 

如 果 在 坐标 原点 作用 力 丙 , FY = (X,Y,2), 则 主 和 拭 不 变 ， 而 主 向 量变 为 R' = 
(X,Y +1,2+1). 

由 新 力 系 可 以 简化 为 合力 的 条 件 Mo. 尽 = 0 得 到 等 式 G+1=0, 即 2= -1, 因 
此 力 下 = (X,Y 一 1), 其 中 的 和 了 是 任意 的 . 当 对 = 二 Y=0 时 =vVX2+Y2+1 
有 最 小 值 , 由 此 可 得 Fy = 一 也 |. 


@ 译 者 注 : 原文 此 处 有 错 , 已 更 正 . 


第 五 章 


质量 几何 


81. 质心 : 惯性 和 矩 


74. 质心 我 们 考虑 质点 系 b, (v 一 1,2, 四 ,N), 设 Ty 是 质点 P, 的 质量 ， Ty 
是 质点 PB, 相对 某 个 坐标 系 Ozyz 原点 的 向 径 . 
系统 的 质心 是 指 空间 中 的 几何 点 C， 其 向 径 为 


y , 
TC 一 (> me /M, (1) 
其 中 M 是 系统 的 质量 


M= Sm. 


v 二 1 


系统 的 质心 也 称 为 惯性 中 心 . 
75. 系统 对 轴 的 惯性 矩 . 回转 半径 设 己 点 到 某 个 轴 Y 的 距离 等 于 p,, 称 


N 
J = >》 mupy 
2 一 1 


为 系统 相对 轴 的 惯性 和 : 
惯性 矩 几 可 以 写成 Mp? 的 形式 , 正 数 p 称 为 系统 相对 v 轴 的 田 转 半径. 
评注 1 在 具体 问题 中 求 连续 体 的 质心 和 惯性 给 时 ，rc, M, J 公式 中 的 求 和 变 
为 积分 ， 
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练习 题 1 系统 相对 O 点 的 极 惯性 矩 是 指 


N 
2 
Jo = 2 MyTs, 


试 证 明 系 统 的 质心 是 极 惯性 和 矩 最 小 的 空间 点 . 由 此 推出 ， 质心 在 空间 中 的 位 置 不 依 
赖 于 具体 坐标 系 的 选择 . 

例 1 计算 质量 为 几 、 楞 边 长 为 a,b,c 的 均匀 立方 体 相 对 于 过 其 质心 平行 于 椤 
边 的 直线 的 惯性 矩 . 


设 坐 标 系 Ozyz 的 原点 位 于 立方 体质 心 ， 坐标 轴 平 
行 于 立方 体 的 相应 楞 边 (图 75), 将 立方 体 划分 为 质量 为 
dm、 楞 边 长 为 dx, dy, dz 的 小 立方 体 微 元 , 那么 


dm = dzxdydz. 
abc 


设 z,y,z 是 微 元 的 坐标 , 先 计算 积分 


/ rdm = 至 /, [ Z2dzdydz 
abc 3 


天 @ . 2 
= 二 0 zdz 


类 似 地 , 有 
/an 一 Lmp? 
12 


1 
2 2 
/: dm Tame ) 


和 


于 是 可 以 得 到 惯性 甜 


(y+ z*)dm = 75m(b + ce), 
Jy = /ez + x2)dm = mc 十 ao2)， 
1 
Jz = /ee 十 入 )dm = 13m 十 b>). 


如 果 求 长 为 a 的 均匀 细 杆 相对 于 重 直 于 杆 且 过 杆 中 轴线 的 z 轴 的 惯性 天 , 则 可 
以 在 上 面 第 3 个 式 子 中 令 5 二 0 得 到 , 即 


J = ma’/12. 


[76] 8$1.… 质心 . 惯性 和 矩 . 95. 


例 2 求 均匀 圆 管 对 其 旋转 轴 的 惯性 矩 , 圆 管 的 质量 为 mm 、 内 半径 为 mr、 外 半径 
为 RR (图 76). 

取 质 量 为 dm 、 由 半径 为 p 和 p+dp 的 2 个 同心 圆柱 围 成 
的 ) 微 元 ,那么 


m 
d -一 ee . 二 
m i 一 7 万 TO dp 


2mpdp 
R2—r2’ 


NS 
人 
N 
NS 


\ 
久 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


~ 
AN 
一 


Jz = | Pram = 3 三 03dp = =m(R? 十 72). 
当 7 = 二 0 时 可 以 得 到 圆柱 对 其 转轴 的 惯性 天 
太一 mmR212. SR 
例 3 求 质量 为 m 半径 为 丸 的 均匀 球 对 其 直径 的 惯性 和 天. 图 76 
以 球 心 为 坐标 原点 建立 坐标 系 Ozyz, 由 对 称 性 知 J, = 有 = Jz. 将 球 对 直径 的 
惯性 纸 记 为 .1, 那么 有 
3J =j 十 几 十 .jz =2 | (++)dm. 


取 质 量 为 dm、 由 半径 为 p 和 p++dp 的 2 个 同心 球 围 成 的 微 元 , 有 


\ 
/ArT+---------~-— 


dm 4rp2dp = p2dp. 


mm 
”4xR3/3 
因此 有 2 
2 /am mn /gp mn 
7J= 了 jc 十 Y +z)dm= 3 Rs Pp dp = smR. 

例 4 求 质 量 为 m 底面 半径 为 RR 的 圆锥 对 其 轴 的 惯性 算 . 

取 厚 度 为 dz 平行 于 底面 的 圆 盘 为 微 元 dm, 微 元 与 底 z 
面 距离 为 z (图 77), 于 是 有 


nm (h—z)R] _ 3m 2 
dm 一 万 7 | 站 dz 一 na (h z) dz 
以 及 
J =- /3 h— 2)R am = mE (hde 
” J2 h 215 /ho 
一 3 2 
= om 


76. 对 平行 轴 的 惯性 矩 ”显然 惯性 矩 依 赖 于 轴 v 的 选择 , 下 面 我 们 来 研究 相对 
于 相互 平行 的 轴 的 惯性 矩 之 间 的 关系 . 首先 证 明 , 如 果 Jc 是 相对 于 过 系统 质心 的 茶 
个 轴 的 惯性 矩 , 则 相对 于 平行 于 该 轴 的 任意 轴 的 惯性 矩 心 为 


J, = Jc+Md, (2) 
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其 中 d 是 2 个 轴 之 间 的 距离 吕 . 事实 上 , 将 坐标 原点 取 为 系统 质心 C, 坐标 轴 Cz 党 
着 惯性 矩 Jc 对 应 的 轴 , 而 Cy 轴 垂 直 于 wv 轴 (图 78), 于 是 


N N N N 
= ml ty d= ms +y) 2d my t+ (> m d2. 
v= 二 1 v= 二 1 v=1 2 一 1 


上 面 等 式 右 端 第 1 个 和 就 是 Jc; 第 2 个 和 等 于 零 , 这 是 因为 它 等 于 Myc, 而 对 于 所 
选 坐标 系 有 yc = 0; 第 3 个 和 等 于 系统 质量 M. 这 就 证 明了 (2). 
由 公式 (2) 可 以 得 到 相对 于 任意 2 个 平行 轴 wl 和 ws 的 惯性 矩 的 关系 式 : 
Jui 一 Ju, 十 M(d? 一 cd2)， 


其 中 di 和 ds 分 别 为 轴 wl 和 ws 到 质心 的 距离 . 

例 1 计算 长 为 a 质量 为 mm 的 均 质 细 杆 相对 于 垂直 于 杆 并 过 杆 端点 的 z' 轴 的 
惯性 给 (图 79) . 

因为 (参见 第 75 小 节 中 例 1) Jc = ma?/12, 故 


Jz' = Jc+m(a/2) = ma’/3. 


© B (wm,, WU zy) 


82. 惯性 张 量 与 惯性 椭 球 


77. 相对 过 同一 点 的 不 同 轴 的 惯性 矩 ” 设 轴 v 经 过 坐标 系 Ozyz 的 原点 , 其 与 
Oz, Oy, Oz 轴 夹 角 的 余弦 分 别 为 a, 6, (图 80), 于 是 


N N 
v= 二 1 v=1 | 


N 
一 >》 mv[(1 一 oa)zy 十 (1 一 P*)ys+ (1— Y )2 — 2aBrvyy — 20yTvzy — 2BYYv 2 
7 一 ] 


吕 这 个 结论 称 为 惠 更 斯 - 施 泰 那 定理 
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利用 恒等式 2 十 B22 十 = 二 1, 将 1 一 o2,1 一 BB2,1 一 ?分别 用 访 十 ?2,@?2 十 a2 十 2 
代替 , 并 合并 方 括号 内 的 同类 项 得 


J, 一 万 o2 十 有 万 B 十 .一 2.1yal 一 2.J2za7 — 2JyzBY, (1) 
其 中 引入 了 下 面 的 记号 : 
N 
J = > _ my +) ， Jy -Dm 二 2) J> -Dm 2 + 9) (2) 


vv 二 1] 


N 
jcy 一 >》_ mvzvyw， .jazz = Sm Jyz 一 Ym. (3) 
v 二 1 v= 二 1 v 二 1 


显然 (2) 和 (3) 不 依赖 于 轴 v 的 选择 . (2) 中 各 量 称 为 轴 惯 性 矩 : 厂 是 对 Oz 轴 的 惯 
性 和 矩 , 几 是 对 Oy 轴 的 惯性 矩 , J。 是 对 Oz 轴 的 惯性 矩 . (3) 中 各 量 称 为 离心 惯性 怎 . 
轴 惯 性 矩 是 系统 绕 相 应 轴 转 动 时 的 惯性 度量 , 离心 惯性 矩 可 以 理解 为 系统 质量 非 平 
衡 性 的 度量 : 它们 描述 系统 相对 坐标 平面 质量 分 布 的 非 对 称 性 . 

轴 惯 性 矩 和 离心 惯性 矩 对 于 不 同 的 点 O 是 不 同 的 , 当 坐 标 系 绕 O 点 转动 时 它 
们 也 会 改变 . 可 以 证 明 , 转动 时 (2) 和 (3) 中 的 量 按照 二 阶 对 称 张 量 确定 的 公式 变化 ， 
矩阵 


J 三 一 .Jay Jy —Jyz (4) 
—Jzz —Jyz Jz 
确定 的 二 阶 张 量 , 称 为 系统 相对 O 点 的 惯性 张 量 . 


78. 惯性 椭 球 . 惯性 主轴 公式 (1) 有 明确 的 几何 解释 . 在 轴 w 上 截 出 线段 
ON (图 80), 其 长 度 为 ? 


ON = 1/vV%h, 
我 们 来 求 点 N(x,y,z) 的 几何 位 置 . 显然 有 


CQ 一 V Jur,. Bb 一 VY Juy, 
Y= VJuz. 


将 这 些 代入 公式 (1) 得 
.Jp22 十 Jy 十 Jz 一 2JryTy — 2JrzTz — 2Jyzyz = 1. (5) 


二 次 曲面 (5) 是 椭 球 , 事实 上 因为 ,>6 > 0, 线段 ON 长 度 是 有 限 的 . 上 述 情 
况 的 特例 是 系统 所 有 点 位 于 一 条 直线 上 (如 无 限 细 的 杆 的 情况 ), 这 时 惯性 矩 几 = 0 
惯性 椭 球 退化 为 圆柱 . 
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椭 球 (5) 称 为 系统 对 O 点 的 惯性 椭 球 , 在 坐标 系 Ozyz 转动 时 惯性 椭 球 方程 发 
生 改 变 , 惯性 椭 球 的 主轴 称 为 系统 对 O 点 的 惯性 主轴 . 在 坐标 轴 与 惯性 主轴 重合 的 
坐标 系 Ox.y;z; 中 , 方程 (5) 的 形式 为 z 


4z2 + By 十 Cz2 一 | (6) 


在 这 个 坐标 系 中 离心 惯性 矩 等 于 零 : ,y= 及 ,z, = 奶 .z, = 0, 而 4, B,C 是 相应 于 
主轴 Oz,, Oy, Oz 的 惯性 和 矩 , 称 为 系统 对 O 点 的 主 惯性 矩 . 如 果 O 点 与 系统 质心 
重合 , 则 Oz,, Oy,, Oz 称 为 中 心 惯性 主轴 , 4, B,C 称 为 中 心 主 惯性 逢 . 

由 解析 几何 可 知 , 对 任意 椭 球 都 存在 主轴 ，A4, B,C 就 是 矩阵 (4) 的 特征 值 , 如 
果 它 们 各 不 相同 , 则 主轴 是 唯一 确定 的 . 如 果 对 O 点 的 惯性 椭 球 是 关于 Oz 的 旋 
转 椭 球 , 则 主轴 可 以 选 0z, 轴 和 位 于 椭 球 赤道 平面 内 的 任意 2 个 垂直 的 轴 .， 如 果 
A = B=0, 则 所 有 过 O 点 的 轴 都 是 惯性 主轴 

如 果 有 了 对 O 点 的 惯性 椭 球 , 则 对 任意 轴 v 的 惯性 矩 就 等 于 1/ON?, 其 中 ON 
是 连接 O 点 和 轴 wv 与 椭 球 交点 的 线段 . 相对 椭 球 最 短 轴 的 惯性 矩 最 大 , 相对 椭 球 最 
长 轴 的 惯性 矩 最 小 . 

评注 2 假设 选择 某 坐 标 系 Ozyz 使 得 3 个 离心 惯性 矩 中 只 有 2 个 等 于 零 , 例 
如 jz = Jyz = 二 0 但 Joy 关 0, 我 们 来 证 明 Oz 轴 是 主轴 .为 此 需要 证 明 , 将 坐标 系 
Ozyz 转动 一 个 角度 a 得 到 坐标 系 Oz'yz 后 , 所 有 的 离心 惯性 给 都 等 于 零 . 事实 上 ， 
假设 坐标 系 Oz'yz 是 由 坐标 系 Ozgz 逆 时 针 (从 Oz 轴 正 向 往 下 看 ) 转动 一 个 角度 
a 得 到 的 , 那么 已 点 在 2 个 坐标 系 中 的 坐标 满足 下 面 关系 


/ 。 / . / 
T= TyCOosSQa+Yyysina, Y= —zysina+yy,cosa, ,= %. (7) 


利用 等 式 (7) 和 .Js = zs = 0 可 得 


N N 
JJ = > ， My TZ,, 一 >》， my (Tv cosG + yy sin Qa)zy 
v=1 v=1 
N N 
一 (> ma .COS Q 十 | ma Sin w 
v=1 … v=1 


= Jzz COSQ + Jyz Sinoa = 0. 


类 似 地 可 以 得 到 .Jiz = 0, 即 转动 前 等 于 零 的 离心 惯性 答 在 绕 Oz 轴 转 动 任意 角度 
后 仍然 为 零 . 下 面 计算 第 3 个 离心 惯性 甜 : 


N 

/ / 

Jzr'y = > TD 多 
2 一 1 
N 


= >》 mv (Ty cosw + Yu sin Qa)(—zy Sin a + yy cos al 


2 一 1 
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N N 
一 -5 (> mv (722 一 站 Sin 2a 十 和 ma ) COS20. 
v= 二 1 v= 二 1] 
可 以 发 现 吕 ， 
Dm = .jy — Jz. 
令 Jz'y' = 0 得 到 关于 角度 的 方程 


-3(h — Jz)sin2a + Jzry cos2a = 0. 
如 果 且 二 妃 , 则 a = T/4; 如 果 及 关 妃 , 则 
2 .Jry 
Jy— Jz 


1 
0Q = ~ arctan 
2 


因此 Oz 轴 是 惯性 主轴 . 

练习 题 2 试 证 明 , 如 果 底 面 半径 为 RR 高 为 h 的 均 质 圆锥 满足 关系 式 R = 2h, 
则 圆锥 对 其 顶点 的 惯性 椭 球 是 球 . 

练习 题 3 证 明 : 1) 惯性 主轴 对 其 上 所 有 点 都 是 主轴 当 且 仅 当 该 轴 是 中 心 惯性 
主轴 ; 2) 如 果 系 统 有 质量 对 称 轴 , 则 该 轴 是 中 心 惯性 主轴 ; 3) 如 果 系 统 有 质量 对 称 
面 , 则 任意 垂直 于 该 平面 的 直线 是 系统 对 该 直线 与 对 称 面 交点 的 惯性 主轴 ; 4) 对 于 
均 质 旋转 体 , 旋转 轴 和 任意 2 个 相互 重 直 并 垂直 于 旋转 轴 的 轴 构 成 惯性 主轴 系 . 

79. 主 惯性 和 矩 的 性 质 ”不 是 所 有 椭 球 都 可 以 当 作 惯性 椭 球 , 事实 上 , 如 果 取 Ozx，， 
Oy:, Oz 为 对 O 点 的 惯性 主轴 , 则 惯性 椭 球 的 方程 具有 (6) 的 形式 , 其 中 


N N a 
4= Ym (2, 十 zxy), B= > my (zxv 十 Txy), C= 2 mT 下 ye) 


7 一 1 2 一 1 7 一 工 
主 惯性 矩 (其 实 , 轴 惯 性 矩 (2) 也 是 ) 满足 三 角 不 等 式 : 
A+B>0, A+C2B, B+0>4. (8) 
我 们 来 验证 这 些 不 等 式 中 的 第 1 个 : 


N 
A+B= > ,mv(z2, 十 yo 十 2zxv) 


罗 N N 
= > mv(Z2, + Yy#,) + 2 > muzs?, 一 C 十 2 mvz%,>0, 
并 且 等 号 成 立 仅 当 系 统 的 所 有 点 位 于 平面 Ozsy* 内, 即 对 所 有 的 v 都 有 zuv = 0. 第 


2 和 第 3 个 不 等 式 可 以 类 似 地 验证 . 
@ 译 者 注 : 原文 下 式 有 错 , 已 更 正 . 
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为 了 给 出 惯性 和 矩 允 许 取 值 范围 的 几何 解释 , 引入 
记号 94 = 4/B,bc = C/B. 不 等 式 (8) 可 以 写成 下 面 
形式 


O04+l>0c, 0aA+0c2>1, 1+ Wo2>04. 


参数 允许 取 值 区 域 在 图 81 上 用 阴影 表示 , 是 位 于 


0 O04 平行 直线 904 十 1= 0c 和 1 十 9c = 04 之 间 以 及 直线 
图 sl 94 + 9c = 1 右上 方 的 无 穷 大 带 状 区 域 . 参数 允许 取 值 


区 域 的 边界 94 十 1 = 0c,1 十 9co = 04 和 04 + 9c = 1 相应 于 位 于 Oz.y:, OT:zx 和 
Oy;zx 平面 内 的 质点 系 . 图 81 上 的 点 (1,0), 点 (0,1), 直线 04 十 1 =9c 和 1+0c = 04 
上 无 穷 远 点 , 相应 于 位 于 Oz, Oz 和 Oy 轴 上 的 质点 系 . 

练习 题 4 试 证 明 , 元 素 J; (i,j = 1,2,3; .Ji = Jji) 构成 的 对 称 矩 阵 可 以 看 作 
实际 刚体 惯性 张 量 和 矩阵 当 且 仅 当 下 面 不 等 式 同时 成 立 巴 : 


Z1 > 0， rix2 一 .JJ > 0 


2 2 2 
T1T2T3 一 Z1.123 一 T2J13 一 T3J1o 一 2.11>.113Jo23 > 0, 


其 中 


_ J22 + J33 — 1 _ Jii+ J33— J22 Ji1+ J22 一 .as 
TT 2 ) 3 


参见: IepkoB B. HH., Cappiges B. A. OmrmMM3aIH rpaBMTaIMOHHO 首 CHCTeMEI cTa6H- 
THM3aIHNH CHYTHKOB C OHOCTeIeHHEIM HOABECOM Ha CHAO6O9NNAUITHYECKON opOuTe, M.: Hu-T 


pUnKAanHoM MaTeMaTHKH AH CCCP, npenpunnT Ne 90, 1974. 


$1. 力学 系统 的 基本 动力 学 量 
80. 系统 动量 力学 系统 的 动量 是 指向 量 


N 
Q = >》 mvv,. (1) 
v=1 


N N 
由 于 Mrc = mury, 因此 有 Mowvc = >》mnvwv 一 Q, 于 是 


v= 二] vv 二 1 


GO = Mowoc, (2) 
即 系统 的 动量 等 于 系统 的 质量 乘 以 质心 速度 . 


81. 系统 动量 的 主 矩 (动量 矩 ) 设 p, 是 系统 的 质 
点 相对 某 个 点 4 的 向 径 , 而 4 点 称 为 矩 心 (图 82). 质 
点 已 相对 短 心 4 的 动量 矩 是 指向 量 


K,a = Py X MyVy. 


质点 已 相对 轴 的 动量 矩 是 指 质点 相对 在 该 轴 上 任 
选 点 为 矩 心 的 动量 矩 在 该 轴 上 的 投影 . 相对 轴 的 动量 矩 
不 依赖 于 在 该 轴 上 甜心 的 选择 ,这 个 证 明 完全 类 似 于 在 
第 49 小 节 中 力 对 轴 的 短 . 


系统 动量 相对 迁 心 4 的 主 抵 (动量 矩 ) 是 指 癌 量 


N 
Ka = >》 pv x MyVy. (3) 
v=1 
系统 相对 轴 的 动量 主 抵 (动量 矩 ) 是 指 系统 动量 相对 在 该 轴 上 任 选 点 为 矩 心 的 
主 矩 在 该 轴 上 的 投影 . 
改变 矩 心 也 会 改变 系统 的 动量 矩 . 下 面 推导 系统 相对 2 个 不 同 的 和 失 心 4 和 五 
的 动量 矩 之 间 的 关系 , 设 pva 和 pv 是 质点 PB 相对 和 矩 心 4 和 B 的 向 径 , 那么 


N N 
Kp 一 >》 pvB X MyDD = 》 (pva 十 万 4) xX MyuVy 


vv 二 1 vv 二 1 


N N 
一 >》 pva xX MyVyv +BAx > mvw = Ka+BAx®Q, 
v 二 1 v=1 
即 


接 下 来 研究 系统 相对 任意 矩 心 和 相对 质心 的 动量 矩 之 间 的 关系 . 首先 介绍 在 这 
里 和 今后 都 非常 重要 的 概念 : 系统 相对 质心 的 运动 , 这 个 运动 是 指 系 统 质点 相对 以 
质心 为 原点 的 平 动 坐 标 系 的 运动 , 这 个 坐标 系 也 称 为 柯 尼 和 希 坐 标 系 . 

下 面 证 明 , 系统 相对 质心 C 的 绝对 动量 抢 Kc 等 于 相对 C 的 相对 动量 矩 Kc 
事实 上 , 设 vc 是 质心 的 绝对 速度 , w 是 系统 质点 PP 的 绝对 速度 , wx 是 系统 质点 
PP, 相对 质心 运动 的 速度 . 由 于 柯 尼 希 坐标 系 作 平 动 , 系统 所 有 点 的 牵连 速度 都 等 于 
vco, 因此 质点 书 , 的 绝对 速度 由 下 面 公式 确定 


Vy = VO 十 Uyr. (5) 


设 px 是 质点 书 相对 质心 的 向 径 , 那么 
N 

用 cr = pvr X My Vvr. (6) 
v=1 


现在 计算 系统 相对 C 点 的 绝对 动量 矩 : 


N N 
Kc = >》 pmr xX Mv Vy 一 》 pur X mv(vVGC 十 Vyr) 
7 一 工 


v=] 


N N 
> mp X VC 十 2 Prvr * MyVvr-. (7) 


v= 二 1 v= 二] 
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因为 在 柯 尼 希 坐标 系 中 质心 位 于 坐标 原点 (por = 0), 所 以 2 mvpyr = Mpcr = 0， 
再 由 (6) 和 (7) 可 得 Kc = Kor. 
注意 到 


N 
》_ mvorr = Mvcr = 0， 


2 一 | 
即 在 相对 质心 的 运动 中 系统 的 动量 等 于 零 , 由 (4) 可 得 , 在 相对 质心 的 运动 中 系统 对 
空间 任意 点 的 动量 矩 都 等 于 Kc. 
假设 O 为 质心 , 系统 对 矩 心 O 的 动量 矩 等 于 系统 的 相对 动量 矩 (对 空间 任意 点 
都 相同 ) 加 上 向 量 Q 对 和 矩 心 O 的 算 . 


82. 定点 运动 刚体 的 动量 和 矩 ”以 刚体 的 固定 点 为 原点 建立 坐标 系 Ozyz 并 且 坐 
标 轴 相 对 刚体 不 动 . 设 p, 是 刚体 的 质点 PB, 相对 坐标 原点 的 回 径 , 在 Oz, Oy, Oz 
轴 上 的 投影 表示 为 zw wz, 刚体 瞬时 角速度 w 在 Orz, Oy,Oz 轴 上 的 投影 表示 为 
用， d， 了 

我 们 计算 刚体 相对 O 点 的 动量 矩 . 考虑 到 玉 点 的 速度 ww 等 于 w x pu, 有 


N 
Ko = Spx mw = Spx mw x ps) = D mp (w x pv). 


vv 二 1 vv 二 1] 


利用 3 个 向 量 混合 积 公 式 a x (b x c) = b(a:c) 一 c(a:b) 可 以 将 Ko 的 表达 式 
重新 写成 


N N 
Ko = 》 mpiw — Ym(w pr)py 
v=1 v=1 
N 


N 
一 >》 mv(z2 十 yz 十 Z2)w 一 > mv (prv + gg 十 7zz)pv. 
v=1 


由 此 可 得 向 量 Ko 在 Oz 轴 上 的 投影 : 


N N 
Koz = > my (Z2 十 J 十 z2)p 一 >》 mv(pzv 十 qyv 十 TZy )Tv 


7 一 1 一] 


N N N 
_ (> mu + 可 p (> mt ) g- (> ma ) ;» 
v=1 v=1 v=1 


类 似 地 可 以 写 出 投影 Ko, 和 Ko 的 表达 式 . 利用 第 77 小 节 中 关于 轴 惯 性 算 
和 离心 惯性 矩 的 公式 , 最 终 得 


人 oz = 2Z 岂 一 .jzy9 一 JzzT, 


Koy 二 一 Jzyp 十 Jyq 一 Juz7 (8) 
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Koz = —Jzrzp 一 Jyzq + JJz7. 
利用 确定 刚体 对 O 点 惯性 张 量 的 矩阵 J 了 (参见 第 77 小 节 ), 这 些 公 式 可 以 写 得 
更 紧凑 
Ko = Jw. (9) 
特别 地 , 当 Oz, Ovy, Oz 是 对 O 点 的 惯性 主轴 时 , 矩阵 了 是 对 角 的 , 其 对 角 元 素 
是 刚体 对 O 点 的 主 惯性 矩 , 即 J, = 4， 妨 = B， Jz = 0, 这 时 有 


KoDr 一 Ap, Ko 一 已 9， K Oz 一 CT. (10) 
如 果 刚 体 绕 固定 轴 转 动 , 例如 绕 Oz 轴 转 动 , 则 p = g = 0 且 根 据 (8) 有 
Koz = —Jzrz", Koy = 一 vyz7， Koz = J/z7 (11) 


由 (11) 可 知 , 在 刚体 定 轴 转 动 时 , 动量 矩 与 转动 轴 的 方向 一 般 是 不 同 的, 它们 重合 的 
充分 必要 条 件 是 转动 轴 是 刚体 的 惯性 主轴 . 


83. 系统 动能 . 柯 尼 和 希 定理 ”系统 的 动能 是 指 


1 
2 
I = 3 2 Mw (12) 


在 计算 动能 时 经 常用 到 下 面 定理 : 

定理 系统 的 动能 等 于 位 于 系统 质心 处 且 具 有 系统 质量 的 质点 的 动能 , 再 加 上 
系统 相对 质心 运动 的 动能 . 

证 明 根据 (5) 和 (12) 有 


N 
1 


7 一 1 


] /Vv ， N | ， 
一 7 (> m VC 十 (> mo) “VC 十 5 Dm 
1  ， 1 一 ， 
一 aMvc 十 MvGcr .ce 十 3 2 Mw 


一 1 


因为 质心 的 相对 速度 vo: 等 于 零 , 所 以 有 


1 
T= 二 Mu2 十 5 mv (13) 


1 N 
2 v=1 


[85] $2， 系统 动力 学 基本 定理 . 105 . 


84. 定 后 运动 刚体 的 动能 ” 设 Ozyz 是 与 刚体 固 连 的 坐标 系 , 原点 位 于 刚体 的 
固定 点 O. 又 设 刚体 的 瞬时 角速度 w 方向 沿 着 轴 wv, 该 轴 与 坐标 轴 Oz, Oy, Oz 的 夹 
角 的 余弦 分 别 为 w 8,?, 那么 角速度 w 在 坐标 轴 Oz, Oy, Oz 上 的 投影 分 别 等 于 


p=wa, gqg=wh, T=w7Y. (14) 
如 果 d, 是 已 点 到 轴 久 的 距离 , 则 vw = wdy, 刚体 动能 有 如 下 形式 
TD me (Pm) 0 
其 中 六 是 刚体 相对 轴 v 的 惯性 矩 . 将 第 77 小 节 中 到 的 表达 式 (1) 代入 (15), 再 利 
用 公式 (14) 最 终 得 到 
T= Jap? + hq + Ter) — Jrypq — Jrzpr — Jyzqr. (16) 
如 果 Oz, Oy, Oz 是 刚体 对 O 点 的 惯性 主轴 , 则 公式 (16) 有 下 面 形 式 
T= (Ap? + Bq? + Cr’), (17) 


其 中 4, B,C 是 刚体 相对 Ox, Oy, Oz 轴 的 惯性 矩 . 
对 于 绕 Oz 轴 作 定 轴 转动 的 刚体 , 公式 (16) 将 更 加 简化 , 因为 这 时 p = 4 = 
0,|r| = w 所 以 有 
T= 5 zw (18) 
评注 1 刚体 瞬时 角速度 w 和 相对 固定 点 O 的 动量 矩 之 间 存 在 简单 的 几何 关 
系 , 事实 上 , 由 公式 (8) 和 (16) 可 知 


T= (Ko .w). (19) 


由 运动 刚体 的 动能 是 正 的 可 知 , 向 量 Ko 和 w 之 间 的 夹 角 总 是 锐角 . 当 2 个 向 量 
Ko 和 w 之 中 有 一 个 方向 给 定 , 可 以 利用 公式 (19) 求 出 另 一 个 的 方向 . 

练习 题 1 假设 已 知 刚体 对 固定 点 O 的 惯性 椭 球 以 及 瞬时 角速度 , 求 刚体 对 O 
点 的 动量 矩 Ko 的 大 小 和 方向 . 


$2.， 系统 动力 学 基本 定理 


N) 在 某 个 惯性 坐标 系 中 的 运动 . 设 m, 是 书 的 质量 , pv 是 PB, 对 坐标 原点 的 向 
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径 , 如 果 系 统 是 非 自 由 的 , 则 除了 作用 在 系统 上 的 主动 力 , 还 要 考虑 约束 反 力 . 如 果 
将 作用 在 系统 上 的 所 有 力 分 为 外 力 和 内 力 , 则 由 牛顿 定律 得 到 系统 的 运动 微分 方程 


mvtwy = Fl®) 十 FO (v=1,2,..……,N), (1) 


其 中 w, 是 已 在 惯性 参考 系 中 的 加 速度 , 和 FY 分 别 是 作用 在 P, 点 的 所 有 
外 力 的 合力 和 所 有 内 力 的 合力 . 

为 了 研究 运动 , 必须 在 给 定 初始 条 件 下 求解 方程 组 (1) 得 到 r, 依赖 于 时 间 的 关 
系 . 在 多 数 情况 下 这 是 不 可 能 的 , 特别 是 当 方程 数 很 大 时 

然而 , 在 实际 研究 运动 时 经 常 不 需要 研究 方程 组 (1), 只 需 知道 某 些 量 随 时 间 的 
变化 , 这 些 量 对 整个 系统 具有 一 般 性 , 是 坐标 和 速度 (也 可 能 包括 时 间 ) 的 函数 . 如 
果 该 函数 在 系统 运动 过 程 中 保持 常数 , 则 称 之 为 运动 方程 (1) 的 第 一 积分 . 利用 第 一 
积分 可 以 简化 研究 运动 的 问题 , 有 时 还 可 以 完全 求解 问题 . 

最 常用 于 获得 方程 组 (1) 第 一 积分 的 方法 的 基础 是 研究 基本 动力 学 量 : 动量 、 动 
量 矩 和 动能 , 这 些 量 随时 间 的 变化 以 直接 从 方程 组 (1) 得 到 的 动力 学 基本 定理 来 描 
述 . 某 些 基本 动力 学 量 保持 为 常量 的 定理 称 为 守恒 定律 . 


86. 动量 定理 将 方程 组 (1) 求 和 得 


N N N 
>》 mywy = > F(®) 十 >》 Fi. (2) 
v= 二 1 2 一 1 2 一 | 


等 式 (2) 右边 第 1 个 和 等 于 外 力主 向 量 R(; 根据 牛顿 第 三 定律 系统 的 内 力 两 两 等 

值 反 向 , 所 以 第 2 个 和 等 于 零 . 考虑 到 系统 每 个 质点 的 质量 是 常数 , 方程 组 (1) 可 以 
写成 

dQ 

dt 

这 个 等 式 给 出 了 系统 动量 定理 : 系统 动量 随时 间 的 变化 率 等 于 系统 的 外 力主 

向 量 . - 

这 个 定理 可 以 写成 积分 形式 : 将 方程 (3) 两 边 从 到 to 积分 得 


~ R®. (3) 


AQ = Qs Qi- | ROdt. (4) 
公式 (4) 右边 的 积分 称 为 在 时 间 ts 一刀 内 的 外 力 冲 量 , 于 是 , 动量 在 有 限时 间 内 的 
增 量 等 于 该 时 间 内 外 力 的 冲 量 

动量 定理 微分 形式 还 有 另 一 种 表达 . 由 于 Q = Muc, 其 中 M 是 系统 的 质量 , ve 
是 质心 的 速度 , 考虑 到 M 是 常数 , (3) 可 以 写成 


dz 
MI 一 一 = R®. 
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这 个 等 式 意味 着 ,系统 质心 的 运动 就 好 像 系统 全 部 质量 集中 在 质心 形成 的 质点 ， 
在 等 于 系统 外 力主 向 量 的 力作 用 下 运动 . 这 个 结论 称 为 质心 (惯性 中 心 ) 运动 定理 . 

如 果 系 统 是 封闭 的 , 则 R(® = 0, 由 (3) 可 得 动量 守恒 定律 : 封闭 系统 在 运动 中 
其 动量 保持 为 常量 .在 公式 (5) 的 基础 上 动量 守恒 定律 也 可 以 表述 为 : 封闭 系统 质 
心 的 速度 是 常量 . 显然 这 些 结论 对 于 非 封 闭 的 但 是 鼠 e) = 0 的 系统 也 是 正确 的 . 

将 向 量 Q 向 坐标 轴 投 影 , 由 动量 守恒 定律 可 得 3 个 第 一 积分 


zr 一 Cl) Gy 一 C2， (2 一 C03， 
或 者 


io=c, Yoc=c, c= 06, 
其 中 Qj,Q@,y,Q: 和 jc,yc,zc 分 别 是 系统 的 动量 和 质心 速度 在 Ox, Oy,Oz 轴 上 的 
投影 ， 而 Ci, C (i 一 1,2, 3) 是 常数 . 
如 果 外 力主 向 量 在 某 一 个 轴 , 例如 Oz 轴 上 投影 为 零 , 则 有 1 个 第 一 积分 


Qs = 二 const 或 jc = const. 


例 1 两 个 人 站 在 绝对 光滑 的 水 平面 上 , 相互 的 距离 为 a, 其 中 一 人 抛 出 1 个 质 
量 为 m 的 球 , 另 一 人 经 过 t 秒 后 接 到 球 . 如 果 抛 球 人 质量 为 M, 他 将 以 什么 速度 开 
始 沿 着 水 平面 滑动 . 

因为 平面 是 绝对 光滑 的 , 故 外 力 (重力 和 平面 的 约束 反 力 ) 的 主 向 量 的 水 平方 向 
分 量 等 于 零 . 由 此 可 知 , 由 抛 球 人 和 球 组 成 的 系统 的 动量 在 平面 上 投影 为 常量 (由 于 
在 初始 时 刻 系 统 静 止 , 该 常量 等 于 零 ). 

设 v 是 抛 球 人 在 抛 球 后 开始 运动 的 速度 ,注意 到 系 
统 质 心 绝对 速度 的 水 平分 量 等 于 a/t, 可 得 


Au 一 me 一 0. 
由 此 得 
y= 
Mt 


例 2 两 个 质量 相同 的 点 按 某 种 规律 相互 吸引 ， 分 别 
活着 Oz 轴 和 Oy 轴 从 静止 开始 无 摩擦 地 滑动 (图 83). 
试 证 明 无 论 引 力 规 律 如 何 , 2 个 质点 都 同时 到 达 坐 标 原点 . 

作用 在 由 2 个 质点 组 成 的 系统 上 的 外 力 是 Oz 和 Oy 图 83 
轴 的 约束 反 力 Ni 和 No, 这 2 个 力 分 别 垂 直 于 相应 的 坐 
标 轴 .由 于 每 个 质点 被 约束 在 相应 的 坐标 轴 上 运动 , 因此 有 Ni = Fcosa， Na = 
Rsina, 其 中 下 是 质点 间 引 力 的 大 小 .外 力主 向 量 的 分 量 为 一 No, 一 Ni, 即 RS 与 
以 系统 质心 为 起 点 以 坐标 原点 为 终点 的 向 量 CO 共 线 . 因为 t=0 时 系统 静止 ,根据 
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质心 运动 定理 , 点 C 在 t > 0 时 将 沿 着 过 O 点 和 质心 初始 位 置 的 不 变 直线 运动 , 因 
此 2 个 质点 同时 到 达 坐 标 原点 ， 


87. 动量 矩 定理 ” 设 v, 是 系统 的 质点 PP, 在 惯性 参考 系 中 的 速度 , r, 是 PP 相 
对 坐标 原点 的 向 径 (图 82). 设 ,4 为 空间 的 任意 点 , 它 在 运动 过 程 中 可 以 不 与 系统 的 
任何 质点 重合 , 它 可 以 是 不 动 的 , 也 可 以 是 作 任 意 运动 的 , 用 va 表示 其 在 选 定 惯性 
系 中 的 速度 . 设 m 是 PP, 相对 4 点 的 向 径 , 那么 系统 对 4 点 的 动量 矩 为 


N 
Ka= 》 pv x mv. (6) 


v= 二 1 


将 (6) 两 边 对 时 间 求 导 , 考虑 到 mv 是 常数 并 利用 (1) 得 


X Myvdy 十 》 pv X MyWy 


vv 二 1 


= Sy dpr jr XMvvv + px (Fl(®) 十 五 的 )， 
v= 二 1 


v= 二] 


dK ~ dpy 
dt 所 dt 


这 个 等 式 的 最 后 一 个 和 等 于 外 力 对 4 点 的 主 矩 MY (参见 第 50 小 节 ). 根据 


图 82 计算 得 
dp, dr, dra 


dd dd dd "4 
以 及 y 
>》 mvuv = Mvwc. 
v=1 
于 是 可 得 
N 
4 -> ,一 04) XxX mv + ME) 
人 z 
= (2 mw] xvA+M) = Mwvwo X vA+M%). 
最 终 得 
dK 


rr = Move XxV4 + Me). (7) 


如 果 4 点 不 运动 , 则 在 系统 运动 过 程 中 v4 = 0, 相对 任意 甜心 的 动量 矩 定理 (7) 变 


为 下 面 常 见 的 形式 
aKa 


dt 
方程 (8) 给 出 了 相对 固定 矩 心 的 动量 和 矩 定理 : 系统 相对 固定 矩 心 的 动量 和 矩 对 时 间 的 
导数 等 于 系统 的 外 力 对 该 给 心 的 主 甜 . 


= MG). (8) 
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这 个 定理 可 以 写成 积分 形式 : 将 (8) 两 边 从 五 到 刀 积分 得 


t2 
AK/A= Ka,— KA, = Mdt. (9) 
t1 
这 个 公式 右边 的 积分 称 为 时 间 to 一石 内 外 力 的 冲 量 矩 . 可 见 , 在 有 限时 间 内 系统 相 
对 固定 矩 心 的 动量 矩 的 增 量 等 于 这 段 时 间 内 外 力 对 该 矩 心 的 冲 量 憩 . 
如 果 系 统 是 封闭 的 , 则 M% = 0, 由 (8) 可 得 动量 和 矩 守恒 定律 : 封闭 系统 在 运动 
中 , 系统 相对 任意 固定 矩 心 的 动量 矩 保持 为 常量 : 


KA = const. (10) 
如 果 Kaz, Kay, Kaz 是 Ka 在 相应 坐标 轴 上 的 投影 , 则 由 (10) 得 下 面 3 个 第 一 积分 
KAazr = cl， KAy 一 C2， K Az = C3， 


其 中 ci(i = 1,2,3) 是 任意 常数 . 这 些 第 一 积分 不 仅 对 封闭 系统 成 立 , 有 时 当 系 统 不 
是 封闭 的 , 但 是 在 运动 过 程 中 对 某 个 固定 的 矩 心 4 总 有 M% = 0 时 也 成 立 . 

我 们 还 可 以 发 现 , 如 果 运 动 过 程 中 Me) = 0 总 成 立 , 则 积分 (10) 不 仅 在 矩 心 4 
不 动 的 条 件 下 存在 , 而 且 在 更 一 般 的 情况 下 成 立 , 只 要 在 运动 过 程 中 , 点 4 和 C 对 
坐标 原点 的 向 径 ra 和 rc 满足 关系 式 r4 = arc + a, 其 中 a 是 常 回 量 , a 是 常数 . 
事实 上 , 这 时 v4 = aoc, 等 式 (7) 右边 第 1 项 恒 等 于 零 , 所 以 当 Me') = 0 时 存在 第 
一 积分 (10). 

上 面 讨论 的 固定 矩 心 4 的 情况 可 以 由 此 令 a = 0 得 到 . 如 果 aw=1 且 a=0， 
则 ra = rc, 并 且 (7) 有 下 面 形式 

dKoe 


= Me”, (11) 


由 此 可 得 , 系统 对 固定 矩 心 4 和 质心 :C 的 动量 矩 定 理 有 相同 的 形式 : 方程 左边 是 对 
点 (固定 手心 4 或 质心 C) 的 动量 矩 的 导数 , 右边 是 外 力 对 该 点 的 主 矩 . 可 以 发 现 ， 
在 方程 (11) 右边 , 系统 对 质心 的 绝对 动量 矩 Kc 可 以 代替 为 系统 对 质心 的 相对 动量 
矩 Kc (参见 第 82 小 节 ). 

设 wu 是 某 个 不 动 轴 或 者 是 过 系统 质心 的 某 个 动 轴 , 由 (8) 和 (11), 系统 相对 该 
轴 的 动量 矩 K 满足 下 面 的 微分 方程 


dK, 。 
其 中 M( 是 外 力 对 v 轴 的 主 矩 . 如 果 在 运动 过 程 中 M4 = 0, 则 有 第 一 积分 
K,, = const. (13) 


最 后 这 个 结果 有 一 般 性 , 有 下 面 结论 . 
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定理 设 在 运动 过 程 中 Me) = 0, 那么 存在 第 一 积分 (13) 的 充分 必要 条 件 是 系 

统 质心 速度 和 轴 上 任意 点 4 的 速度 在 垂直 于 该 轴 的 平面 上 的 投影 , 在 运动 过 程 中 保 
持平 行 . 

证 明 设 e 是 轴 、 的 单位 向 量 , 将 等 式 (7) 两 边 点 乘 向 量 e 并 考虑 到 e 的 大 小 

d(KA.:e) 

dt 加 

由 于 Ka'e = Ks, MX) .e 二 M4), 故 上 面 等 式 可 以 写成 


dKv 
dt 


如 果 M9 = 0, 则 K, 是 常数 当 且 仅 当 (vo x v4) .e = 0. 如 果 将 立轴 取 为 Oz 
轴 , 则 该 条 件 等 价 于 


M(vc x vA):et+ MK).e. 


一 Muc Xx vA) ‘e+ M(®). 


za _ sc 
yA yo 
即 点 4 和 C 的 速度 在 垂直 于 轴 的 平面 上 投影 平行 , 也 正 是 需要 证 明 的 . 口 


例 1 质量 为 M 的 均 质 圆锥 , 其 对 称 轴 固 定 且 沿 着 竖 直 方向 , 顶点 向 上 . 沿 着 
母线 有 一 道 细 构 . 圆锥 以 角速度 wo 绕 其 轴 转 动 , 同时 从 项 点 沿 着 细 构 无 初速 度 释放 
质量 为 m 的 小 球 . 当 小 球 滑 出 细 槽 时 , 圆锥 的 角速度 等 于 多 少 ? 

因为 圆锥 和 小 球 组 成 的 系统 的 外 力 对 转轴 没有 力矩 ， 系 统 对 转轴 的 动量 矩 K， 
等 于 常数 . 在 初始 时 刻 

K; = Jzwo, 
在 小 球 滑 出 细 构 的 时 刻 
K; = Jw + mRw, 


其 中 尺 是 圆锥 底面 半径 , J 二 MR 是 圆锥 相对 转轴 的 惯性 矩 . 由 等 式 


J oo = Jw + mR2w. 


3M 
~ 3M+1i0m™ 

例 2 质量 为 M 半径 为 R 的 细 圆 环 位 于 光滑 水 平面 上 , 质量 为 m 的 质点 4 以 
常 速 v 沿 着 圆 环 运动 . 如 果 初 始 时 刻 质点 和 圆 环 都 静止 , 求 该 系统 在 平面 内 的 运动 . 


(WwW 
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因为 外 力主 向 量 的 水 平分 量 等 于 零 ， 初 始 时 刻 系统 。 
质心 C 静止 , 所 以 在 系统 后 来 的 运动 中 质心 保持 静止 /AS 
设 C 点 到 圆 环 中 心 O 的 距离 为 (图 84) 人 、 


2 A 
AA 
0C= Fim ~ 


C 点 到 4 点 的 距离 为 


M 图 84 
于 二 元 人 
因此 , 圆 环 中 心 O 和 质点 4 沿 着 以 C 为 圆心 的 同心 圆 运动 ,并 且 O 和 A 总 是 位 于 
各 自 轨迹 直径 上 C 点 的 两 边 . 
为 了 确定 圆 环 的 角速度 w, 根据 外 力 对 固定 轴 Cz 的 主 给 等 于 零 , 系统 相对 该 轴 
的 动量 矩 为 常数 (等 于 零 , 这 是 因为 初始 时 刻 系统 静止 ), 即 有 


4C = 


Jcwo+mlo+w:4C).4C = 0， 


其 中 Jc 是 圆 环 对 Cz 轴 的 惯性 矩 . 因为 圆 环 对 平行 于 Cz 的 Oz 轴 的 惯性 矩 等 于 
MR?, 根据 第 76 小 节 得 
Je = MR2 +M.OC2. 


再 利用 上 面 给 出 的 4C 和 OC 的 表达 式 得 


j=_2 m(M +m) 
RR M?+3mM +2m2 


上 面 得 到 的 w 的 表达 式 中 负 号 表明 , 如 果 从 Cz 轴 的 正 向 看 , 圆 环 的 旋转 方向 是 顺 
时 针 的 . 

例 3 两 个 薄 圆 盘 1 和 2 质量 均 为 mi, 半径 分 别 为 ri 和 ro, 可 以 分 别 绕 相互 
垂直 的 轴 Oz1 和 Ozo 转动 (图 85). 圆 盘 1 开始 以 角速度 w 转动 , 然后 与 静止 圆 盘 
2 接触 , 接触 点 到 圆 盘 1 的 转轴 距离 为 a. 经 过 若干 时 间 , (考虑 到 摩擦 ) 2 个 圆 盘 开 
始 稳 定 地 无 滑动 地 转动 , 求 稳定 转动 时 2 个 圆 盘 的 角速度 . 

为 了 求解 这 个 问题 , 我 们 利用 动量 和 矩 定理 的 积分 形 
式 . 当 上 =0 时 圆 盘 1 和 ?2 的 动量 矩 KK 和 Ks, 分别 
等 于 

玫 >, = Jziw, KkK;,, 三 0， 


而 在 开始 稳定 转动 后 的 At 时 刻 有 


Ky, 一 JJ zw1， 玉 2 一 .JJ zwo2， 


其 中 wi 是 稳定 转动 角速度 的 大 小 , 而 J = mar? 是 第 i 个 辆 盘 相对 Ozi (i 二 1,2) 
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的 惯性 矩 . 第 1 和 第 2 个 圆 盘 的 动量 矩 增 量 分 别 为 .Js (wi 一 w) 和 .Jsw2, 动量 矩 改 
变 的 原因 是 At 内 接触 点 的 摩擦 力 . 对 于 2 个 圆 盘 , 摩擦 力 大 小 FF 相同 , 它 制 动 圆 盘 
1 而 加 速 圆 盘 2. 根据 等 式 (9) 有 


1 At 1 At 
=m1r? (wi 一 wW)= -a | Fdt, ~mo2r2wo 一 "| Fdt. 
2 0 2 0 


补充 稳定 转动 的 无 滑动 条 件 


W1Q = W272, 
就 得 到 了 关于 wi,w2 和 中 Fdt 的 3 个 方程 . 求解 得 


mir? mi1ar? 


(WwW]1 Wo 一 (Ww. 


r2 (m17? + m2a?) 

例 4 质量 为 mm 半径 为 a 的 圆 盘 沿 着 水 平面 无 滑动 地 滚动 . 圆 盘 的 重心 C 到 
其 几何 中 心 的 距离 为 b, 圆 盘 对 过 C 重 直 于 圆 盘 的 轴 的 惯性 和 矩 等 于 Jo. 设 p 是 线段 
OC 与 竖 直 方向 的 夹 角 (图 86), 试 建立 用 角 p 随时 间 的 变化 表示 的 运动 微分 方程 . 

为 了 求解 该 问题 ,我 们 利用 (7) 形式 的 动量 矩 定理 . 
设 4 为 圆 盘 与 平面 的 切 点 轨迹 (直线 ) 上 的 点 , 由 于 没 
有 滑动 , 点 4 的 速度 在 坐标 系 4zgyz (4z, Ay 在 图 中 画 
出 了 ,Az 轴 重 直 纸 面 指向 读者 ) 中 有 : wv 和 = (ay,0,0). 
向 量 4C 有 分 量 : 一 bsin yp, 一 a 十 becos wp,0, 4C2 = a2 十 
b? 一 2abcosw. 对 于 角速度 w, 质心 速度 vc 二 wx AC 
以 及 圆 盘 对 4 点 的 动量 矩 疏 4 有 


二 
mir? 十 02202 ， 


w= (0,0,P), ve = ((a— beosp)p,—bsingp,0), 
K’ = (0,0, (Jc +mAC’)y). 
外 力 对 4 点 的 主 和 给 仅 由 重力 产生 : 
Me) 一 (0, 0, —mgb sin 9). 


将 向 量 方程 (7) 的 两 边 向 4z 轴 投 影 , 可 得 用 角 yp 随时 间 的 变化 表示 的 运动 微 


分 方程 : 
[Jc+m(a? +b —2abcosyp)$ + mabsin pgp’ +mgbsing = 0. 


88. 动能 定理 . 设 系统 的 质点 P, 的 向 径 为 rw 在 惯性 坐标 系 中 运动 产生 的 位 
移 为 dr 我 们 研究 系统 动能 了 的 变化 . 因为 


1 N 
T= 3 2 me 
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所 以 动能 微分 后 有 
N N dy 
dT = Dm . dz， 一 Dm 。 dt 


N N 
一 >》 mvWy : Vudt 一 >》 mvWy * dTy. 


vv 二 1] vv 三 1 


考虑 到 微分 方程 (1), 上 面 最 后 等 式 变 为 


N 
dT = 》 (Fe + FO). dr, 


v=1 


N N 
= _F) .dr,+ FV.dr,=dA®+dAd. 
v=1 vv 二 1 
于 是 有 
dT = dA(® + dA. (14) 


这 个 等 式 给 出 了 系统 动能 定理 : 系统 动能 的 微分 等 于 所 有 力 的 元 功 . 

需要 强调 的 是 , 与 前 面 2 个 基本 定理 不 同 , 系统 动能 定理 中 涉及 所 有 力 : 外 力 和 
内 力 . 系统 内 2 个 质点 之 间 的 作用 力 大 小 相等 方向 相反 不 一 定 导 致 系统 内 力 的 元 功 
d'40 等 于 零 . 这 是 因为 在 计算 功 时 质点 的 位 移 也 很 重要 , 2 个 相互 作用 的 质点 的 位 
移 不 一 定 相同 . 

正 像 我 们 在 第 52 小 节 中 看 到 的 , 对 于 刚体 来 说 内 力 的 功 等 于 零 , 所 以 公式 (14) 
对 于 刚体 有 简单 的 形式 

dT = d' 4(e). (15) 


将 公式 (14) 两 边 从 三 到 to 积分 , 可 得 动能 定理 的 积分 形式 


t2 t2 . 
AT=T -T= / d’'A(®) 十 上 d' 4 外， (16) 
ti 


tl 


即 系 统 动能 在 有 限时 间 内 的 增 量 等 于 系统 全 部 力 在 这 段 时 间 内 所 做 的 功 . z 
设 系统 所 有 力 (外 力 和 内 力 ) 都 有 势 并 且 势 能 II 不 显 含 时 间 , 这 时 系统 的 力 的 
元 功 是 全 微分 (参见 第 52 小 节 ) 


d'4(e) +d A = —dll. (17) 


由 (17) 和 (14) 得 


dT'+ dlIl=0. 
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动能 与 势能 之 和 称 为 系统 的 机 械 能 . 由 上 面 等 式 得 ， 
E=T+I=h= const, (18) 


即 如 果 系 统 所 有 力 都 有 势 且 势 能 不 显 含 时 间 , 则 系统 在 运动 过 程 中 其 机 械 能 保持 常 
数 中 . 这 是 机 械 能 守恒 定律 , 等 式 (18) 称 为 能 量 积分 . 

可 以 发 现 , 能 量 守恒 定律 不 一 定 要 求 系统 的 所 有 力 都 有 势 ， 只 需 在 系统 的 真实 
位 移 上 做 功 不 为 零 的 力 有 势 . 例如 , 定常 理想 约束 的 反 力 做 功 等 于 零 , 如 果 其 它 力 有 
势 上 且 势 能 不 显 含 时 间 , 则 系统 在 运动 过 程 中 其 机 械 能 保持 常数 . 

例 1 长 为 1 的 均 质 细 杆 在 竖 直 平面 内 绕 O 点 的 贸 转动 (图 87). 为 使 杆 偏 离 坚 
直方 向 的 最 大 角度 达到 7/2, 杆 的 最 低 点 的 速度 v 应 该 等 于 多 少 ? 除了 重力 和 锐 的 
约束 反 力 以 外 , 在 杆 上 还 作用 有 阻碍 杆 转动 的 常 力矩 mceonp. 

如 果 杆 最 低 点 的 初始 速度 为 v, 则 杆 的 初始 角 加 度 为 vu/l. 设 m 为 杆 的 质量 , 那 
么 杆 对 转动 轴 的 惯性 天 等 于 1/3 .ml?, 杆 的 初始 动能 等 于 1/2:1/3: mL: (v/0)?. 

当 杆 运动 到 水 平 位 置 时 重力 做 功 为 -mgl/2, 而 阻力 做 功 为 一 (Xx/2)meconp. 利用 
动能 定理 的 积分 形式 得 

2 


] T 
6 一 sm9! 十 5 "conp, 


v= /3(9! 十 rmeconp/™m). 


由 此 进一步 得 


图 87 图 88 
例 2 在 坚 直 螺栓 上 套 一 个 重 螺母 , 给 定 其 角速度 w 使 之 向 上 运动 , 求 螺母 能 
上 升 的 高 度 . 不 考虑 摩擦 , 螺栓 半径 为 r, 螺 距 为 h, 螺母 半径 为 RR (图 88). 
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设 v 是 螺母 沿 着 螺栓 运动 的 初始 速度 ,可 以 由 比例 关系 得 到 


h 2 
设 螺 母 形状 为 圆柱 内 控 去 半径 为 + 的 轴 , 如 果 m 是 螺母 的 质量 , 则 其 对 螺栓 轴 的 惯 
性 佐 等 于 
J = sm(R? 十 了). 
设 互 为 螺母 上 升 的 高 度 , 则 由 能 量 积 分 

1 wh» 1 1 2 | 22 

575 一) 十 3 am(R 十 全)w” = mgH 
可 得 


例 3 圆柱 可 绕 竖 直 轴 AB 转动 , 其 表面 上 有 一 条 光滑 的 螺 
旋 槽 , 质量 为 mm 的 小 球 可 以 看 作 质 点 , 它 沿 着 模 运 动 . 假设 圆柱 质 
量 与 小 球 相等 , 半径 为 a, 螺旋 槽 的 升 角 a 等 于 /4, 求 在 重力 作 
用 下 小 球 的 相对 速度 wu 和 圆柱 的 角速度 w, 以 及 小 球 对 楷 的 压力 
(图 89). 

如 果 小 球 在 竖 直 方向 上 运动 了 距离 z, 则 其 势能 减少 了 mgz， 
令 其 等 于 系统 的 动能 , 有 


maz = 1 2 ?+ om|( C T) + (usinT) 
9 一 7 Ww 了 QW ~ cos 了 1Sl 了 ) 


或 者 
2gz = a — V2awu + v2. 图 89 
为 了 求 w 和 由 由 动量 矩 定理 可 得 第 2 个 方程 . 因为 外 力 对 竖 直 轴 的 矩 等 于 零 ， 
并 且 初 始 时 刻 系统 静止 , 所 以 系统 对 AB 轴 的 动量 矩 为 常数 且 等 于 零 : 
Sma?w 二 mm (aw — WU COS 7) a = 0, 
由 此 得 
3aw — V2u = 0. 
联 立 求解 关于 w 入 的 方程 , 得 
u = VV 392, w 二 2. 
设 N 为 小 球 对 楷 的 压力 , 对 圆柱 应 用 方程 (14) 得 


1] 1 ,，, i 
em— 0 二 N — 8 
d (3 5M Ww ) COS 了 adwy, 
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或 者 , 由 于 dp = wdt 有 


madw = V2Ndt. 
又 由 
dy _ dodz_1 /gn T 
dt dzdt aV6z 4” 
最 后 得 


89. 在 非 惯性 系 中 的 动力 学 基本 定理 ”现在 我 们 研究 力学 系统 在 任意 非 惯性 坐 

标 系 中 的 运动 . 利用 加 速度 合成 定理 (参见 第 32 小 节 ) 可 以 求 得 系统 的 书 点 的 绝对 
加 速度 w,: 

Wy 一 tr 十 ve 十 txce (VV=1,2,..…,N). (19) 


其 中 ws 和 wu 是 质点 已 的 相对 加 速度 和 牵连 加 速度 , 而 wu 是 科 里 奥 利 加 速度 ， 
wu。 = 2w x vs, 这 里 的 w 是 非 惯性 坐标 系 相对 惯性 坐标 系 的 角速度 , wx 是 已 点 
的 相对 速度 . 将 绝对 加 速度 表达 式 (19) 代入 方程 (1) 得 


mmsa0ir = FA) 十 Fh) + jye + jve (v = 1,2,.… , N), (20) 


其 中 je = 一 mvtwye; jve = 一 mvwve = 一 2mvw X Vur. jve 称 为 滨 连 惯性 力 , 而 jvc 称 
为 科 里 奥 利 惯性 力 . 

于 是 , 在 系统 的 作用 力 中 补充 牵连 惯性 力 和 科 里 奥 利 惯性 力 之 后 , 牛顿 第 二 定 
律 就 可 以 用 于 非 惯 性 系 了 . 

在 第 86 小 节 ~ 第 88 小 节 中 的 动力 学 定理 是 由 (1) 得 到 的 , 因此 , 在 系统 的 作用 
力 中 补充 牵连 惯性 力 和 科 里 奥 利 惯性 力 之 后 , 这 些 动力 学 定理 在 非 惯 性 系 中 也 是 正 
确 的 . 

例如 , 在 非 惯性 系 中 的 动量 定理 的 形式 为 


dr 


dEr _ pee) 21 
je = RY +JetY, (21) 


其 中 
N 

Qr 一 rnvuvr 
v= 二 1 


R(®) 是 作用 在 系统 上 的 外 力 的 主 向 量 ， 


N 
J 一 >》 Jo 
2 一 1 
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是 牵连 惯性 力 的 主 向 量 ， 
N 
J = jve 
2 一 1 
是 科 里 奥 利 惯性 力 的 主 疝 量 . 
动量 矩 定理 (对 固定 矩 心 4) 在 非 惯性 系 中 写成 
和 = MY + MAay, + MaAay.. (22) 
其 中 
N 
一 >》 pv X MyVvr) 
v= 二 1 


pv 是 PB 相对 4 的 向 径 , May。 和 Maj. 分 别 是 牵连 惯性 力 和 科 里 奥 利 惯性 力 对 4 
所 的 甜 . 


系统 的 动能 定理 在 非 惯 性 系 中 写成 
dT. = dA(®) + dAD+dAy. (23) 
其 中 | 
ll ， 
7. 一 7 2 My Vivr， (24) 


d'4te) 和 d' 4 是 系统 的 外 力 和 内 力 在 相对 位 移 dp, 上 所 做 的 元 功 , 而 d'4j 是 牵 
连 惯性 力 在 相对 位 移 上 所 做 的 元 功 . 在 (23) 中 没有 科 里 奥 利 惯性 力 的 功 , 这 是 因为 
每 个 点 的 科 里 奥 利 惯性 力 总 是 垂直 于 其 相对 位 移 , 它 的 功 等 于 零 . 

例 1 装 有 液体 的 容器 绕 坚 直 轴 作 定 轴 转 动 , 液体 在 容器 内 形成 漏斗 形 旋转 曲 
面 (图 90), 试 确定 该 曲面 的 形状 . 


我 们 研究 位 移 曲 面 上 的 某 个 质点 , 其 质量 为 
mm， 坐 标 为 z,y (图 90), 该 问题 是 求 W 和 z 的 

在 与 液体 一 起 旋转 的 坐标 系 Oxy 中 液体 静 
止 . 重力 P= mg 和 惯性 力 J。 = mw2z (w 是 液 
体 旋转 角速度 ) 的 合力 垂直 于 液体 表面 . 由 图 90 
可 以 看 出 


wz 


tana 三 一 三 一 一 
Pp 9 


27 


dy /dz = 一 一 . 
y/ 5 
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解 此 微分 方程 (初始 条 件 y(0) = 0) 得 
oa 
Vy 一 507 . 
因此 , 液体 旋转 形成 的 漏斗 形 是 旋转 抛物 面 . 


例 2 质点 位 于 光滑 水 平面 Ozy 上 , 该 平面 以 匀 角 速度 w 绕 固定 轴 Oz 转动 ， 


质点 具有 某 初 速度 , 试 证 明 质 点 在 相对 运动 中 满足 下 面 等 式 
j2 + — w(x? + y) = const, (a) 
TY — Ly +w(r? + y) = const, (b) 
在 选 定 坐 标 系 中 有 
w' = (0,0,w), v= (£,9,0), w= (-w?7,—wy,0). 
质点 的 相对 运动 动能 等 于 


全 一 =m(? + 7). 
奈 连 惯性 力 和 科 里 奥 利 惯性 力 分 别 等 于 (m 为 质点 的 质量 ): 
je 一 mw’(z, 2 0)， 了 一 2mw(y, 一 人， 0). 
由 替 连 惯性 力 的 表达 式 可 知 其 为 有 势 的 , 势能 为 
IL. = -mw?(e? + yy). 
外 力 (重力 和 平面 的 约束 反 力 ) 垂直 于 六 面 Ozy, 质点 在 这 个 平面 内 运动 , 因此 
外 力 不 做 功 . 由 (23) 可 得 相对 运动 的 能 量 积 分 全 + IL = const, 即 
=m(z? 十 9 一 mo2(z2 + $2) = const. 
这 个 积分 除 以 m/2 就 是 要 证 明 的 等 式 (a). 
为 了 证 明 等 式 (b), 我 们 取 点 O 为 矩 心 A, 利用 动量 矩 定理 (22), 将 向 量 等 式 
(22) 的 两 边 向 Oz 轴 投 影 . 
外 力 对 Oz 轴 的 矩 等 于 零 , 膏 连 惯性 力 通过 O 点 , 对 Oz 轴 也 不 产生 力矩 , 科 里 
奥 利 惯性 力 的 矩 为 
M; = -2mw(z + yy). 
质点 相对 运动 的 动量 矩 在 Oz 轴 上 的 投影 等 于 m(zy 一 ZYy), 由 (22) 得 


d : . 
mi (Ty 一 ZUV) = —2mw(zz + yy), 


或 者 


由 此 可 得 等 式 (b). 
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90. 相对 质心 运动 的 动力 学 基本 定理 在 前 一 小 节 我 们 看 到 , 动力 学 基本 定理 
在 非 惯性 坐标 系 中 可 以 写成 与 惯性 坐标 系 一 样 的 形式 , 差别 仅 在 于 在 基本 定理 表达 
式 中 出 现 了 非 惯性 系 引起 的 附加 项 / 

但 是 也 存在 运动 坐标 系 , 一 般 是 非 惯性 系 , 对 于 相对 该 坐标 系 的 运动 , 动量 矩 定 
理 和 动能 定理 具有 与 惯性 系 相同 的 形式 . 科 尼 希 坐 标 系 (参见 第 81 小 节 ), 即 以 系统 
质心 为 原点 的 平 动 坐标 系 , 就 是 这 样 的 坐标 系 . 动量 矩 定理 在 第 87 小 节 中 已 经 给 出 ， 
现在 我 们 来 看 动能 定理 . 

由 于 牵连 加 速度 wove 对 系统 所 有 质点 都 相同 并 等 于 系统 质心 的 加 速度 wc, 再 
根据 (20) 和 (22) 得 

N N N 

dT = Ymvvvr dvvr = 》 mvwur dpv = (Fl®) + FY) + jve + juve) dpv 
Z 一 工 vv 二 1 


v= 二 1 


N N N N 
一 >》， F(®) 。 dpv 十 >》， FY) 。 dpv 一 》_ mvwve 。 dpv 十 Yjve 。 dpv 


2 一 | v= 二 1 v= 二 1 v=1 
N N 
=dA®)+dAd.— (> mud ) : vc 
二 vadPpv WO 十 >》 Joe dpv. 
2 一 | v=1 


因为 科 里 奥 利 惯性 力 九 。 垂直 于 dp,, 上 面 等 式 最 后 一 个 和 等 于 零 . 由 于 选择 系 
统 质心 为 坐标 系 原点 , 和 


N 
>》 mvpv = 0, 
v=1 
因此 有 
N 
》 mvdpv 一 0. 
v=1 
于 是 得 系统 相对 质心 运动 的 动能 的 微分 如 下 
d7; = d'4(e) + d’' 4 名 (25) 
可 见 , 动能 定理 在 这 种 非 惯 性 坐标 系 中 可 以 写成 与 惯性 坐标 系 一 样 的 形式 ， 唯 
一 的 差别 是 计算 元 功 时 位 移 是 相对 系统 质心 的 . 
例 1 我 们 研究 在 真空 中 均匀 重力 场 内 运动 的 力学 系统 . 将 系统 的 所 有 力 都 移 
到 质心 C, 得 到 合力 P, 等 于 系统 的 总 重量 . 根据 质心 运动 定理 (第 86 小 节 ), C 点 
将 画 出 一 条 抛物 线 . 
外 力 对 科 尼 希 坐 标 系 的 各 个 坐标 轴 的 给 都 等 于 零 , 因此 系统 相对 质心 的 动量 纸 
Kc 在 运动 中 保持 为 常量 . 
又 因为 外 力 合力 一 重力 PP 的 作用 点 在 科 尼 和希 坐标 系 中 国定 不 动 (与 原点 重合 )， 


所 有 外 力 在 相对 位 移 上 的 功 等 于 零 . 根据 (25), 改变 系统 相对 动能 的 只 有 内 力 , 如 果 
所 研究 的 系统 是 刚体 , 则 动能 保持 常数 . 
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81. 刚体 定 轴 转 动 


91. 运动 方程 . 确定 约束 反 力 ”我 们 研究 有 2 个 点 O 和 Oi1 不 动 的 刚体 (图 91). 
设 F 和 五 是 点 O 和 0O1 的 约束 反 力 , R 是 主动 力 的 主 疝 量 , Mo 是 主动 力 对 
点 O 的 主 矩 .. 


以 点 O 为 固定 坐标 系 OXY2Z 的 原点 , O02 轴 沿 
着 001, 与 刚体 固 连 的 坐标 系 Ozyz 的 Oz 轴 也 沿 着 
OO1.， 刚体 有 1 个 自由 度 , 取 坐 标 轴 OX 与 Oz 的 
夹 角 gy 为 广义 坐标 . 

为 了 得 到 描述 刚体 运动 的 微分 方程 , 我 们 利用 动 
量 定 理 和 动量 和 矩 定 理 , 将 第 86 小 节 中 的 方程 (5) 和 
第 87 小 节 中 的 方程 (8) 的 两 边 分 别 向 旋转 坐标 系 
Oxyz 的 各 坐标 轴 投 影 . 为 此 还 需要 利用 第 30 小 节 中 
的 公式 (5) 给 出 的 绝对 导数 和 相对 导数 的 关系 , 于 是 
有 

doc 


Mr +Mwxve=R+F+h, (1) 


dK 
+wxKo=Mo+OOixR,, (2) 


其 中 M 是 刚体 的 质量 , w 是 刚体 的 角速度 , vo 是 刚体 质心 的 速度 . 约束 反 力 F 没 
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有 出 现在 方程 (2) 中 , 这 是 因为 它 对 O 点 的 矩 等 于 零 . 设 在 刚体 固 连 坐标 系 中 有 


Rz /dz Fz» Hy 
R= |R,|l, Mo = || My, ||， F=|F,|, Fl = | Fy|l, 
Rh M:; 了 zx Tap 
了 TC Ks 
WwW = ||gi||,， OC = yc ||， Ko = y 
7 2C Kk, 


显然 , p = 0, g = 0, r+ = y, 由 第 82 小 节 的 (8) 可 知 , Ky = 一 J5zp,， Ky = 一 Jjzp, "= 
Jzp, 其 路 :， 几 * 是 刚体 对 O 的 离心 惯性 矩 , J 是 刚体 对 O 的 轴 惯 性 甜 . 

注意 到 vc = w x OC, 用 h 表示 刚体 上 2 个 固定 点 O 和 O1 的 距离 , 可 将 向 量 
方程 组 (1) 和 (2) 写成 下 面 形式 


—Myc$ — Mzrop? = 及 十 和 zx + Fiz, 


Mzc$ — Mycp” = By + B+ Py, 
0= R;, + F; + Fz, (3) 
一 jzz 吃 十 JizO = Ms — hFiy, 
—Jyz$ — Jozp” = My + hPiz, 
J.$ = NM 


最 后 一 个 方程 不 包含 约束 反 力 ， 是 刚体 定 轴 转 动 的 
运动 微分 方程 , 其 它 5 个 方程 包含 待 求 的 约束 反 力 . 该 
问题 是 不 能 完全 确定 的 , 事实 上 , 由 方程 组 (3) 的 第 3 个 
方程 可 知 不 能 单独 求 出 轴 回 约束 反 力 F 和 五 ;, 只 能 确 
定 它们 的 和 , 这 个 和 不 依赖 于 刚体 的 转动 特性 . 侧 向 约束 
反 力 Fz，Fis，Fy，Fiy 可 以 由 方程 组 (3) 的 第 1, 2, 4, 5 
个 方程 求 出 , 它们 依赖 于 刚体 的 转动 . 


例 1 均 质 直 角 三 角形 OO14 以 直角 边 O01 = a 
绕 竖 直 轴 转动 (图 92), 转动 角速度 等 于 多 大 时 下 支撑 点 
O 处 的 侧 向 压力 等 于 零 ? 设 直角 三 角形 为 均 质 的 薄板 . 

为 求解 该 问题 , 我 们 利用 方程 组 (3), 在 这 个 问题 中 图 92 


TO 一 0， VC = a/3, h = zz = 0, 


= yam= [a(f DE a zadz = Tm 
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又 有 
Re = Bo = 0， Rs = 一 mg， 


1 
M; = -3mg9a, M, = Mz = 0. 


再 考虑 到 问题 的 条 件 Fs = F = 0, 可 将 方程 组 (3) 写成 


1 
一 了 ma = Fy, -smap = Fy, 
0 = —mg+ F+ Fz, 


1 1 1 
-magp? 一 —Mmga 一 Qi1y， 一 一 720Q0D 一 aFlz, 


4 3 4 
J.$ =0. 


由 最 后 一 个 方程 可 知 必 二 w 二 const, 即 三 角形 以 常 角速度 转动 
从 第 2 和 第 4 个 方程 中 消去 三 , 可 得 到 角速度 满足 的 关系 式 , 最 后 得 


w = 2Vg/a. 


92. 动 反 力 等 于 静 反 力 的 条 件 ”如 果 在 方程 组 (3) 的 第 1,2,4,5 个 方程 中 令 yp = 
0， 乡 = 0, 则 可 得 确定 侧 向 静 反 力 的 方程 如 果 刚 体 转动 , 则 y 或 者 $ 或 者 两 者 不 
等 于 零 , 一 般 情 况 下 这 些 方程 的 左边 不 等 于 零 , 即 动 反 力 不 同 于 静 反 力 . 

下 面 我 们 来 研究 动 反 力 等 于 静 反 力 的 条 件 . 令 方 程 组 (3) 的 第 1,2,4,5 个 方程 的 
左边 等 于 零 , 得 下 面 2 对 方程 


yc$+zcp =0, -yc 入 十 zc5 =0; (4) 


JosB -Jsp =0, Josp? + yp =0. (5) 


等 式 (4) 和 (5) 可 以 看 作 相 对 于 zc,yc 和 J zs 的 2 个 齐 次 线性 方程 组 , 它 
们 的 系数 行列 式 都 等 于 22 + yp， 如果 刚体 转动 , 则 这 个 值 不 可 能 恒 等 于 零 , 因此 方 
程 (4) 和 (5) 只 有 在 下 面条 件 下 成 立 


ZC 一 We = 0, Jzz = Jyz = 0. 


可 见 , 刚体 定 轴 转 动 的 动 反 力 等 于 静 反 力 ， 当 且 仅 当 转 动 轴 是 刚体 的 中 心 惯性 
主轴 . 
93. 物理 摆 的 运动 方程 ”在 重力 作用 下 绕 固定 水 乎 轴 转 动 的 刚体 称 为 物理 摆 . 


取 固 定 坐 标 系 OXY2, 使 0O2 轴 与 刚体 转动 轴 重 合 , OY 轴 竖 直 向 下 . 再 取 与 刚体 
固 连 的 坐标 系 Ozyz, 使 刚体 质心 位 于 Oy 轴 上 , 而 Oz 轴 与 02 轴 重 合 . 如 果 a 是 


[94] §1.， 刚体 定 轴 转动 . 123 . 


重心 到 转轴 的 距离 , 则 M; = -mgasinw, 由 方程 组 (3) 的 最 后 一 个 方程 得 物理 摆 的 
运动 微分 方程 
B+ sin p = 0. (6) 
比较 这 个 方程 和 第 57 小 节 中 数学 摆 的 方程 (6) 可 以 发 现 , 物理 摆 运 动 的 规律 与 摆 长 
为 
1= 这 (7) 


的 数学 摆 相 同 , 公式 (7) 定义 的 ! 称 为 物理 摆 的 等 价 摆 长 . 


94. 摆 运 动 方程 的 相 平面 ” 相 平 面 方法 对 研究 单 自 由 度 系统 运动 的 一 般 性 质 是 
非常 方便 的 , 我 们 以 下 面 微分 方程 为 例 


2Z 一 f(z), . (8) 


假设 该 方程 的 右边 满足 解 的 存在 性 和 唯一 性 条 件 . 
可 以 认为 方程 (8) 描述 1 个 自由 度 系统 的 运动 , 其 中 z 可 当 作 广 义 坐 标 , 动能 
和 势能 由 下 面 等 式 确定 x 


T= 3 m=- | f(ar. 


《 
机 械 能 巨 = 工 十 I 在 运动 过 程 中 保持 常数 , 即 方程 (8) 有 第 一 积分 


五 (Z,Z) 三 3 十 II(z) = h = const. (9) 


方程 (8) 等 价 于 2 个 方程 
t=y, Y=/(7). (10) 


坐标 平面 Oxy 称 为 方程 (8) 的 相 平 面 , 相 平面 上 的 点 称 为 相 点 . 在 函数 f(z) 确定 
的 相 平面 的 每 个 点 上 , 方程 组 (10) 给 出 一 个 以 z,y 为 分 量 的 向 量 , 该 向 量 称 为 相 速 
度 . 方程 组 (10) 的 解 给 出 了 相 点 在 相 平 面 上 的 运动 , 并 且 相 点 运动 的 速度 等 于 该 点 
所 在 位 置 的 相 速 度 . 相 点 画 出 的 曲线 称 为 相 曲 线 , 在 特殊 情况 下 相 曲 线 可 以 由 一 个 点 
构成 , 这 样 的 点 称 为 平衡 位 置 , 在 平衡 位 置 相 速度 向 量 等 于 零 . 

利用 积分 (9) 很 容易 得 到 相 曲 线 , 在 每 一 条 相 曲 线 上 机 械 能 的 值 EE 都 是 常数 ， 
所 以 每 条 相 曲 线 对 应 一 个 能 量 条 件 E(x, 2) = h. 

我 们 将 积分 (9) 写成 

i2 = 2(h — II(zx)), (11) 

相 曲 线 具 有 下 列 便于 分 析 方 程 (8) 的 性 质 : 


1. 当 给 定 h 时 , 相 曲 线 只 能 分 布 在 相 平 面 上 满足 不 等 式 I(z)<h 的 区 域内 , 这 
个 区 域 称 为 可 能 运动 区 域 . 不 等 式 II(x)<h 是 根据 (11) 右边 不 能 为 负 得 到 的 . 
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2. 由 方程 (10) 可 知 , 平衡 位 置 位 于 相 平面 的 z 轴 上 , 并 且 在 平衡 位 置 > = zs， 
其 中 z, 是 势能 的 极 值 点 , 即 在 该 点 dH/dz = 0. 

3. 如 果 z = z, 是 函数 H(z) 的 局 部 最 小 点 , 且 在 该 点 d2H/dz2 > 0, 则 相 平 面 
上 的 点 (z。,0) 是 中 心 型 奇 点 ; 如 果 z = z 是 函数 H(z) 的 局 部 最 大 点 , 且 在 该 点 
d2I/dz? < 0, 则 相 平 面 上 的 点 (z*, 0) 是 鞍 型 奇 点 . 

4. 相 曲 线 相对 z 轴 对 称 , 这 个 性 质 由 公式 (11) 得 到 . 

5. 在 > 轴 上 非 平衡 位 置 的 点 , 相 曲 线 垂直 于 z 轴 . 这 个 性 质 由 公式 (10) 可 以 
立刻 得 到 , 这 是 因为 在 这 些 点 z= 0,y = jzy 尖 0. 

根据 这 些 性 质 , 只 要 画 出 函数 I(z) 的 曲线 就 可 以 得 到 方程 (8) 所 描述 运动 的 特 
性 . 在 图 93 中 给 出 了 势能 曲线 和 相应 相 曲 线 的 例子 , 相 点 的 运动 方向 用 箭头 表示 ， 
h = hu 是 中 心 型 平衡 位 置 , 这 个 平衡 位 置 被 封闭 的 相 曲 线 包 围 . 在 h > hs 时 相 曲 线 
不 封闭 ，h = hs 是 鞍 型 平衡 位 置 . 当 h = hs 时 还 有 这 样 的 相 曲线 , 它 在 初始 时 刻 起 
于 鞍点 附近 , 当 t 一 co 时 回 到 鞍点 , 这 条 曲线 是 围绕 中 心 型 平衡 位 置 的 封闭 曲线 族 
和 相应 于 h > hs 的 不 封闭 曲线 族 的 分 界线 . 这 种 分 离 不 同性 质 相 曲 线 的 区 域 的 曲 
线 称 为 分 离线 . 

下 面 给 出 描述 摆 运 动 的 微分 方程 (6) 的 相 平面 , 摆 的 动能 和 势能 表达 式 为 


T= 5 0D2， II = ~—mga Cos vy. 
如 果 令 wf = g/l， IF = -wicos p, 则 能 量 积 分 下 + 开 = const 可 以 写成 
1 ,2 本 
59 + 1 = h= const. (12) 


函数 IT*(y) 的 曲线 和 相 曲 线 在 图 94 中 给 出 ,曲线 图 对 yp 是 以 2x 为 周期 的 . 
当 hh < -wl 时 运动 是 不 可 能 的 ; 在 h = -wi 时 摆 处 于 平衡 位 置 ， 刚体 的 质心 位 于 
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可 能 位 置 中 的 最 低位 置 . 在 相 平面 ,2 上 这 些 平衡 位 置 相应 于 点 p = 2kr (k = 
0, 土 1, 土 2,…)， 9 = 0. 这 些 点 是 中 心 型 的 , 它们 被 对 应 于 摆 振 动 的 封闭 相 曲 线 包 
围 , 摆 的 振动 相应 于 满足 -w3 <h< wi 的 hh 值 . 

在 h = w2 时 , 有 2 种 可 能 运动 : 一 个 是 对 应 于 摆 的 平衡 位 置 , 刚体 质心 位 于 可 
能 位 置 的 最 高 点 , 这 个 平衡 位 置 在 相 平面 上 对 应 点 p = 十 2kr (k= 0, 土 1, 土 2,…)， 
9 = 0, 这 些 点 是 鞍 型 的 . 对 于 在 h = wz 时 的 另 一 种 运动 类 型 , 刚体 质心 在 t 一 oo 
时 渐 近 地 趋 近 于 最 高 位 置 , 这 种 渐 近 运动 在 相 平 面 上 对 应 于 连接 鞍点 的 曲线 , 这 些 曲 
线 是 分 离线 . 

当 hh > wz 时 刚体 的 运动 是 转动 , 对 于 这 种 运动 , 角度 p 的 绝对 值 单调 增加 . 这 
些 运动 在 相 平 面 上 对 应 于 非 封闭 曲线 , 分 离线 将 振动 和 振动 区 域 分 开 . 


95. 椭圆 积分 和 雅 可 比 椭圆 函数 理论 的 某 些 推论 ”在 本 章 和 书 中 其 它 部 分 将 用 
到 椭 贺 积分 和 椭圆 函数 , 这 里 给 出 必要 的 定义 和 概念 


积分 pw 
,=/ 1—k?2sin?z (13) 
称 为 第 一 类 椭圆 积分 , 而 称 为 椭圆 积分 的 模 , 通常 认为 上 满足 不 等 式 0<k < 1. 
积分 , 
一 上 V1— k?2sin’ zdz (14) 
0 
称 为 第 二 类 椭圆 积分 . 
积分 值 
= V1 k?sin?z (15) 
称 为 第 一 类 全 椭圆 积分 . 
积分 值 0 
E(k) = BE(T,k) = 上 V1 k2 sin? zdz (16) 
0 


称 为 第 二 类 全 椭圆 积分 . 
当天 很 小 时 , 积分 (15) 和 (16) 可 以 写成 的 收敛 级 数 形式 


和 1 9 ，4 
= 一 - Ce ® @ 外 1 
Kk 5 (1+ + eat + ) (17) 
Tn 1 3,4 
= 一 一 一 一 一 一 ——— 0 0.9 。 1 
E (1 了 Bar ) (18) 


由 (13) 和 (14) 可 得 下 面 椭圆 积分 对 其 模 上 的 导数 表达 式 


OF(pk) 1 (Re ksingcosy ) 


k V1— k?sin? wv 


Ok Ni2 


(19) 
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OEF(p,k)._  E(yp,k)—F(yp,k) 
Ok E (20) 
其 中 k? = 1 一 有, k' 是 补 模 . 

如 果 在 等 式 (19) 和 (20) 中 令 po = r/2 可 得 全 椭圆 积分 (15) 和 (16) 对 大 的 


导数 : 
dK _ E(k)-k2K(K) dE _ E(k)— K(k) 


dk kk2 dk k (21) 
第 一 类 椭圆 积分 的 反 肾 数 称 为 幅 值 , 表示 为 
p = amu. (22) 
函数 z = sn(w,k) ( 椭 图 正弦 ) 和 z = cn(w,) (椭圆 余 弦 ) 定义 如 下 : 
z=sn(u,k)=sing = sinamu, z= cn(w,k)= cosyp = eosamu. (23) 


由 于 snw 和 cosy 对 yp 是 以 27 为 周期 的 了 清 数 , 故 根据 (13) 和 (15), 椭圆 正弦 
和 椭圆 余弦 对 wu 是 以 4K(k) 为 周期 的 函数 . 
幅 值 的 5 函数 z = dn(w,k) 定义 如 下 : 


z=dn(wk)= = Vl- ksin y= Vl— k2sn2(u,k). (24) 


幅 值 的 5 陨 数 对 w 是 以 2K(k) 为 周期 的 . 图 数 p= 二 amu， z = sn(v,k)，z= 
cn(u,k)，z = dn(u,k) 对 于 wu 都 是 解析 的 , 并 且 当 k 一 0 时 相应 地 赵 近 于 函数 
P=u, z=sinu, z=cosvu, z=1. 


雅 可 比 椭圆 函数 满足 如 下 容易 验证 的 恒等式 : 


sn2u 十 cn2u = 1, (25) 
dn2u + ksn2vu = 1. 


下 面 关 于 椭圆 函数 的 公式 是 正确 的 : 


d 
-一 Sn = cnu : dnv, 
du 


图 95 enw = —snu : dnw, (26) 
d 2 
jz dn = = —k’snu : cnu. 


雅 可 比 椭圆 函数 的 图 形 在 图 95 中 给 出 . 


96. 押运 动 方程 的 积分 ”我们 研究 积分 (12) 中 常数 h 的 3 种 可 能 取 值 情况 . 

1. 一 w? <h < w3. 在 第 94 小 节 中 已 经 知道 这 种 情况 对 应 摆 的 振动 . 设 8 是 最 
大 摆 角 , 即 偏离 竖 直 位 置 gp = 0 的 最 大 角度 , 那么 h = 一 wj cosB 且 积 分 (12) 可 以 写 
成 


p? = 2wB(cosyp -cosD) (27) 
令 ki = sin(B8/2) 并 做 变量 代 换 
sin(o/2) = ki sin, (28) 
那么 能 量 积分 (27) 有 下 面 形式 : 
好 二 8 一 咎 sin? 共 ) (29) 
如 果 t=0 时 取 yg =0 可 得 
» dz 
wot= | Fh) (30) 


即 y= am(wot), 因此 由 (23) 和 (28) 最 终 可 得 


yp = 2 arcsin(kisnwot). (31) 
函数 p 对 上 以 7 为 周期 , 其 中 7 可 根据 第 95 小 节 计算 
7 = 4K (ki)/wo. (32) 
利用 (17) 得 , 最 大 摆 角 6 不 大 时 周期 + 的 近似 值 为 
7 = 27VI7, (33) 


这 与 已 知 的 摆 小 幅 振 动 周期 相同 . 计算 r 关于 6 的 级 数 的 前 两 阶 可 得 更 精确 的 周期 


(人 G9 


如 果 8 一 7, 则 有 ku 一 1 且 振 动 周期 无 限 增 大 . 
2. h > wa. 这 种 情况 下 摆 处 于 转动 机 制 下 . 设 t=0 时 y=0，9p= po, 于 是 
h = (1/2)920 一 wo, 积分 (12) 可 以 写成 


.2 _ :2/1 12.:,.2% 
Pp 二 0 (4 kz sin 人 ， (35) 
其 中 
.2 
k2 = 4-3. (36) 
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因为 h > wa, 所 以 2 > 4wi, 进而 有 成 <1, 由 (35) 得 


/ 
fo = 一 F( , 2) -人 dr _ (37) 
/1 一 咸 sin? x 
最 后 得 
2 = 2am(pot/ 2 (38) 


如 果 初 始 角 速度 很 大 , 即 28 > wz, 则 近似 地 有 yp = pot, 且 摆 转动 接近 等 速 . 
3. h = wj. 这 种 情况 对 应 摆 的 渐 近 运动 . 积分 (12) 可 以 写成 


人 = wo cos (9/2). (39) 
如 果 t=0 时 y=0，w >0, 积分 后 得 


p=—7+4arctan(e®o’). (40) 


82. 刚体 定点 运动 


97. 刚体 定点 运动 微分 方程 . 欧 拉动 力学 方程 设 刚体 在 运动 中 它 的 点 O 始 
终 固定 不 动 , 为 了 得 到 刚体 运动 方程 我 们 利用 动量 矩 定理 . 如 末 Ko 和 Mo 分 别 是 
刚体 对 固定 点 O 的 动量 矩 和 外 力 对 O 点 的 主 矩 , 则 根据 第 87 小 节 有 


-MO (1) 


设 Ozyz 是 与 刚体 固 连 的 坐标 系 , p,q,7 是 刚体 角速度 w 在 固 连 轴 上 的 投影 , 那 
么 癌 量 Ko 的 分 量 可 以 用 p,g,r 和 刚体 对 O 点 惯性 张 量 的 元 素 表 未， 具体 公式 见 第 
82 小 节 中 (8). 

如 果 回 量 Ko 的 绝对 导数 用 其 相对 导数 表示 , 则 方程 (1) 写作 


K e 
Ko ,x Ko= MS (2) 


设 Ms, M,, Mz 是 向 量 ML 在 Ox, Oy,O0z 轴 上 的 投影 , 向 量 方程 (2) 可 以 写成 
下 面 的 标量 形式 : 


JzD 一 Jayd 一 JzrzT 十 (Jz 一 Jy)qr 十 Jyz(r? 一 gq’) + p(JzryrT 一 Jrzq) 一 M;, 


一 Je 十 .jd 一 sf 十 (Jo 一 Jz)rp 十 Jrz(p — Tr) +q(Jyzp— Jzyr) = My,, (3) 


—JzzD — Jyzd 十 J 十 (J 一 Jz)pq 十 Jry(q’ 一 2 十 T(Jrzq 一 Jyzp) = Mz. 


[98] §2、， 刚 体 定点 运动 * 129. 


如 果 Oz,Oy, Oz 是 刚体 对 O 点 的 惯性 主轴 , 则 这 些 方程 可 以 得 到 简化 , 这 时 
.ny 一 vzz 一 Jyz = 0, 而 Jz, Jy, Jz 是 主 惯性 矩 : xz = A, Jy = B, Jz = C, 方程 组 (3) 
变 为 下 面 形式 
ADp+(C— B)gr = My, 
Ba++(A—O)rp= My (4) 
C7?+(B— A)pg = M;. 
方程 组 (4) 称 为 欧 拉 动力 学 方程 . 如果 Mj, M,, Mz 是 p,q,7,t 的 函数 , 则 方程 
(4) 构成 封闭 方程 组 , 其 积分 给 出 p,g," 依赖 于 时 间 t 以 及 初始 条 件 po, qo,ro 的 关 
系 . 此 后 由 欧 拉 运动 学 方程 (第 36 小 节 ) 


D 一 mWsingbsin w 十 0 cos 0， 
9 一 singcoswo — 0sin wy, (5) 
r=Vcos0+9 
可 以 求 出 办 byp 依赖 于 时 间 及 其 初始 条 件 的 关系 . 

这 样 , 求解 刚体 定点 运动 的 问题 就 分 解 为 求解 2 个 包含 3 个 一 阶 微分 方程 的 方 
程 组 . 一 般 情 况 下 Mz, My, Mz 是 时 间 、 欧 拉 角 及 其 导数 的 函数 , 这 时 方程 组 (4) 和 
(5) 必须 同时 积分 . 

最 简单 也 是 最 重要 的 情况 是 外 力 对 固定 点 的 主 矩 等 于 零 , 这 时 称 为 刚体 定点 运 
动 的 欧 拉 情况 . 显然 , 当 刚 体 完 全 不 受 外 力 , 或 者 外 力 的 合力 通过 固定 点 时 , 就 是 这 
种 情况 . 在 欧 拉 情况 下 方程 组 (4) 的 形式 为 


Ap+(C — B)gr = 0， 
Bg + (A- Orp=0, (6) 
C++(B— A)pg=0. 
下 面 我 们 将 详细 讨论 欧 拉 情 况 下 刚体 的 运动 . 
98. 第 一 积分 因为 欧 拉 情况 下 外 力 对 点 O 的 主 矩 MAS) 等 于 零 , 由 方程 (1) 
~ Ko = const, (7) 


即 刚体 对 点 O 的 动量 和 矩 Ko 在 固定 坐标 系 中 方向 不 变 , 大 小 为 常数 . 
因为 4p, Bg, Cr 是 向 量 Ko 在 主轴 Ozx,Oy,O0z 上 的 投影 , 而 Kz 是 问 量 Ko 
的 大 小 的 平方 , 由 (7) 得 下 面 的 第 一 积分 


K2% = A2p? + Bg? + OC2r? = const. (8) 


* 130 第 七 章 刚体 动力 学 [100] 


由 动量 矩 定理 可 得 , 刚体 的 动能 也 是 常数 . 事实 上 , 因为 
dT = MS) .wdt + R(®) .vodt, 
又 有 vo =0 和 ML) =0, 故 dT =0, 所 以 存在 第 一 积分 
T= (Ap? + Bg? + Cr?) = const. (9) 


第 一 积分 (8) 和 (9) 可 以 直接 由 方程 组 (6) 得 到 . 事实 上 ,如 果 将 (6) 的 第 
1 个 方程 乘 以 4p, 第 2 个 方程 乘 以 Ba, 第 3 个 方程 乘 以 Cr, 然后 相 加 起 来 可 得 
A?pp + B2qg + C2rr = 0, 由 此 可 得 第 一 积分 (8)， 如 果 将 第 1,2,3 个 方程 分 别 乘 以 
p,q,7 再 相 加 得 App + BqG + Crr = 0, 由 此 得 到 第 一 积分 (9). 


99. 欧 拉 情况 下 刚体 永久 转动 ”如 果 角 速度 相对 刚体 不 变 (相对 固定 坐标 系 也 
不 变 , 见 第 30 小 节 ), 这 种 刚体 定点 运动 称 为 永久 转动 , 这 时 p,q,r 是 常数 . 由 方程 
(6) 得 

(C—B)ar=0, (A—-C)rp=0, (B- A)pg=0. (10) 
由 此 可 得 , 刚体 永久 转动 只 能 绕 着 对 O 点 的 惯性 主轴 , 并 且 刚 体 角 速度 的 大 小 可 以 
是 任意 的 . 

事实 上 , 如 果 4 = B = C, 则 方程 (10) 对 任意 mg, 都 成 立 , 即 刚体 转动 轴 可 以 
是 任意 方向 . 当 4 = B = C 时 ,刚体 对 O 点 的 惯性 椭 球 成 为 球 , 所 以 过 O 点 的 任意 
轴 都 是 惯性 主轴 . 

如 果 2 个 惯性 矩 相 等 , 例如 4 = B, 则 方程 (10) 对 p = gq = 0 和 任意 的 7 都 成 
立 ( 绕 惯 性 主轴 Oz 转动 ), 同样 对 + = 0 和 任意 bp,g 也 都 成 立 (转动 轴 为 通过 O 点 
位 于 惯性 椭 球 赤道 面 内 的 任意 轴 , 都 是 惯性 主轴 ). 


如 果 4, B,C 各 不 相同 , 则 方程 (10) 的 解 只 能 
是 pa,r 之 中 有 2 个 为 零 , 第 3 个 为 任意 值 , 即 转 
动 绕 惯 性 主轴 . 


100. 欧 拉 和 情况 下 动力 学 对 称 刚 体 的 运动 . 规 
则 进 动 ”如 果 刚 体 对 O 点 的 2 个 主 惯性 矩 相 等 , 例 
如 4 = B, 则 称 刚 体 动力 学 对 称 , 轴 Oz 称 为 动力 
学 对 称 轴 . 下 面 我 们 研究 欧 拉 情 况 下 的 动力 学 对 称 
刚体 的 运动 . 

取 富 定 坐 标 系 OXYZ2 使 其 02 轴 沿 着 向 量 
Ko (在 欧 拉 情况 下 是 常量 ). 对 于 向 量 Ko 在 与 刚体 固 连 的 主轴 坐标 系 Oxyz 的 坐 
标 轴 上 的 投影 4p, hg, Cr 有 如 下 表达 式 (图 96): 


图 96 


Ap= Kosin0sing, Ag= KosinOcosyp, Cr = Kocosd. (11) 
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根据 (6) 的 最 后 一 个 方程 ,在 4 = B 时 有 
7 一 70 一 const, (12) 


即 刚体 角速度 在 其 动力 学 对 称 轴 上 的 投影 为 常数 .由 (11) 的 第 3 个 等 式 和 (12) 可 


pA 
得 


cosb = Cro/ Ko = const, (13) 
即 章 动 角 为 常数 . 
在 0= 0 = const，7= ro = const 时 欧 拉 运动 学 方程 (5) 可 以 写成 
p= Vsinbosinp, gq=wsinbocosp, To=WcosOo+t 9. (14) 
将 (14) 中 2 的 表达 式 代 人 (11) 的 第 1 个 等 式 得 
= Ko/A = ws = const. (15) 


这 里 的 ws 称 为 进 动 角 速度 . 现在 利用 (14) 中 最 后 一 个 等 式 来 求 2, 利用 公式 (13) 
和 (15) 得 


, K. C 
p=r0—Vcoso=ro— 一 < cosho = "70 — —ro= 7r0 = w1 = const. (16) 


A A A 
这 里 的 wi 称 为 自转 角速度 . 

由 绕 刚 体 固 连 轴 的 转动 和 该 轴 绕 固定 坐标 系 中 国定 轴 的 转 
动 组 成 的 刚体 定点 运动 称 为 进 动 . 如 果 绕 刚体 固 连 轴 转动 和 该 
轴 绕 固定 轴 转 动 的 角速度 大 小 为 常数 , 则 称 为 规则 进 动 . 

可 见 , 欧 拉 情况 下 的 动力 学 对 称 刚体 作 规 则 进 动 . 在 进 动 过 
程 中 , 刚体 的 对 称 轴 画 出 一 个 以 Ko 为 轴 以 20 为 顶 角 的 圆锥 ， 
对 称 轴 绕 Ko 以 常 角速度 ws 转动 , 同时 刚体 以 常 角速度 wi 统 
其 对 称 轴 转 动 . 

例 1 试 证 明 , 在 惯性 矩 满足 A = B < C 的 条 件 下 , 在 刚体 
定点 运动 中 , 空间 极 锥 的 轴 和 母线 的 夹 角 不 超过 19°28.. 

由 关系 式 (13), (15) 和 (16) 可 知 , 当 A <C 时 自转 角速度 
w1 和 进 动 角 速度 ws 的 交角 为 钝 角 (图 97). 

设 a 是 刚体 角 迷 度 w 和 向 量 wo 之 间 的 夹 角 , 它 等 于 空间 
极 锥 的 轴 和 母线 的 夹 角 . 用 B 表示 向 量 w 和 wi 之 间 的 夹 角 . 
由 于 规则 进 动 时 章 动 角 0 以 及 角速度 wi,wo 都 是 常数 , 因此 w， 
o 0 也 都 是 常数 , 我 们 有 下 面 关 系 式 


2 /7 了 -2 /2 4 “7 
< 0， sing= MI 一下 = > 一 全 tanp = YE < 0 
0 


T 
cosB=— 
WwW 
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2r2 A./n2 -+o2 
cos0 = cm < 0, Sin l = 1_ CAVvP + 


VP + 


70 


A 
tanb = — . 
an 6 <0 


故 

tanB = 7 tan bo. 
其 中 7y = C/A. 由 条 件 C > 4 以 及 惯性 矩 总 是 满足 的 不 等 式 A 十 B>C (参见 第 79 小 
节 ), 在 4= 巨 时 有 24>C, 因此 7 满足 不 等 式 1 < y<2. 不 难得 到 下 面 的 一 系列 关 
系 式 : 


tan0 一 tan0 tan4 
tana = tan(0 -fH)= l1+tanbtanf 4 WTTFytan 
_7-1 2v7ltang (5- 孝 )<3(8- 雄 )= 守 
2V7 1+(V7tang)? 2 vT/ 2 V2) 4 


由 此 可 知 , 空间 极 锥 的 轴 和 母线 的 夹 角 满足 不 等 式 a< arctan(V2/4) = 19°28.. 


101. 泊 松 几何 解释 ” 泊 松 给 出 了 欧 拉 情况 下 
刚体 运动 的 几何 解释 . 这 个 解释 非常 直观 , 可 以 简 
单方 便 地 解释 欧 拉 情况 下 刚体 运动 的 定性 特点 , 因 
此 欧 拉 情 况 下 的 刚体 运动 也 称 为 欧 拉 - 泊 松 运动 . 

设 PP 为 刚体 对 O 点 的 惯性 椭 球 面 


Ar’*+By +Cz =1 


与 瞬时 转动 轴 的 交点 (图 98), 用 r 表示 惯性 椭 球 
在 尸 点 的 切 平面 , 也 称 为 泊 松 平面 , 可 以 发 现 我 们 
图 98 所 研究 的 运动 有 如 下 性 质 (图 98): 
1. 角速度 的 大 小 w 正比 于 P 对 O 的 向 径 . 事实 上 , 因为 向 量 OP 和 w 共 线 ， 
即 OP = Aw, 只 需 证 明 和 是 常数 . 将 PP 点 坐标 zp = Mp,yp = Xq,zp = Xr 代入 惯性 
椭 球 的 方程 并 利用 积分 (9) 得 


Pb 


XAp*+Bg+Cr)=1, 和 A= J 邯 = const. 
2. 平面 x 垂直 于 动量 矩 Ko. 为 了 证 明 这 一 点 只 需 注 意 到 , 在 PP 点 计算 的 函数 
4z2 十 Bx 十 Cz? 的 梯度 向 量 NN 沿 着 平面 7 的 法 线 , 而 


24zpP Ap 
N = |2Bypll=2Al|Baqll = 2AKo. 
2Czp Cr 
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3. 回 径 OP 在 动量 矩 Ko 方向 的 投影 OQ 为 常数 . 事实 上 , 利用 第 84 小 节 中 
公式 (19) 可 得 


Ko .OP _ Ko:w MAL -MY2 -const 
Ko Ko Ko ko 


而 动量 矩 Ko 的 方向 不 变 , 根据 性 质 2, 该 方向 垂直 于 r 平面 , 因此 r 平面 到 O 点 
的 距离 是 常数 , 且 在 空间 中 保持 不 动 . 

于 是 得 到 泊 松 对 欧 拉 情况 下 刚体 运动 的 几何 解释 : 对 国定 点 的 惯性 栅 球 沿 着 
空间 中 国定 平面 作 无 滑动 的 滚动 , 这 个 平面 重 直 于 动量 矩 , 刚体 角速度 正比 于 切 点 
向 径 . 

因为 PP 点 位 于 瞬时 转动 轴 上 , 其 速度 等 于 零 , 所 以 惯性 椭 球 在 平面 x 上 作 无 滑 
动 的 滚动 . 

在 刚体 运动 时 已 点 在 惯性 椭 球 上 画 出 的 曲线 称 为 本 体 极 迹 , 相应 地 在 平面 + 上 
画 出 的 曲线 称 为 空间 极 迹 . 因为 P 点 位 于 瞬时 转动 轴 上 , 显然 本 体 极 迹 是 刚体 定点 
运动 的 本 体 极 锥 的 准 线 , 而 空间 极 迹 是 刚体 定点 运动 的 空间 极 锥 的 准 线 (参见 第 26 
小 市 ). 

102. 欧 拉 方程 的 积分 “在 第 99 小 节 和 第 100 小 节 中 , 在 刚体 的 运动 或 质量 几 
何 的 特殊 假设 下 研究 了 欧 拉 方 程 (6). 下 面 给 出 一 般 情 况 下 欧 拉 方 程 (6) 的 解析 解 ， 
为 了 确定 性 我 们 假设 4 > 刀 > C. 

由 第 一 积分 (8) 和 (9), 将 pp? 和 7? 用 o2, 4, B,C 和 常量 7T, Ko 表示 出 来 : 

» 1 


p= XO TAT Ke) = B(C— B)a) 
12 = aro nl — 274) — B(B - A)q’]. (17) 
将 由 此 确定 的 p 和 的 值 代入 (6) 的 第 2 个 方程 , 得 9 的 微分 方程 
5 - + (QTC — K2) 二 B(C 二 B)olI(K2 — 27A)— B(B — A)g’]. (18) 


平方 根 前 面 可 能 有 2 种 符号 : 正 号 和 人 负 号 , 具体 符号 的 选择 要 借助 方程 (6). 如 果 这 
个 方程 可 积 , 则 函数 p 和 7 可 由 (17) 求 得 . 

下 面 研 究 不 同 常数 工 和 Ko 的 关系 所 对 应 的 3 种 情况 : 

1. 27B > K%6>2TC. 这 种 情况 下 7 总 是 不 等 于 零 , 并 且 本 体 极 迹 包括 惯性 椭 球 
的 最 大 轴 Oz, 所 有 的 本 体 极 迹 位 于 图 99 中 夯 出 的 惯性 椭 球 上 的 I 和 II 区域. 为 


了 积分 (18) 我 们 做 变换 
|K2 —2TC . 
q 二 土 B(B -6) sin 入 ， 
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_ /(B8 -0C)(2T4— Ké), 

"TV ABC 
按 下 面 公 式 引 入 正 参数 凡 < 1， 
_ (4— B)(Ké 一 27OC) 
~ (B-0)(27TAh— KS) 
利用 新 变量 将 方程 (18) 写成 
= V1— ksin A. (19) 
设 上 =0 时 9=0. 根据 第 95 小 节 , 由 (19) 得 入 = amr. 在 这 种 情况 下 欧 拉 方 程 (6) 
的 解 通过 雅 可 比 椭圆 函数 写成 


1 一 27C |/K2 -2TC 
/274 一 天 2 
7 一 CC dn(7, k), 


式 中 的 正 负 号 或 者 同时 取 上 面 的 或 者 同时 取 下 面 的 . 解 (20) 相应 于 位 于 图 99 中 II 
区 域 的 本 体 极 迹 . 为 了 得 到 相应 于 位 于 图 99 中 II 区 域 的 本 体 极 迹 的 解 , 需要 在 解 
(20) 中 同时 改变 p 和 > 的 符号 , 而 g 的 符号 不 变 . 

在 图 99 中 用 沿 着 本 体 极 迹 的 箭头 表示 运动 方 回 , 如 果 Ks > 2TC, 则 本 体 极 迹 
退化 为 位 于 Oz 轴 上 的 椭 球 的 2 个 顶点 , 它们 相应 于 刚体 绕 Oz 轴 的 永久 转动 . 

2. 274>K2 > 2TB. 这 种 情况 下 p 总 是 不 等 于 零 , 本 体 极 迹 包括 惯性 椭 球 的 最 
小 轴 Oz, 所 有 的 本 体 极 迹 位 于 图 99 中 画 出 的 惯性 椭 球 上 的 II 和 IV 区 域 . 做 变换 


大“ 


(20) 


[2T7A- K?, 
B(A-B) 


_ /(4A—B)(K2-— 27C) ， 
"TY ABG 
如 果 按 下 面 公 式 引 入 正 参 数 k? < 1， 
42 (B -0O)(2T7TA— KZ) 
~ (4-B)(KS -27TCO)’ 
则 方程 (18) 有 (19) 的 形式 . 又 设 t=0 时 g = 0, 则 图 99 中 惯性 椭 球 上 的 II 区 域 
的 本 体 极 迹 对 应 的 解 为 


q 二 土 


Sin A, 


_ /Ko-27C /274A-K2 
p 404 二 Cd 全 4 一 土 BA B)™™K), 
(21) 
_ Kr2 
,0 2A KS 
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式 中 的 正 负 号 或 者 同时 取 上 面 的 或 者 同时 取 下 面 的 . 为 了 得 到 相应 于 位 于 图 99 中 
IV 区 域 本 体 极 迹 的 解 , 需要 在 解 (21) 中 同时 改变 p 和 r 的 符号 , 而 4 的 符号 不 变 . 
如 果 Ks = 274, 则 本 体 极 迹 退 化 为 位 于 Oz 轴 上 的 点 , 相应 于 绕 Oz 轴 的 永久 
转动 . 
可 以 看 到 , 在 前 面 这 2 种 情况 下 pz, gr 都 是 周期 函数 , 因此 本 体 极 迹 是 封闭 曲 
线 . 还 可 以 看 出 , 本 体 极 迹 在 惯性 椭 球 上 相对 主 平面 是 对 称 的 ， 刚体 的 每 一 个 运动 对 
应 于 一 条 完整 的 具体 的 本 体 极 迹 , 具体 对 应 哪 一 条 极 迹 取 决 于 p,q,7 的 初 值 . 
下 面 还 有 第 3 种 情况 , 是 介 于 前 2 种 情况 中 间 的 : 
3. K2 = 2TB. 等 式 (17) 有 下 面 形式 
_ (8-0) 
?= AA-O — Ba’), 
2_ (4-B) 
C(A—O) 


由 (22) 得 A(4 一 B)p? = C(C 一 B)r?. 考虑 到 欧 拉 - 泊 松 运动 的 性 质 1 (第 101 小 
节 ) 可 知 , 这 种 情况 下 本 体 极 迹 位 于 过 惯性 椭 球 中 间 轴 的 平面 


(22) 
(2T — Bq?). 


C(B-O), 
4(4 二 万 ) 


内 . 平面 (23) 与 惯性 椭 球 交 线 是 包含 2 类 本 体 极 迹 的 椭圆 : 第 1 类 是 位 于 Oy 轴 上 
的 极 迹 点 , 相应 于 绕 惯性 椭 球 中 间 轴 具有 任意 角速度 的 永久 转动 ; 第 2 类 是 连接 上 
述 极 迹 点 的 4 条 椭圆 弧 形 状 的 曲线 . 这 4 条 本 体 极 迹 在 图 99 中 用 数字 1, 2,3,4 表 
示 , 它们 是 惯性 椭 球 上 包含 不 同性 质 的 本 体 极 迹 的 区 域 L II, II IV 的 分 界线 . 如 果 


令 


(23) 


/CGO 


4BC 
则 方程 (18) 在 该 情况 下 有 如 下 形式 


dg_ 1 
dr V21TB 


如 果 t= 0 时 g =0, 那么 由 方程 (24) 和 等 式 (22), 再 利用 双 曲 函数 的 已 知 关系 


(27 — Ba’). (24) 


式 
sh7 


ch7 
可 得 欧 拉 方 程 (6) 的 相应 于 图 99 中 本 体 极 迹 1 的 解 


2T(B—O) _ /27(4-B)1 
PTY AA-O) ar ,Sr r=/ oA mr 025) 


ch27 — sh’7 = 1， thr = 
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如 果 在 (25) 中 改变 mr 的 符号 , 就 可 以 得 到 方程 (6) 相应 于 本 体 极 迹 3 的 解 . 
类 似 地 , 如 果 在 (25) 中 分 别 改 变 wor 和 gq,p 的 符号 , 就 可 以 得 到 方程 (6) 分 别 相应 
于 本 体 极 迹 2 和 4 的 解 . 

公式 (25) 中 的 双 曲 函数 的 曲线 在 图 100 中 给 出 . 


图 100 图 101 


例 1 均 质 矩形 板 以 质心 为 国定 点 作 惯性 转动 , 初始 时 刻 t = 0 时 板 以 角 吉 度 
wo 绕 对 角 线 PQ 转动 (图 101), 用 a 表示 对 角 线 之 间 的 夹 角 的 一 半 ， 试 证 明 经 过 


时 间 
1 一 2K (sin a) 


woVcos2a 
后 , 板 将 绕 对 角 线 RS 转动 , 其 中 K 是 第 二 类 全 椭圆 积分 , sin a 是 椭圆 积分 的 模 钙 . 
设 QS = b,QR= cb <c, 誉 标 系 Ozyz 的 轴 Oy,Oz 分 别 垂直 于 适 形 的 边 , 而 
Oz 轴 租 直 于 板 所 在 平面 , 这 些 坐 标 轴 是 板 的 惯性 主轴 . 根据 第 75 小 节 ( 例 1) 有 
_7_ 1 ,2,2 _-r_1 2 _7_1, ,2 
A=Ji= 1om(b +c’),， B= 有 h= 157mmc ， C = .jz = amb 
如 果 板 的 对 角 线 等 于 d, 则 b= dsina，c=dcosa 并 且 
_1 2 _1 2 2 _1 2 .2 
A= 157nd ， B= 7amd cos’ Qa, C= 7md sin a. 
在 t=0 时 p=0,g= wosina,r = wocosa, 因此 
T= (Ap? + Bg + Cr’)= md sin? Q cos? a . wi, 
K% 一 422 + Bq + Or’ = im?dt sin? Q cos? a . we. 
因为 < ec 时 角 a 不 超过 7/4, 通过 直接 计算 不 难 验 证 有 如 下 不 等 式 成 立 


A>B>C, 27B> Ké >2TC. 
中 原文 此 处 关于 # 的 公式 和 关于 a 的 定义 有 误 , 已 改正 . 
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可 见 , 这 属于 上 面 讨论 的 欧 拉 - 泊 松 运动 的 第 1 种 情况 . 
根据 前 面 对 这 种 情况 的 分 析 , 经 过 不 复杂 的 计算 可 得 
p(t) = — sinavVceos2a :wo:cn[T + K(k),k], 
q(t) = sina :wo :snlT + K(k),k], 
7(t) = wo dn[r + K(k),A], 


其 中 == Vecos2a: wo:t,k= sina. 

在 求 上 面 的 动力 学 方程 (6) 的 解 p(t), q(t),7(t) 时 , 对 应 于 该 问题 的 具体 初始 条 
件 , 在 公式 (20) 中 选取 了 上 面 符号 并 将 了 用 T+ 十 K(k) 代 兰 . 这 个 解 对 应 于 惯性 椭 球 
区 域内 的 本 体 极 迹 (图 99). 

在 t=t 时 有 

T= Vcos2a:wo':t = 2K(k); 
又 由 于 (图 95) cn[3K(k),k] = 0， sn[3K(k),k] = —1l, dn[3K(k),k] = V1 所 , 因 
此 
p(t)=0, q(t)= —wosina, 7(t) = wocosa. 


由 此 可 得 ,t=t 时 板 绕 对 角 线 RS 转动 . 


103. 关于 空间 极 迹 的 讨论 ”从 图 98 可 以 看 出 , 9P = VDB5 二 DG2; 又 根据 第 
101 小 节 有 OP = w/V2T，0Q = V2T/Ko, 因此 


| w?2 2T 
-一 一 ~ 一 2 
YP 27 KZ ( 6) 


从 这 个 公式 可 以 得 出 空间 极 迹 的 某 些 一 般 性 质 . 

对 每 个 永久 转动 w = const, 空间 极 迹 是 与 Q 重合 的 点 . 

我 们 来 研究 运动 的 一 般 情 况 . 设 4 > B > C, 对 应 于 图 99 中 区 域 I~IV 内 本 体 
极 迹 的 运动 , w = Vp? 十 十 r? 有 最 小 值 wy 和 最 大 值 wa; 根据 (26), QP 也 有 最 小 
值 ocx 和 最 大 值 ps, 所 以 空间 极 迹 位 于 以 Q 为 中 心 的 同心 圆 之 间 (图 102 和 图 103). 

无 需 证 明 可 以 发 现 , 空间 极 迹 没 有 任何 拐点 , 没有 回归 点 , 总 是 旋转 并 以 四 面 对 
着 Q 点 , 而 Q 是 动量 矩 向 量 Ko 与 泊 松 平面 r 的 交点 . 

与 本 体 极 迹 (区 域 I~IV 内 ) 是 封闭 曲线 相反 , 空间 极 迹 尽管 也 是 由 对 称 部 分 构 
成 , 但 是 一 般 不 是 封闭 曲线 . 空间 极 迹 与 圆 p = const 和 pa = const 都 相 切 , 相 切 
时 刻 对 应 于 向 量 w 穿 过 惯性 椭 球 主 平面 的 时 刻 , 空间 极 迹 的 弧 段 ab (图 102) 相应 
于 四 分 之 一 本 体 极 迹 弧 段 . 当 点 P 重新 回 到 惯性 椭 球 上 的 同一 位 置 时 , 刚好 画 出 一 
条 完整 的 本 体 极 迹 , 而 向 径 OP 转 过 了 4a, 其 中 a 是 图 102 中 Qa 和 Q 之 间 的 夹 
角 . 如 果 a/r 是 有 理 数 , 则 空间 极 迹 是 封闭 的 , 反之 不 是 封闭 的 . 在 Ks = 2TB 时 存 
在 的 本 体 极 迹 1~4 (图 99) 中 的 每 一 条 相对 应 的 空间 极 迹 是 绕 向 Q 点 的 螺旋 线 (图 
103). 然而 螺旋 线 的 总 长 度 是 有 限 的 , 这 是 因为 它 等 于 相应 的 本 体 极 迹 的 弧 长 . 
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图 102 图 103 


如 果 惯 性 椭 球 是 旋转 椭 球 , 则 本 体 极 迹 和 空间 极 迹 都 是 圆 . 


104. 欧 拉 - 泊 松 运动 中 刚体 在 空间 中 方向 的 确定 ”在 第 102 小 节 中 已 经 求 出 
p,q,7 作为 时 间 的 函数 , 可 以 从 欧 拉 运动 学 方程 (5) 再 求 出 角 多 9, w 这 些 角 可 以 确 
定 刚体 相对 固定 坐标 系 OXYZ 的 方向 . 如 果 像 在 第 100 小 节 中 02 轴 沿 着 动量 矩 
Ko 的 方向 (图 96) 一 样 , 则 问题 可 以 简化 . 这 样 选择 固定 坐标 系 后 , 根据 图 96, 向 量 
Ko 在 固 连 主轴 坐标 系 的 Oz, Oy, Oz 上 的 投影 4p, Bq, Cr 的 计算 公式 为 


Ap= Kosin0singp, Bgq= KosinOcosyp, Cr7= Kocosth. (27) 
在 已 知 p,g,r 时 , 利用 这 些 公式 可 以 立即 确定 角 0 和 y 作为 时 间 的 函数 : 


cos0 = 起 tan w = 杀 (28) 


为 了 求 得 多 先 由 (5) 的 前 2 个 方程 求 出 y, 即 
; psing+gqcosy 
y= sin0 
如 果 将 (27) 的 前 2 个 式 子 求 出 的 sinyp 和 cos vp 代入 上 式 , 则 可 以 重新 写作 
; 4p2 + Bq’ 
9 Ko sin? 0 
利用 (27) 的 第 3 个 式 子 和 公式 (8) 最 终 得 
Ap? + Ba? 
Rr 
由 此 积分 可 得 多 由 于 (29) 右边 为 正 , 故 少 角 在 第 102 小 节 讨论 的 3 种 情况 下 都 是 
单调 递增 的 , 即 无 论 p,q,7 对 时 间 的 依赖 关系 如 何 , » 角 都 是 单调 递增 的 . 
如 果 刚 体 的 运动 不 是 永久 转动 或 者 渐 近 运动 , 根据 第 102 小 市 , p,q,7 是 时 间 的 
周期 函数 , 当时 间 t 增加 一 个 周期 , 角度 9 和 wp 的 正弦 和 余弦 重新 回 到 初始 值 . 因为 
角 vy 在 一 个 周期 内 增加 某 个 常数 值 , 一 般 来 说 sinyw 和 cos% 经 过 一 个 周期 会 改变 ， 


y= Ko (29) 
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这 一 点 可 以 从 (21) 得 到 . 事实 上 , 设 六 是 函数 p 和 dg 对 时 间 的 周期 , 则 由 (29) 得 
由 (t 十 区) = w(t), 积分 后 得 
Vt+ Ts) = W(t) + 0, 
其 中 c 是 积分 常数 . 
如 果 数 c/(27) 不 是 有 理 数 , 则 刚体 永远 不 会 回 到 初始 方向 . 如 果 
C mm 


27 ni’ 
其 中 m,n 是 整数 (n 郑 0), 则 刚体 的 运动 是 周期 性 的 , 其 周期 等 于 ni7. 


105. 重 刚 体 定点 运动 方程 及 其 第 一 积分 下 面 研究 刚体 在 重力 场 中 绕 固 定点 
O 的 运动 . 固定 坐标 系 的 O02 轴 竖 直 向 上 , Oxyz 
是 与 刚体 一 起 运动 的 固 连 坐标 系 , 其 坐标 轴 为 
刚体 对 固定 点 O 的 惯性 主轴 . 刚体 重心 G 在 
Ozyz: 中 的 坐标 为 a, b,c, 刚体 相对 固定 坐标 系 
的 方向 借助 欧 拉 角 %, 9,p 确定 , 欧 拉 角 按 通常 
方式 定义 (图 104). 

刚体 相对 Oz, Oy, Oz 轴 的 惯性 矩 用 4, B， 
C 表示 , 而 重力 用 PP 表示 ， 

设 竖 直 轴 02 的 单位 向 量 m” 在 固 连坐 标 系 
Ozyz 中 的 分 量 为 41, yo, Ys, 在 欧 拉 运 动 学 方程 
(5) 中 p,q,7 的 表达 式 中 的 系数 就 是 yi, yo, Ys: 


图 104 
1 三 sin 0 sin pw, Y=sin0cosp, 7Y3 = cos0. (30) 
问 量 ” 在 固 连坐 标 系 中 是 常量 , 所 以 其 绝对 导数 等 于 零 : 
dn 0 
z dt 
考虑 到 绝对 导数 和 相对 导数 的 关系 (第 30 小 节 ), 上 面 方程 可 以 写成 
dn 
Ar 十 wX 人 也 一 0， (31) 


其 中 w 是 刚体 角速度 , 方程 (31) 称 为 泊 松 方程 .. 用 p,q,7 表示 w 在 Oz,Oy,Oz 轴 
上 的 投影 , 泊 松 向 量 方程 可 以 写成 下 面 3 个 标量 方程 : 


hh 一 7T2 一 4T3， 2 = DTa 一 77T1， < = 4T1 一 2T2. (32) 
作用 在 刚体 上 的 外 力 是 重力 和 O 点 的 约束 反 力 , 约束 反 力 对 O 点 没有 和 矩 , 而 重 
力 一 对 0 的 矩 Mo 等 于 OG x P. 考虑 到 P= 一 Pn, 有 


Mo = Pn x OG. (33) 
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如 果 Mz;, My, Mz 是 Mo 在 Ox, Oy, Oz 上 的 投影 ， 则 由 (33) 得 
Mz = P(yYc—7Y30b), My= P(Ysa—70), M;= P(Yb— 9). (34) 
于 是 , 动力 学 方程 (4) 有 如 下 形式 


d 
A + (C— B)gr = Pl(Y2c — 3b), 


BL + (A- CO)rp= Pa — ho), (35) 
CS +(B— A)pg = P(Y1b ~ 7Y20). 
方程 组 (32) 和 (35) 构成 了 封闭 方程 组 , 包含 描述 重 刚 体 定点 运动 的 6 个 微分 
方程 . 
如 果 从 方程 组 (32) 和 (35) 求 出 p,q,7,1,7Y2,7Ys 作为 时 间 的 函数 ， 则 由 方程 
(30) 求 出 90(t), p(t), 而 求 y(t) 需要 利用 欧 拉 运动 学 方程 中 的 任意 一 个 . 
这 样 , 积分 方程 组 (32) 和 (35) 称 为 基本 问题 , 这 个 封闭 方程 组 的 分 析 也 构成 了 
重 刚体 定点 运动 问题 的 主要 困难 . 
我 们 将 给 出 方程 组 (32) 和 (35) 的 3 个 第 一 积分 , 其 中 一 个 是 向 量 n 的 模 等 于 
1, 即 
+ 入 十 73 = 二 1 (36) 


还 有 一 个 积分 由 动量 矩 定 理 可 以 得 到 . 事实 上 , 因为 外 力 一 一 重力 和 约束 反 力 
对 竖 直 轴 没 有 和 矩 , 则 动量 矩 Ko 在 竖 直 轴 上 的 投影 为 常数 (参见 第 87 小 节 ), 即 


Ko.:n = const. 
在 固定 坐标 系 中 Ko 的 分 量 为 4p, Bq, Cr, 因此 上 面 方程 可 写作 
4p7yi + Bqyz 十 CrTa = const. (37) 


进一步 可 以 发 现 , O 点 约束 反 力 的 功 等 于 零 , 重力 有 势 且 势能 不 显 含 时 间 , 因此 
在 运动 过 程 中 机 械 能 妃 = 人 + 工 守 恒 (参见 第 .88 小 节 ). 

注意 到 当 重 心 位 于 水 平面 OXY 上 时 势能 等 于 零 , 可 得 工 = Ph, 其 中 h 是 重心 
到 平面 OXY 的 距离 , h = OG .n= a 十 bo 十 cya. 又 因为 


T= (Ap? + Bg + Cr’), 
所 以 能 量 积分 可 以 写成 


1 
本 (47 + Bq?+ Cr’)+ Play 十 bo 十 cys) = const. (38) 
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如 果 利 用 雅 可 比 乘 子 理论 , 则 可 以 证 明 包 , 为 了 在 任何 初始 条 件 下 将 (32) 和 (35) 
完全 积分 , 除了 上 面 的 3 个 第 一 积分 (36)-(38) 以 外 , 还 需要 一 个 独立 于 它们 的 第 一 

现在 我 们 证 明 , 对 于 p, g,7,Y1,7Y2; 7Y3 的 第 4 个 代数 第 一 积分 只 有 在 下 面 3 种 情 
况 下 存在 , 就 是 欧 拉 情 况 、 拉 格 朗 日 情况 和 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 情况 . 

在 欧 拉 情 况 下 刚体 是 任意 的 , 但 其 重心 位 于 固定 点 0, 即 a = = c= 0, 这 种 情 
况 在 第 98 小 节 ~ 第 103 小 节 已 经 做 了 详细 讨论 . 

在 拉 格 朗 日 情况 下 刚体 对 固定 点 的 惯性 椭 球 是 旋转 椭 球 , 重心 位 于 旋转 轴 上 , 例 
如 4 = B,a=b= 0. 由 (35) 的 最 后 一 个 方程 可 知 , 在 这 种 情况 下 刚体 角速度 在 动 
力学 对 称 轴 上 的 投影 是 第 4 个 代数 积分 : r = const. 

在 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 情况 下 刚体 对 固定 点 O 的 惯性 椭 球 是 旋转 椭 球 , 例如 绕 着 
Oz 轴 旋 转 , 惯性 矩 满足 关系 式 4 = B = 2C, 而 重心 位 于 惯性 椭 球 的 赤道 面 上 , 即 
cC 一 0. 

对 于 旋转 惯性 椭 球 , 任何 过 O 点 并 位 于 赤道 面 内 的 轴 都 是 惯性 主轴 , 所 以 为 了 
计算 简单 , 我 们 假设 Oz 轴 通 过 重心 , 即 b = 0, 那么 欧 拉 动力 学 方程 (35) 在 柯 娃 列 
夫 斯 卡 娅 情况 下 写成 


dp 加 da dr _Pa 
237 4"=0, 2 + "P= os, ri 人 (39) 


不 难 借助 方程 组 (32),(39) 直接 通过 微分 验证 , 第 4 个 代数 第 一 积分 是 
(p” 一 和 一 ai) 十 (2pg 一 aa2)” = const. (40) 


还 有 很 多 情况 存在 第 4 个 代数 积分 使 方程 组 (32) 和 (35) 完全 积分 , 但 是 这 些 
积分 不 是 对 所 有 初速 条 件 成 立 的 , 而 是 对 于 特别 选 定 的 初始 条 件 才 成 立 的 @. 


106. 陀螺 基本 公式 ”惯性 椭 球 是 旋转 椭 球 的 定点 运动 刚体 称 为 陀螺 . 在 第 100 
小 节 中 我 们 已 经 看 到 , 如 果 外 力 对 固定 点 O 的 主 和 矩 为 零 , 则 陀螺 绕 不 变 的 动量 矩 Ko 
作 规则 进 动 . 

但 是 为 了 使 陀螺 作 规 则 进 动 , 不 一 定 要 外 力 对 国定 点 的 主 矩 为 零 , 我 们 来 详细 研 
究 这 个 问题 . 设 OXYZ 是 以 固定 点 O 为 原点 的 固定 坐标 系 , 而 Oxyz 的 坐标 轴 褒 着 
刚体 对 O 点 的 惯性 主轴 , 又 设 4, B,C 是 刚体 对 Ox, Oy, Oz 轴 的 惯性 矩 并 且 4 = B， 


中 见 第 162 小 节 . 
加 参见 : Topp TI. B., Kyapamosa JI. B., CrenaHoBa JI. A. KmaccqecKHe 3anaun THaMIIKI 


TBEPpAOro Tena, Kunes: Hayrona nyMra, 1978. 
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这 种 情况 下 欧 拉 动力 学 方程 (4) 可 以 写成 
dp 
A + (C— A)gr = M;, 


A —(C— A)rp= M,, (41) 


欧 拉 角 y,0, wp 按 通常 的 定义 , 欧 拉 运动 学 方程 的 形式 为 (5). 

下 面 我 们 来 求 陀螺 规则 进 动 的 条 件 , 在 该 条 件 下 刚体 绕 02 轴 规 则 进 动 , 章 动 
角 保 持 常数 (9 = 90), 自转 角速度 旋 = wl 和 进 动 角速度 = wa 也 都 是 常数 . 换 名 
话说 , 我 们 来 求 外 力 对 O 点 的 主 矩 Mo 使 陀螺 以 给 定 的 900,wi,w2 作 规 则 进 动 . 

对 于 给 定 的 9, p, 光 欧 拉 运动 学 方程 (5) 有 如 下 形式 


p=w2sinbosing, gq= wsinbocosp, "= wacosOo+tw. (42) 
由 (42) 的 最 后 一 个 等 式 可 知 , 7 是 常 值 , 所 以 由 (41) 的 第 3 个 方程 给 出 
M; = 0. (43) 
将 (42) 中 的 p,q,7 代入 (41) 的 第 1 个 方程 可 以 求 出 


NM = 4wo sin Oo0 cos pe + (C — A)w>» sin bo cos (wo cos 00 + wi). 
将 导数 人 2 代 蔡 为 wi 得 
M; = wow1 sin 00 cos w Ic 十 (C 一 4) 子 COS | . (44) 
类 似 地 , 由 (42) 和 (41) 的 第 2 个 方程 得 
M, = —wow1 sin bo sin wp c 十 (C 一 多 语 COS | . (45) 


注意 到 在 坐标 系 Ozyz 中 向 量 w， 和 ws 的 分 量 分 别 为 0,0,wi 和 wo sin 0o sin wp， 
wo sin bo cos po, wa cos 90, 公式 (43)-(45) 可 以 写成 一 个 向 量 等 式 


Mo = w» x wi be (C 一 4) 子 COS go . (46) 
1 


由 此 可 见 , 向 量 Mo 的 大 小 为 常数 , 方向 沿 着 节 线 ON. 
公式 (46) 称 为 陀螺 基本 公式 ， 在 已 知 惯性 矩 4,C,， 章 动 角 bo 和 角速度 问 量 
wi,w2 的 情况 下 , 用 陀螺 基本 公式 可 以 给 出 规则 进 动 所 需 的 力矩 Mo. 
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可 以 发 现 , 与 第 100 小 节 讨 论 的 欧 拉 情 况 不 同 , 这 里 的 动量 矩 Ko 不 是 常量 , 根 


据 动量 矩 定理 , 它 满足 
dKo 


dt 

这 个 公式 可 以 给 出 非常 方便 和 广泛 使 用 的 解释 : 向 量 Ko 端点 的 速度 等 于 Mo 
( 莱 沙 尔 定 理 )， 

例 1 质量 为 m 高 为 h 顶 角 为 2a 的 均 质 圆锥 , 顶点 O 固定 , 圆锥 在 水 平面 上 
无 滑动 滚动 , 圆锥 底面 中 心 具 有 水 平 速 度 v, 求 水 平面 约束 反 力 的 合力 (大 小 、 方 向 
和 作用 点 ) 以 及 固定 点 的 约束 反 力 . 

设 G 是 圆锥 的 质心 (图 105), RR 是 底面 半径 ,CO 是 
圆锥 对 其 对 称 轴 的 惯性 给 , 4 是 圆锥 对 过 顶点 且 垂 直 
于 对 称 轴 的 轴 的 惯性 和 矩 , 于 是 


= Mo. (47) 


_3 _3 pp _ 3 ,p2 2 
OG = 4h, C = om ， A= a0m(R + 4h”). 


又 R= OiL=htana, 所 以 


_ 3 2...2 _ 3 ,2 2 
C= om tan’ a, A= 0" (4 + tan” a). 


此 外 还 有 
OK =hsina, QQG = Theosor 


设 圆锥 底面 速度 向 量 重 直 于 图 105 所 在 平面 指向 读者 , 由 于 圆锥 无 消 动 滚动 , 其 
皮 时 转动 轴 沿 着 母线 OL. 由 vo, =v = 二 w:O1K 可 以 求 出 角速度 的 大 小 


了 


w 一 . 

h sin a 
圆锥 作 规则 进 动 , 自转 角速度 wl 和 进 动 角 速度 ws 的 方向 在 图 105 中 已 给 出 , 它们 
的 大 小 为 


LU 1) 
Wl = 一 一 三 一 一 一 一 一 ， 
COS CQ hsinacosoa 


wo = w tana = 


章 动 角 (wi 和 ws 的 夹 角 ) 等 于 /2 十 a. 

进 动 在 重力 、 平 面 约 束 反 力 和 O 点 约束 反 力 作用 下 进行 , 这 些 力 对 O 点 的 主 纸 
JMo 可 以 用 陀螺 基本 公式 (46) 计算 . 利用 上 面 得 到 的 A, CO,wi,w2,0, 可 以 求 出 力 纸 
的 大 小 


疙 cosa 


2 . 
Mo = wowl cos a c 一 (C 一 4) 字 sin a 一 (1 + 5cos? oa). 
1 . 
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向 量 Mo 重 直 于 图 105 平面 指向 读者 , 再 考虑 到 重力 滞 竖 直 方向 , 待 求 的 水 平 
面 约 束 反 力 的 合力 以 及 O 点 的 约束 反 力 位 于 图 面 内 . 设 水 平面 约束 反 力 的 合力 作用 
点 位 于 圆锥 母线 OL 上 的 5S 点 , 将 其 分 解 为 坚 直 力 N 和 洛 着 母线 的 水 平 力 F. 

根据 质心 运动 定理 可 以 求 得 N, 下 (第 86 小 节 ), 重心 的 竖 直 加 速度 等 于 零 , 因此 
N = mg; 当 重 心 沿 着 半径 为 QG 的 圆周 运动 时 , 力 FF 产生 重心 的 法 向 加 速度 : 


3 my? 


P=m.w.00 = 7hoosa 


力 F,N 和 mg 对 过 O 重 直 于 纸 面 的 轴 力 和 矩 之 和 应 该 等 于 


N:0S— mg:QG= Mo. 


由 此 可 得 9 到 圆锥 顶点 的 距离 : 


3 3 vv2 sin aw 
OS = 2 = 
4 5c052 20 gcos3 a 


(1 + 5 cos’ a). 


107. 陀螺 基本 理论 现代 技术 中 使 用 的 陀螺 的 自转 角速度 通常 远大 于 进 动 角 
速度 , 即 wi > wo, 如 果 和 忽略 公式 (46) 中 方 括号 内 的 二 次 项 , 则 有 


Mo = Cus x wi. (48) 


这 个 公式 是 陀螺 基本 理论 或 近似 理论 的 基础 , 称 为 陀螺 近似 公式 @. 
在 陀螺 基本 理论 的 假设 下 , 公式 (48) 可 以 由 莱 沙 尔 定理 立刻 得 到 ， 这 个 基本 
假设 是 : 高 速 转动 的 陀螺 在 任意 时 刻 的 瞬时 角速度 与 动量 矩 都 沿 着 动力 学 对 称 轴 ， 


Ko 一 CWw1. (49) 


我 们 可 以 看 到 高 速 转动 的 陀螺 有 -一些 性 质 ， 设 陀 

螺 的 重心 与 固定 点 重合 , 这 种 陀螺 称 为 平衡 陀螺 . 设 陀 

螺 绕 对 称 轴 转 动 的 角速度 为 w1, 由 于 这 种 情况 下 对 称 

轴 是 中 心 惯性 主轴 , 陀螺 的 动量 矩 Ko 沿 着 对 称 轴 并 

且 Ko = Cewl. 这 个 等 式 不 是 近似 的 ,而 是 精确 的 . 如 

果 外 力 对 重心 的 主 矩 为 零 , 则 向 量 Ko 是 常量 , 陀螺 轴 
在 固定 坐标 系 中 保持 其 初始 方向 . 

假设 在 陀螺 轴 上 作用 一 个 力 FF, 它 对 O 点 的 主 矩 

图 106 等 于 M (图 106)， 根据 公式 (47)， 向 量 Ko (以 及 陀 

螺 对 称 轴 ) 将 发 生 偏 移 , 但 不 是 偏向 力 的 作用 方向 , 而 

是 偏向 力矩 M 的 方向 ( 即 垂直 于 力 的 方向 ), 这 是 高 速 转动 陀螺 的 一 个 有 趣 的 性 质 . 


中 如 果 章 动 角 6% 等 于 r/2, 则 公式 (48) 对 IMo 不 是 近似 的 , 而 是 精确 的 , 无 论 不 等 式 wi > wa 
是 否 成 立 . 


[107] §2. 刚体 定点 运动 * 145 . 


设 在 高 速 转动 陀螺 上 在 很 短 的 时 间 段 + 内 作用 力 F, 且 Fr 是 有 限 值 , 向 量 Ko 
的 端点 有 速度 wa, 根据 莱 沙 尔 定 理 , 该 速度 大 小 等 于 Fh. 点 a 在 7 时 间 内 的 位 移 
aa' = VoaT 二 Fh7. 考虑 到 Oa 等 于 Cwi 可 得 , 陀螺 轴 在 7 时 间 内 转动 的 角度 8 为 

aa’ Fhr 
= 元 = Go 
因为 Fhr 是 有 限 值 , 而 Cwi 很 大 , 所 以 角 6 很 小 . 

可 见 , 当 力 的 作用 时 间 很 短 时 , 陀螺 轴 实 际 上 能 保持 自己 的 初始 空间 位 置 . 

当 力 长 时 间作 用 时 , 陀螺 的 上 述 性 质 就 不 会 继续 保持 了 , 陀螺 动量 矩 Cwl 的 增 
大 只 会 增加 陀螺 轴 偏 离 初始 位 置 到 一 定 值 所 需 的 时 间 . 

在 工程 技术 中 陀螺 在 长 期 存在 常 值 或 慢 变 力矩 的 条 件 下 工作 ， 当 陀螺 动量 和 矩 足 
够 大 时 陀螺 进行 非常 缓慢 的 进 动 . 这 种 陀螺 轴 的 缓慢 变化 是 陀螺 的 最 重要 的 (但 不 
是 唯一 的 ) 性 质 , 在 实践 中 也 得 到 广泛 应 用 . 

我 们 研究 以 角速度 wi 绕 自己 的 轴 转 动 的 陀螺 . 由 于 在 陀螺 上 安装 了 以 角速度 ws 
转动 的 刚体 , 陀螺 产生 进 动 . 进 动 所 需 的 力矩 Mo 由 陀螺 上 刚体 的 压力 提供 , 这 个 力 
和 矩 可 以 用 陀螺 基本 公式 (46) 计算 . 根据 牛顿 第 三 定律 , 陀螺 也 对 安装 其 上 的 刚体 作 
用 大 小 相等 方向 相反 的 力 , 这 些 力 形成 作用 在 刚体 上 的 力矩 RMeup, 保证 陀螺 的 进 动 ， 
这 个 力矩 称 为 陀螺 力矩 . 显然 Meup = -Mo. 利用 陀螺 近似 理论 有 


(50) 


最 后 , 我 们 根据 陀螺 基本 理论 来 研究 重 刚 体 定 
点 运动 的 拉 格 朗 日 情况 (参见 第 105 小 节 ). 设 重 为 
P 的 动力 学 对 称 刚体 有 固定 点 O (图 107), 在 初始 
时 刻 刚 体 对 称 轴 Oz 与 竖 直方 向 成 9 角 . 设 刚体 
以 角速度 wi 绕 对 称 轴 旋 转 , 如 图 107 所 示 . 无 论 Oz 
在 什么 方向 , 重力 P 的 力矩 Mo 总 是 沿 着 水 平方 
向 , 因此 竖 直 轴 O02Z 是 进 动 轴 . 陀螺 轴 在 顶 角 为 20 
的 圆锥 面 上 运动 , 运动 方向 在 图 107 上 用 箭头 表示 . 

进 动 角速度 可 以 由 公式 (48) 求 得 . 力矩 Mo 
的 大 小 为 P.OG .sin9, 根据 公式 (48) 这 个 值 应 该 
等 于 Cwiwz sin0, 由 此 可 得 


_P.0G 


(Wo 二 。 
Cwi 


(52) 


进 动 角速度 不 依赖 于 角 0. 

可 见 , 高 速 转动 重 刚体 在 拉 格 朗 日 情况 下 作 规 则 进 动 , 这 个 结论 是 近似 的 , 是 在 
陀螺 基本 理论 的 假设 下 得 到 的 . 陀螺 的 实际 运动 不 同 于 规则 进 动 , 特别 是 , 角 9 不 一 
定 是 常数 , 可 以 在 某 个 区 间 内 变化 . 陀螺 对 称 轴 的 振动 称 为 章 动 . 
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例 1 陀螺 由 半径 RR=0.1m 转速 为 n = 100 rpm 的 轮 构成 . 在 图 108 中 没有 
画 出 的 陀螺 框架 可 绕 固 定点 O 自由 转动 , 轮 到 O 的 距离 OO1 等 于 0.2 m. 假设 轮 
是 均 质 圆 盘 且 框架 质量 忽略 不 计 , 如 果 OO1 处 于 水 平 位 置 , 求 陀螺 进 动 的 方向 和 和 角 
速度 . 重力 加 速度 取 10 m/s*. 


重力 的 力矩 Mo 沿 水 平方 向 并 垂直 于 OO1, 指 
向 如 图 108 所 示 , 其 大 小 为 Mo 二 mg .O01, 其 中 mm 
是 轮 的 质量 . 对 于 图 108 给 出 的 轮 的 转动 方向 , 根据 
公式 (46), 力矩 JMo 引起 陀螺 以 角速度 wo 规则 进 动 ， 
wo 的 方向 竖 直 向 上 . 

为 了 计算 进 动 角速度 的 大 小 , 可 以 利用 陀螺 基本 
公式 (46) 或 者 陀螺 近似 公式 (48) (0 = x/2, 所 以 2 
个 公式 是 相同 的 ), 于 是 有 


Cwlwop 一 71209 OO1. 


考虑 到 C = 1/2mR?, 可 以 求 得 


_ mg.O0O1 | mg : OO1 _2 
Co 1/2mR2.2rn x 


(W2 


按照 陀螺 近似 理论 , 0 = const 并 且 点 O1 按 图 示 蘑 头 方向 和 画 圆 , 这 时 OO1 的 角 
速度 等 于 2 (3) 
T NS 
例 2 飞机 模型 以 速度 v 绕 半 径 为 p 的 水 平 圆 盘旋 , 螺旋 桨 和 马达 相对 它们 共 
同 转动 轴 的 惯性 矩 等 于 C, 螺旋 桨 和 马达 以 角速度 wi 转动 , 求 陀螺 力矩 . 


进 动 角速度 洛 紧 直方 向 , 大 小 等 于 v/p, 章 动 角 0 
等 于 r/2. 根据 (46) 得 


Cvw 


陀螺 力矩 Ma。 沿 水 平方 向 , 陀螺 压力 沿 着 竖 直 
方向 , 按照 图 109 给 出 的 螺旋 桨 和 马达 的 转动 方向 , 在 
飞机 由 航行 方向 向 左 转弯 时 , 陀螺 压力 使 飞机 头 部 抬 
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83. 自由 刚体 运动 


108. 自由 刚体 运动 微分 方程 设 需 要 求解 自由 刚体 相对 固定 坐标 系 O。XY2 
的 运动 . 根据 夏 莱 定理 (第 21 小 节 ), 刚体 的 任何 运动 都 可 以 看 作 刚体 上 任意 点 ( 基 
点 ) 确定 的 平 动 和 刚体 绕 该 点 的 定点 运动 之 和 . 在 描述 运动 时 希望 选择 基点 使 其 运 
动 的 确定 最 简单 . 由 动力 学 基本 定理 可 知 , 选择 质心 为 基点 是 非常 方便 的 , 这 是 因为 
质心 运动 可 以 看 作 一 个 质点 在 系统 全 部 外 力作 用 下 的 运动 , 而 刚体 绕 质 心 运动 的 动 
量 矩 和 动能 (这 些 概念 的 定义 参见 第 81 小 节 ) 的 公式 就 像 定 点 运动 时 一 样 . 

设 M 是 刚体 质量 , vc 是 质心 速度 , Kc 是 相对 质心 的 动量 矩 (参见 第 81 小 节 )， 
即 相 对 以 质心 为 原点 的 平 动 坐标 系 . 如 果 RS 和 MG 是 外 力 的 主 回 量 和 对 C 点 
的 主 和 矩 , 则 由 质心 运动 定理 (第 86 小 节 ) 和 动量 矩 定 理 (第 87 小 节 ) 可 得 2 个 向 量 
方程 ] 

UC e 
Mr = R), 

如 果 Xo,Yc,2c 是 刚体 质心 在 固定 坐标 系 Os。XYZ 中 的 坐标 , 而 Rx, Ry, Rz 是 问 
量 RS 在 坐标 轴 O。X, Oo。Y, 0。2 上 的 投影 , 则 (1) 的 第 1 个 方程 可 以 写成 下 面 标量 
形式 


dKc e 
Me. 0 


d2Y. d2Z 

5 =Ry, M 了 = Rz. (2) 
设 CXYZ 是 平 动 科 尼 希 坐标 系 , 而 Czyz 是 与 运动 刚体 固 连 的 坐标 系 . 如 果 PP gr 
是 刚体 角速度 在 Cz, Cy, Cz 上 的 投影 , 而 Ms, M,, M。 是 向 量 MO 在 坐标 系 Czyz 


中 的 分 量 , 则 (1) 的 第 2 个 方程 可 以 写成 第 97 小 节 中 (3) 的 形式 : 


= Rx, M 


了 和 7J 29 


dr 
ot ev Te + (ey)ar + yar? — 9) + p(Toyr ~ Jozq) = Mo 


d d dr 
J 
2 一 JS 十 J + (Jy 一 Jz)pq 十 Jry(q 一 2 ) 十 7r(Jzzq 一 Jyzp) = M;. 

dt dt dt 
这 里 Jz, Jy, Jz, Sry, Srz, Jyz 是 刚体 对 质心 的 惯性 张 量 在 坐标 系 CTYZ 中 的 分 量 . 如 
果 Cz,Cy,Cz 是 刚体 对 质心 的 惯性 主轴 , 则 方程 组 (3) 可 以 写成 第 97 小 节 中 欧 拉 
动力 学 方程 (4) 的 形式 

可 以 将 欧 拉 运 动 学 方程 


+ + (Js — J)rpt+ Jrz(p’ — 7 )+ q(Jyzp 一 Js) = My, (3) 


p= vy sin 0 sin yp + 0 cosw, d 一 sinbgcosw 一 0 sin wo， 7 二 cosO+ (4) 


给 出 的 p,g,7 的 表达 式 代 入 方程 组 (3). 欧 拉 角 给 出 了 坐标 系 Czyz 和 CXYZ 之 间 
的 方向 关系 . 
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方程 组 (2)-(4) 构成 了 描述 自由 刚体 运动 的 微分 方程 组 . 一 般 情 况 下 方程 组 (2) 
和 (3) 的 右 端 依赖 于 Xc,Yo, 2c, ,90,9 以 及 它们 的 一 阶 导数 和 时 间 , 这 种 情况 下 方 
程 组 (2)-(4) 必须 同时 求解 . 

在 简单 情况 下 单独 积分 方程 组 (2) 和 (3)-(4), 例如 目 由 刚体 在 均匀 重力 场 中 运 
动 , 作用 在 刚体 上 的 唯一 外 力 是 重力 , 它 作 用 在 重心 上 , 方向 竖 直 向 下 . 如 果 轴 O06。2 
的 方向 竖 直 向 上 , 则 方程 组 (2) 有 如 下 形式 

dxXc 0 de 0 dzo 
dt2 :dt ”dt2 ) 
其 中 9 为 重力 加 速度 . 由 此 可 知 , 对 任意 初始 条 件 , 质心 都 是 沿 着 抛物 线 运动 . 又 由 
于 重力 对 质心 的 力矩 Moc 等 于 零 , 因此 刚体 绕 质 心 的 运动 是 欧 拉 - 泊 松 运动 . 

如 果 刚 体 不 是 自由 的 , 则 Xc, Yo,2c, ww,9,9 以 及 它们 的 一 阶 导数 可 能 满足 某 
些 关 系 式 , 方程 组 还 是 具有 前 面 的 (2)-(4) 的 形式 , 但 是 方程 组 (2) 和 (3) 的 右边 包 
含 约束 反 力 . 

例 1 在 捕 铁 饼 的 时 刻 , 铁饼 面 水 平 , 而 质心 高 于 地 面 h. 铁饼 质心 具有 水 平 速 
度 vo, 而 铁饼 自身 以 角速度 wo 转动 , wo 与 铁饼 面 的 夹 角 为 6 = T/4, 向 量 vo 和 wo 
位 于 固定 的 紧 直 平面 OaY2Z 内 (图 110). 忽略 空气 阻力 , 将 铁饼 当 作 均 质 薄 圆 盘 , 求 
铁饼 的 运动 . 


图 110 图 111 


在 固定 坐标 系 O。XYZ 中 OsXY 与 水 平面 重合 , 而 OaZ 轴 紧 直 , 铁饼 质心 C 
活着 抛物 线 
2 
Xo(t) =0, Yolt) =vot+Yo(0), Zolt)=h— 
运动 , 铁饼 相对 平 动 科 尼 希 坐 标 系 CXYZ 的 运动 是 规则 进 动 . 为 使 固 连 坐标 系 Czyz 
的 坐标 轴 是 铁饼 的 中 心 惯性 主轴 , 在 搓 铁 饼 的 时 刻 , 即 t = 二 0 时 , Cz 轴 与 CY 重合 ， 
Cy 与 CX 重合 , 而 Cz 的 方向 与 C2Z 相反 (如 图 110 和 图 111). 
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铁饼 的 中 心 主 惯性 矩 为 J = 2Js = 有 = 1/2mR? (m 为 铁饼 质量 , R 为 铁饼 半 
径 ). 因为 J > ,根据 第 100 小 节 , 向 量 wl 和 ws 的 夹 角 0 是 钝 角 (图 111). 

在 图 111 中 画 出 了 = 0 时 向 量 w 相对 铁饼 的 方向 , 显然 有 p= 二 wocos6，g = 
0， r= 70 = 一 wogsin 0， 因此 铁饼 对 质心 动量 矩 的 大 小 为 


Kc = \/ J2p? + J2q? + J2r7? = JrwoV 1 + 3sin?6. 


由 第 100 小 节 中 的 公式 (13), (15) 和 (16) 可 给 出 


2 Si K. 
cos0 = 2 wz = ~ = woV1 + 3sin?5, 
Kc V1 十 3sin26 Jz 
一 。 
Wl 一 70 一 Wo SI1nN 0. 


Jz 
向 量 Ko 确定 了 进 动 轴 , 它 在 空间 中 的 方向 不 变 : 在 CYZ 平面 内 与 水 平 轴 CY 
的 夹 角 为 常数 0 一 7/2. 活着 Kc 的 单位 向 量 e 在 坐标 系 CXYZ 中 有 : 


一 0 COS 0 2sin0 ) . 
将 6= /4 代入 上 式 可 得 , 在 科 尼 布 坐 标 系 中 铁饼 作 规则 进 动 : 
9 =T_arccos- 人 2 y = wo» = YI 0 = wl = Y2 
V5 2 2 
进 动 轴 由 向 量 e' = (0,1/V5,2/V5) 确定 . 


109. 刚体 平面 运动 ” 设 刚体 上 所 有 点 的 运动 都 平行 于 平面 O.XY, 下 面 研究 
描述 这 种 平面 运动 的 微分 方程 . 不 失 一 般 性 , 可 以 假设 刚体 质心 位 于 平面 02XY 内 ， 
因此 Zc = 0. 我 们 还 可 以 假设 , 与 刚体 固 连 的 坐标 系 Czyz 的 Cz, Cy 轴 位 于 平面 
O.XY 内 , 即 Cz 轴 垂 直 于 该 平面 , 于 是 在 假设 0 = 0, 儿 = 0 下 由 欧 拉 运动 学 方程 
(4) 有 


p=0, 4g=0, r=9. (5) 
将 Zo = 0 代入 方程 组 (2), 将 (5) 中 p,q," 的 表达 式 代 入 方程 (3) 得 
2 2 
-2 -~ X， ME = Ry, Rz = 0. (6) 


2 2 2 2 .2 
一 dv + Jyz 便 一 M;, _J d Pp J 伍 一 M,, J 一 M,. (7) 


方程 组 (6) 的 最 后 一 个 方程 和 (7) 的 前 两 个 方程 给 出 了 对 刚体 质心 、 外 力 和 部 分 初 
始 条 件 的 限制 , 在 满足 这 些 限 制 下 平面 运动 才 是 可 能 的 . 其 它 3 个 方程 
d2XC d2Yc d2w 
dt2 oe RY J 
是 刚体 平面 运动 微分 方程 . 


= Rx, M = M; (8) 
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例 1 刚体 在 大 小 和 方向 都 不 变 的 力 下 的 作用 下 作 平 面 运动 , 力 的 作用 线 位 于 
过 刚体 质心 并 平行 于 运动 的 平面 内 (图 112), 求 刚体 的 运动 . 

设 m 为 刚体 质量 , a 是 质心 到 力作 用 点 的 距离 , jJ 是 刚体 对 过 质心 并 垂直 于 运 
动 平 面 的 轴 的 惯性 矩 , 我 们 来 写 出 刚体 运动 方程 (8). 选择 OaXX 的 方向 使 其 与 力 下 
的 方向 重合 (图 112), 那么 


mXc = EF myYc = 0, J = —Fasiny. 


由 前 两 个 方程 可 知 , 刚体 质心 活着 抛物 线 运动 (在 Yo 关 0 时 ) 


2 
Xoll) = 3 + Xo(O)t+ Xe(0), Yeld) =Ye(0)t+ Ye(0); 
如 果 Yc = 0, 则 质心 以 常 加 速度 F/m 活着 平行 于 Oa。X 轴 的 直线 运动 , 在 时 间 t 内 
运动 的 距离 为 s = 二 + Xo(0)t. 
刚体 同时 绕 质 心 转动 ， 由 运动 方程 中 第 3 个 方程 描述 ， 将 该 方程 与 数学 摆 运 
动 方程 (第 57 小 节 中 方程 (6)) 相 比 可 以 发 现 , 刚体 相对 质心 的 运动 类 似 于 摆 长 为 
1 = Jg/(Fa) 的 单 摆 运 动 . 


图 112 图 113 


例 2 均 质 细 杆 一 端 放 在 光滑 地 面 上 , 另 一 端 靠 在 光滑 墙 上 (图 113). 当 杆 与 墙 
成 a 角 时 由 静止 开始 运动 , 求 运动 开始 时 杆 对 地 和 墙 的 压力 . 

杆 受 重力 mg 以 及 地 和 墙 的 约束 反 力 NB, N4, 其 中 NA 沿 水 平方 向 , NB 沿 竖 
直方 向 . 设 a 为 杆 长 , 而 z,y 是 杆 的 质心 在 图 113 所 示 坐 标 系 Ozxy 中 的 坐标 , 杆 的 
运动 微分 方程 为 

mi= Na, my= NBs— mg, 


1 1 1 
ma 一 ~aNAacosp 十 3 NBasin 9， 
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由 
I . sin COS 
9 = 
可 得 
.。 a ., 。 .9 ,。 Q,. .， .2 
=o(cospp—sing.p), Y= -5(sing:$+cosy:p’), 


2 
因此 由 杆 的 运动 微分 方程 的 前 2 个 可 得 


2 


1 1 . .. . 
Na = sma(cosp*¢ —sinp.p), NBg=mg— 3ma(sinp .$+cosp: 2). 


将 这 些 表 达 式 代入 杆 运 动 微分 方程 的 第 3 个 , 并 考虑 到 t=0 时 有 p= a,p=0， 
可 得 在 t=0 时 有 


3 
0 一 一 sin Qt， 
2a 


进而 可 得 初始 压力 的 大 小 为 


3 
NAa = 4"9 Sin Qcoso, 


NB = mg (1 -3sn?a). 


例 3 非 均 质 圆 盘 在 固定 水 平面 上 无 滑动 滚动 , 圆 盘面 始终 位 于 固定 竖 直 平面 
内 ( 见 第 87 小 节 的 例 4). 圆 盘 质量 为 m, 半径 为 a, 质心 C 与 圆 盘 几何 中 心 的 距离 
为 b, 圆 盘 对 垂直 于 盘面 并 过 质心 的 轴 的 惯性 矩 为 Jo, 试 利 用 平面 运动 理论 求 圆 盘 
的 运动 微分 方程 . 

圆 盘 在 重力 和 水 平面 的 约束 反 力 作用 下 运动 ， 
约束 反 力 作用 在 圆 盘 上 , 与 地 面 接触 点 为 A,, 将 约 
束 反 力 分 解 为 竖 直 力 NN 和 水 平 力 FF (图 114). 

对 于 该 问题 , 方程 组 (8) 写成 


mXc = 上， 


mYo = N — myg, 
Jo$ = F(a— becosy) — Nbsiny. 
由 无 滑动 条 件 (4A, 点 速度 等 于 零 ) 可 知 , 在 运动 过 程 中 应 该 满足 下 面 等 式 
Xc=—(a—bcosp)p, Yo =bsinp : 少 
进而 有 


Xc = -(ae 一 bcosop)5 — bsinp:.p, Yo=bsing:$+bcosp.:p, 
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因此 在 圆 盘 的 3 个 运动 微分 方程 中 前 2 个 给 出 水 平面 约束 反 力 依赖 于 yp,p,$ 的 
关系 : 
N=mg+mb(sing:$+cosp .0 


F=—ml(a— bcosp)s + bsing.: pl). 
将 这 些 表 达 式 代入 第 3 个 运动 微分 方程 就 得 到 y 满足 的 微分 方程 
[Jc+m(a? +b — 2abcosp)$ +mabsinp:.9 +mgbsing=0. 


在 第 87 小 节 的 例 4 中 利用 动量 矩 定理 也 得 到 过 这 个 方程 . 


84. 重 刚体 沿 水 平面 的 运动 


110. 一 般 引言 . 摩擦 概念 ” 设 刚性 曲面 5 沿 着 固定 曲面 51 运动 (图 115), 假 
设 曲 面 S$ 和 51 都 是 凸 的 , 相 切 于 O 点 .一 般 来 说 ， 在 5 运动 时 点 O 既 沿 着 5 运 
动 又 沿 着 51 运动 , 假设 在 每 个 时 刻 , 经 过 
O 点 只 能 有 唯一 的 S$ 和 51 切 平面 .显然 ， 
点 O 的 速度 vo 位 于 过 O 点 的 公共 切 平面 
内 . 如 果 wo = 0 则 称 运动 是 无 滑动 的 , 如 果 
vo 关 0 则 称 运动 是 有 滑动 的 , 而 vo 称 为 滑 
动 速度 . 

取 O 为 基点 , 那么 在 每 个 时 刻 曲面 5 的 
运动 可 以 看 作 以 速度 vo 平 动 和 以 角速度 w 
绕 O 点 转动 . 将 癌 量 w 分 解 为 2 个 回 量 wp 
和 wx, 其 中 ws 垂直 于 公共 切 平面 , 称 为 曲 

图 115 面 9 的 转动 角速度 ; 而 wk 位 于 公共 切 平面 
内 , 称 为 曲面 8 的 滚动 角速度 . 

如 果 vo = 0 则 称 曲 面 5 在 曲面 S; 上 滚动 ; 如 果 同 时 wp = 0,wk 关 0, 则 曲 
面 9 在 曲面 S$ 上 作 纯 滚动 , 而 如 果 wp 冯 0,wxk = 0, 则 曲面 9 作 转 动 . 当 vo 取 0. 
而 wp = 0,wKk = 0 时 , 则 称 曲 面 9 在 曲面 S$; 上 滑动 . 一 般 来 说 , vo 和 0, wpB # 0， 
wk 六 0, 曲面 5 在 曲面 95; 上 既 滑 动 又 转动 和 滚动 . 

曲面 51 对 5 的 作用 力 包 括 以 下 几 个 : 1) 作用 在 S$ 上 的 垂直 于 公共 切 平面 ， 
从 51 指向 5, 这 个 力 称 为 法 向 约束 反 力 , 对 于 实际 运动 来 说 N>0; 2) 作用 在 S$ 上 
的 摩擦 力 F 位 于 公共 切 平面 内 . 根据 库仑 摩擦 定律 , 摩擦 力 的 大 小 下 不 超过 其 最 大 
可 能 值 kN, 其 中 是 摩擦 系数 . 如 果 这 时 vo = 0 则 F < kN. 这 时 FF 称 为 静摩擦 
力 . 当 wo 天 0 时 有 下 = kN, 而 下 称 为 滑动 摩擦 力 @. 


应 该 指出 , 摩擦 是 非常 复杂 的 现象 , 库仑 摩擦 定律 只 是 近似 的 . 
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有 时 理想 化 地 认为 曲面 是 绝对 光滑 的 , 就 是 说 ,上 充分 小 以 至 于 摩擦 力 可 以 忽略 
不 计 . 如 果 曲 面 51 绝对 光滑 , 则 它 对 5S 的 作用 力 只 有 法 向 约束 反 力 N. 

实际 上 刚体 的 相互 接触 不 是 一 个 点 , 而 是 一 个 很 小 的 面 , 那么 曲面 51 对 5 的 作 
用 力 不 能 简化 为 一 个 力 (法 向 约束 反 力 和 摩擦 力 的 几何 和 ). 根据 泊 松 定理 (第 77 小 
节 ), 接触 面 上 所 有 点 作用 在 9 上 的 力 可 以 简化 为 力 和 力 偶 , 其 中 力 还 可 以 分 解 为 法 
向 约束 反 力 和 摩擦 力 , 而 力 偶 看 作 2 个 力 偶 之 和 更 加 方便 , 一 个 力 偶 的 力 偶 矩 与 wB 
共 线 , 另 一 个 与 wk 共 线 , 第 1 个 是 转动 摩擦 力 偶 , 第 2 个 是 滚动 摩 探 力 偶 . 转动 摩 
近 和 滚动 摩擦 与 滑动 摩擦 相 比 通常 是 非常 小 的 , 在 实际 问题 中 经 常 只 考虑 滑动 摩擦 . 


111. 陀螺 在 绝对 光滑 平面 上 的 运动 ” 设 刚体 对 其 质心 的 惯性 椭 球 是 旋转 椭 球 ， 
陀螺 在 绝对 光滑 平面 上 的 运动 问题 是 研究 刚体 在 重力 场 中 的 运动 , 这 时 假设 刚体 动 
力学 对 称 轴 上 一 个 点 沿 着 水 平面 运动 . 我 们 假设 
陀螺 有 非常 锋利 的 尖端 ， 可 以 看 成 一 个 点 D, 在 
陀螺 运动 过 程 中 D 点 始终 保持 在 固定 水 平面 上 
(图 116). 

我 们 还 假设 平面 是 绝对 光滑 的 , 那么 平面 对 
陀螺 的 作用 力 可 以 简化 为 竖 直 方向 的 约束 反 力 NN. 
因为 主动 力 重力 也 在 竖 直 方向 上 , 根据 质心 运动 
定理 (第 86 小 节 ) 可 知 , 质心 G 在 水 平面 上 的 投 
影 作 等 速 直线 运动 . 不 失 一 般 性 , 假设 该 投影 是 固 
定 不 动 的 , 那么 质心 在 给 定 竖 直 方向 上 运动 . 

选取 固定 坐标 系 OXY2 使 其 02 轴 竖 直 向 
上 并 通过 陀螺 质心 , 而 OXY 平面 与 陀螺 上 的 D 
点 运动 的 水 平面 重合 (图 116). 

陀螺 相对 固定 坐标 系 的 方向 由 欧 拉 角 多,0,% 给 出 . 

设 mm 是 陀螺 质量 , ! 是 质心 G 到 D 点 的 距离 , C 是 陀螺 对 其 对 称 轴 Gz 的 惯性 
矩 , 4 和 (A = B) 是 陀螺 对 任意 相互 垂直 并 垂直 于 Gz 的 固 连 于 陀螺 的 Gz 和 Gy 
轴 的 惯性 矩 . 对 于 陀螺 质心 在 支撑 面 的 高 度 h 有 h = lcos0. 

因为 4 = B 上 且 外 力 (平面 约束 反 力 和 重力 ) 对 Gz 轴 没 有 力矩 , 故 由 欧 拉动 力 
学 方程 (第 97 小 节 中 的 公式 (4))` 的 第 3 个 方程 可 知 , 陀螺 角速度 w 在 其 动力 学 对 
称 轴 上 的 投影 为 常数 , 即 有 第 一 积分 


图 116 


7 = 70 = const. (1) 


设 p,q 是 ww 在 Gz 和 Gy 轴 上 的 投影 . 因为 外 力 沿 竖 直 方向 , 对 竖 直 轴 02 没有 力 
矩 , 所 以 由 动量 矩 定理 可 知 陀螺 对 质心 的 动量 矩 在 竖 直 方向 投影 为 常数 


Apyi + 4972 十 CrTa = const, 
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其 中 ,2, Ys 按 第 105 小 节 中 公式 (30) 计算 . 利用 欧 拉 运 动 学 方程 (第 97 小 节 中 
的 公式 (5)) 和 关系 式 (1), 上 面 等 式 可 以 写成 

Asin? by/ + Cro cosg = const. (2) 


又 因为 陀螺 的 约束 (hh = 1cosb) 是 定常 理想 的 , 主动 力 有 势 I = mogh 且 不 显 含 时 间 ， 
所 以 机 械 能 守恒 (第 88 小 节 ): 


E=T7T+I1= const, 
其 中 了 是 陀螺 的 动能 , 根据 科 尼 名 定理 (第 83 小 节 ) 有 
T= =m 十 Alp? 二 gq ) 十 =07?, 


其 中 vc = hh 是 陀螺 质心 的 速度 . 利用 欧 拉 运动 学 方程 , 关系 式 (1) 以 及 h = 一 lsin 90， 
能 量 积 分 重新 写成 为 


(A+ ml? sin? 0)02 + Asin? 6? + 2mgl cosb = const. (3) 


利用 积分 (1)-(3) 可 以 将 问题 的 解 积分 出 来 . 我 们 不 研究 一 般 情况 的 运动 , 只 研 
究 一 个 特殊 情况 , 设 初始 时 刻 陀 螺 绕 对 称 轴 旋转 , 质心 没有 初始 速度 , 在 初始 时 刻 陀 
螺 对 称 轴 与 竖 直 方向 夹 角 为 00. 这 就 是 说 , 在 初始 时 刻 t= 0 有 
多 = 0， 0 = 0， 0 = Uo, Pp = "To. 


此 外 , 我 们 前 面 已 经 假设 质心 在 OXY 平面 上 投影 的 速度 为 零 . 
对 于 这 样 的 初始 条 件 , 积分 (2) 和 (3) 可 以 重新 写成 


Asin? 0% = Cro(cos 0 — cos0), (4) 
(A+ ml? sin? 0)02 + Asin? 0Y? = 2mgl(cos Oo — cos0). (5) 
由 (4) 求 出 
b= S00) (0) 
利用 (6) 将 积分 (5) 写成 
Asin? 0(A + ml? sin? 9)0? = f(0), (7) 
其 中 
f(0) = (cosb -cosb)[24mglsin20 — C2r2(cos bo 一 cos0)]. (8) 


公式 (7) 左边 非 负 , 因此 角 9 取 值 必须 满足 f(0)>0. 由 此 可 知 90>0o, 这 是 因为 在 
0 < bo 时 函数 f(9) 的 2 个 因子 符号 相反 . 角 9 在 90。 和 01 之 间 震 荡 , 901 是 方程 
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f(9) =0 的 9o 附近 的 根 . 由 f(x) = 一 (1 十 cos00)?C2r2 < 0 可 知 91 < 7 可 见 陀螺 的 
运动 满足 不 等 式 900<0<01 < rr. 线段 OD (图 116) 的 长 度 满足 不 等 式 


lsin GQ0<OD<! sin Oi1. 


因此 D 点 在 支撑 平面 上 的 轨迹 位 于 以 O 为 中 心 , 半径 分 别 为 1sin9o 和 1sinb 的 同 
心 圆 之 间 . 

由 (6) 可 知 , 当 9 在 运动 过 程 中 取 初 始 值 go 时 有 % = 0, 由 此 可 得 , D 点 的 轨迹 
在 半径 为 Lsin 9o 的 圆 内 有 拐点 (图 116). 

如 果 陀 螺 绕 自己 对 称 轴 的 转动 角速度 ro 很 大 , 则 角 9 偏离 初始 值 很 小 . 事实 上 ， 
令 等 式 (8) 中 的 方 括号 等 于 零 , 忽略 1/73 量 级 后 得 角 91 的 公式 


2Amgl sin 00 


01 一 00 十 C2r2 


由 此 可 见 , 如 果 ro 充分 大 , 91 以 及 9 非常 接近 6. 


112. 摩擦 对 陀螺 运动 的 影响 ”实际 上 陀螺 的 固定 支撑 平面 不 是 绝对 光滑 的 , 而 
陀螺 尖端 也 不 够 锋利 , 是 多 多 少 少 有 点 锋利 的 旋转 曲面 , 使 得 陀螺 与 平面 的 接触 点 
D 不 在 对 称 轴 上 . 由 于 这 个 原因 , 陀螺 运动 将 会 不 同 于 第 111 小 节 中 描述 的 运动 

摩擦 力 影响 的 最 有 趣 的 效果 之 一 是 , 它 使 陀螺 对 称 轴 接 近 竖 直 方向 . 根据 动量 
矩 定理 来 定性 研究 这 个 效果 , 设 陀螺 绕 对 称 轴 高 速 旋转 , 质心 无 初速 度 , 其 对 称 轴 与 
竖 直方 向 夹 角 bo 为 锐角 . 


陀螺 对 质心 的 动量 矩 K 在 初始 时 刻 的 方向 如 图 117 5 
所 示 . 设 是 陀螺 足 上 的 点 , 陀螺 以 该 点 与 平面 接触 . 现 
在 陀螺 足 不 是 锋利 的 , 摩擦 力 F 的 方向 与 D 点 速度 相反 ， M 
摩擦 力 对 陀螺 质心 的 矩 M 垂直 于 通过 质心 G 和 力 严 的 
平面 . 向 量 M 可 以 分 解 为 MX 和 M2, 其 中 向 量 Mi 重 A 
直 于 K, 而 向 量 Mo 与 K 共 线 , 但 (在 图 117 上 ) 方向 与 4d 
K 相反 . 按照 动量 矩 定理 , 向 量 K 的 端点 速度 等 于 M. 
由 此 可 知 , 向 量 K 大 小 减少 (因为 存在 摩擦 力矩 的 分 量 
M2), 方向 趋向 竖 直 (因为 存在 摩擦 力矩 的 分 量 Mi), 于 
是 , 向 量 K 与 陀螺 对 称 轴 在 摩擦 力 的 作用 下 趋向 竖 直 方 
向 . 如 果 摩擦 力 的 作用 持续 时 间 足 够 长 , 则 陀螺 对 称 轴 最 
终 会 达到 严格 的 竖 直 位 置 并 保持 不 动 , 这 种 情况 称 为 陀螺 
在 睡眠" 


113. 存在 摩擦 时 均匀 球 在 平面 上 的 运动 ” 设 质量 为 m 半径 为 a 的 均 质 球 在 固 
定 的 粗糙 水 平面 上 运动 , 引进 2 个 坐标 系 : 固定 坐标 系 OXYZ, 以 固定 平面 上 任意 
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点 O 为 原点 , 02 轴 竖 直 ; 平 动 坐标 系 GXYZ, 以 球 的 质心 G 为 原点 , 坐标 轴 相 应 
地 平行 于 固定 坐标 系 各 轴 (图 118). 


平面 的 约束 反 力 RR 为 2 个 力 的 和 : R=N+ 碾 , 
其 中 N 是 平面 的 法 向 约束 反 力 , 而 F 是 摩擦 力 ， 如 
果 w 是 球 的 角速度 , 而 va 为 质心 速度 , 则 球 上 与 平 
面 接触 的 D 点 的 速度 vp 计算 公式 如 下 


VD = VG++w x GD, (9) 
滑动 摩擦 力 为 


F=—kNau, (10) 


图 118 


其 中 为 摩擦 系数 , w 是 单位 向 量 , 沿 着 D 点 的 速度 方 同 : vp = vpw. 
根据 质心 运动 定理 有 ] 
m =mg+t+R. (11) 
设 KG 是 球 对 质心 的 动量 矩 , 那么 考虑 到 球 对 任意 直径 的 惯性 矩 等 于 (2/5)ma?, 有 


2 
Ko = EMma ww , (12) 


对 质心 的 动量 和 矩 定理 给 出 方程 
dw D 一 一 
设 Xec, ye Zec 是 质心 在 坐标 系 OXYZ 中 的 坐标 , 而 Fx, Fy 是 摩擦 力 在 OX,OY 
轴 上 的 投影 , 方程 (11) 的 标量 形式 为 
2 2 2 

因为 ZG = a = const, 上 面 最 后 一 个 方程 给 出 N = mg, 即 平面 的 法 回 约 束 反 力 等 于 
球 的 重量 , 并 且 不 依赖 于 球 在 平面 上 滑动 (vp 冯 0) 或 是 不 滑动 (vp = 0). 

如 果 wx,wy,wz 是 向 量 w 在 GX,GY,G2Z 轴 上 的 投影 , 则 向 量 方程 (13) 给 出 
下 面 3 个 标量 方程 


dwx 5 dwy 5 dwz 
XX YY 一 2 0. 1 
dt 2ma Y, dt ma “< dt 0 (15) 


最 后 一 个 方程 表明 , 在 球 运动 过 程 中 其 角速度 在 竖 直 方向 的 投影 为 津 数 ， 这 个 结论 
不 依赖 于 球 是 否 滑动 . 

设 初始 时 刻 vp 入 0, 即 有 滑动 . 由 于 N = mg, 从 方程 (10) 可 得 , 存在 滑动 时 
摩擦 力 大 小 为 常数 : F = kmg. 我 们 将 证 明 摩 擦 力 的 方向 不 变 , 为 此 将 方程 (9) 的 
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两 边 对 时 间 求 导 并 利用 方程 (11) 和 (13) 以 及 等 式 R= -mg 二 互 ， GD = (a/g)g,， 
可 得 | 
VD 


2 =F (16) 
将 vp 用 vpw 代替 , F 用 (10) 的 右 端 代替 , 可 得 
Du + wpe - -gu (17) 
因为 wu 是 单位 向 量 , 故 dw/dt 垂直 于 w, 因此 由 (17) 可 知 ， 
可 见 , 向 量 w 的 方向 不 变 , 进而 摩擦 力 是 常量 : 
F = _kmgu. (19) 
根据 (18), D 点 的 速度 随时 间 的 变化 规律 为 
vp(t) = vp(0) - kg (20) 
如 果 用 a 表示 D 点 的 速度 与 OX 轴 的 夹 角 , 则 由 (14) 的 前 2 个 方程 得 
Xal(t) = -kg cosa: t+ Xa(0)t + Xo(0), 
Yoalt) = -kg sina .2 + Yo(0)t + Yo(0). 可 
由 (15) 的 前 2 个 方程 得 
wx() = wx(0) — EI, wylt) = wy(0) + a (22) 


由 (21) 可 知 , 如 果 初 始 时 刻 质心 速度 和 接触 点 速度 不 平行 , 则 在 滑动 阶段 球 的 
质心 沿 着 抛物 线 运动 . 根据 (20) 这 样 的 运动 一 直 持 续 到 t = t, 时 刻 , 其 中 
| = 2vD(0) 
7kg 
当 t=t 时 vp = 0, 滑动 球 停止 滑动 开始 滚动 (也 转动 ). 因为 vp = 0, 由 (16) 
可 知 , 在 滚动 阶段 摩擦 力 为 零 , 进而 由 (14) 可 知 质心 沿 直 线 运动 . 又 根据 (15), 在 球 
滚动 时 角速度 w 大 小 和 方向 都 不 变 , D 点 在 平面 上 沿 直 线 运动 , 而 在 球面 上 沿 着 垂 
直 于 向 量 w 的 固定 圆 运动 
在 转换 到 滚动 状态 过 程 中 球 心 沿 着 抛物 线 (20) 的 切线 运动 , 如 果 该 切线 与 球 心 
初始 速度 成 钝 角 , 则 球 可 以 同 后 返回 : 这 是 杂技 中 的 著名 节目 . 


(23) 
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114. 任意 凸 形 重 刚 体 的 运动 方程 设 刚 体 在 重力 场 中 沿 着 固定 水 平面 运动 , 刚 

体 以 其 非 锋利 的 没有 楞 边 的 凸 面 上 的 点 与 水 平面 接触 . 
“ 我 们 研究 刚体 相对 以 支撑 水 平面 上 某 点 
O 为 原点 的 固定 坐标 系 OXYZ2 的 运动 , OZ 
轴 竖 直 向 上 (图 119), 该 轴 的 单位 向 量 用 m 
表示 . 与 运动 刚体 固 连 的 坐标 系 Gzyz 以 刚 
体质 心 为 原点 , 坐标 轴 为 中 心 惯性 主轴 . 刚体 
与 平面 接触 点 DD 相对 质心 的 同 径 p 在 坐 
标 系 Gzyz 中 的 坐标 为 z,y z. 刚体 的 表面 方 


图 119 


f(x,y,z) = 0, (24) 
选择 函数 『 的 符号 使 得 曲面 (24) 在 D 点 的 法 线 与 单位 向 量 n 重合 
四 gradf 
?7 eraafl (25) 


设 m 是 刚体 质量 , g 是 重力 加 速度 , v 是 质心 速度 , w 是 刚体 角速度 , K 是 刚体 
对 质心 的 动量 和 矩 , R 是 平面 的 约束 反 力 . 刚体 的 运动 微分 方程 写成 2 个 向 量 方程 : 


. 1 
V+twoxv= -gn+~—R (26) 


和 
K+wxK=px 人 AR, (27) 


这 就 是 动量 定理 和 动量 矩 定 理 . 在 方程 (26), 方程 (27) 中 符号 上 面 的 点 表示 在 动 坐 
标 系 Gzyz 中 对 时 间 的 导数 . 
向 量 mn 相对 固定 坐标 系 OXY2Z 是 不 变 的 , 所 以 它 满足 泊 松 方程 (参见 第 105 
小 节 ): 
NN 二 wxn=0. (28) 


方程 (26)-(28) 对 无 滑动 情况 、 有 滑动 也 有 摩擦 力 的 情况 以 及 平面 绝对 光滑 情 
况 都 是 成 立 的 . 但 这 些 情况 下 的 补充 方程 是 各 不 相同 的 , 反映 了 刚体 与 平面 的 相互 
作用 . 
设 运动 是 无 滑动 的 , 那么 刚体 与 平面 的 接触 点 D 的 速度 为 零 , 这 就 给 出 了 癌 量 
约束 方程 : 
V+wxp=0. (29) 


方程 (26)-(29) 再 加 上 (24) 和 (25), 是 完整 的 方程 组 , 可 以 确定 12 个 未 知 数 : vy,wv,， 
vz; D; 9g TD 2 Rz, Ry, Rz, 它们 是 向 量 ww, p, R 在 坐标 系 Gzyz 中 的 分 量 . 


[114] 84. 重 刚体 沿 水 平面 的 运动 . 159 . 


由 动能 定理 可 知 , 在 没有 滑动 时 机 械 能 守恒 , 即 


po sm? + >(K .w) — mg(p mn) = const. (30) 
设 平面 绝对 光滑 , 那么 约束 反 力 R 垂直 于 平面 : 
R= Nm (31) 
约束 限制 了 刚体 上 D 点 速度 沿 着 水 平方 向 
n.(v+wxp)=0. (32) 


设 XG, Yo,2c 是 质心 在 固定 坐标 系 OXY2Z 中 的 坐标 , 关系 式 (32) 也 可 以 写成 
ZG 一 一 ND: (w X p), (33) 


不 难 验 证 该 等 式 可 以 从 几何 约束 ZG = 一 (pn) 得 到 . 
方程 (26) 在 坐标 系 OXYZ 中 有 


XG 一 0， YG 一 0， ZG 三 一 09 十 mm (34) 


由 前 2 个 方程 可 知 , 在 平面 绝对 光滑 情况 下 , 刚体 质心 在 平面 上 的 投影 作 等 速 
直线 运动 . 由 第 3 个 方程 以 及 关系 式 (33) 和 (28) 可 以 得 到 法 向 约束 反 力 


N=mg—-mn:lwxp+wxpPp+w x (wxp). (35) 


方程 (27), (28) 再 加 上 (24), (25); (31), (35) 构成 的 方程 组 可 以 确定 6 个 未 知 数 
p,q,7, X,Yy,Z. 求 出 这 些 未 知 数 后 , 约束 反 力 和 质心 在 竖 直 方向 的 运动 规律 就 可 以 利 
用 (35) 和 (34) 确定 . 

可 以 发 现 , 在 平面 绝对 光滑 情况 下 , 除了 能 量 积分 (30) 和 前 面 指出 的 与 质心 在 
平面 上 投影 运动 相关 的 积分 之 外 , 还 有 刚体 动量 矩 在 竖 直 方向 投影 为 常数 : 


K .9 = const. (36) 
这 个 积分 可 以 从 动量 矩 定理 得 到 , 这 是 因为 作用 在 刚体 上 的 外 力 (重力 和 平面 
约束 反 力 ) 沿 着 竖 直 方向 , 对 过 质心 的 竖 直 轴 没 有 甜 . 


我 们 再 来 研究 刚体 有 滑动 也 有 摩擦 的 情况 ,摩擦 力 按 库仑 定律 计算 . 设 vp = 
v 十 w xp 是 球 上 DD 点 的 速度 并 且 vp 尖 0, 那么 平面 约束 反 力 R 可 以 写成 


R= Nn+i+Fk, (37) 
其 中 Nn 是 平面 的 法 向 约束 反 力 , 而 F 是 摩擦 力 , 在 给 定 摩擦 系数 情况 下 等 于 
F=_kN2?. (38) 


VD 
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约束 方程 像 在 平面 绝对 光滑 情况 下 一 样 写成 等 式 (33), 而 法 向 约束 力 大 小 按 公 
式 (35) 计算 . 

在 所 有 3 种 情况 下 研究 运动 时 , 都 要 有 法 疝 约束 反 力 大 小 是 非 负 的 , 否则 刚体 
将 可 能 脱离 平面 . 


第 八 章 


天 体力 学 基础 


81. 二 体 问题 


115. 运动 方程 天 体力 学 研究 自然 和 人 造 天 体 在 天 体 之 间 的 引力 、 由 气体 和 
其 它 介 质 引 起 的 阻力 、 光 压力 等 作用 下 的 运动 . 天 体力 学 的 应 用 问题 中 最 重要 的 是 
二 体 问 题 , 准确 地 说 是 2 个 质点 的 问题 . 

二 体 问 题 表 述 如 下 : 在 真空 中 有 2 个 质点 运动 , 它们 之 间 的 相互 引力 按 牛 顿 万 
有 引力 定律 计算 , 给 定 2 个 点 的 初始 位 置 和 速度 , 求 它 们 在 以 后 任意 时 刻 的 位 置 . 

因为 在 大 多 数 情况 下 行星 之 间 的 引力 、 行 星 对 地 球 
卫星 的 引力 、 宇 宙 介 质 的 阻力 、 恒 星 压 力 等 , 与 行星 和 太 
阳 、 卫 星 和 地 球 之 间 的 引力 相 比 都 是 很 小 的 , 所 以 二 体 问 
题 是 太阳 系 内 行星 运动 的 基础 , 也 是 人 造 地 球 、 月 球 和 行 
星 的 卫星 运动 的 基础 . 

值得 注意 的 是 , 二 体 问题 的 运动 微分 方程 可 以 完全 
积分 出 来 . 为 了 得 到 运动 微分 方程 , 我 们 引入 惯性 坐标 系 
Oa。XY2Z, 其 原点 位 于 太阳 系 的 质心 ,坐标 轴 指 向 不 动 的 
恒星 , 质点 P 和 0 的 向 径 分 别 为 p 和 有 R( 图 120). 在 0 
点 建立 平 动 坐标 系 Ozyz, 其 坐标 轴 平 行 于 O。XY2 的 相 
应 各 轴 , 点 P 相对 O 的 位 置 由 向 径 ”> 给 出 . 

设 M 和 m 是 质点 O 和 PP 的 质量 , 而 7 是 万 有 引力 常数 . 质点 O 对 PP 的 作用 
力 F 由 万 有 引力 定律 给 出 


图 120 


M 
FP- yy, 
: [出 
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质点 P 对 O 的 作用 力 为 - 王 , 向 径 p 和 RR 满足 微分 方程 


dp M dR mm 
i" ra" 


因为 + = p 一 R, 所 以 有 


d27 M 7 r 
如 果 引 入 记号 k= xy(m 十 M), 则 可 得 
d27 y 
Er (1) 


这 个 方程 确定 点 已 相对 O 的 运动 . 如 果 向 量 函数 ” = r(t) 已 经 求 出 , 则 确定 相对 坐 
标 系 Oa。XYZ 的 运动 就 没有 困难 了 . 事实 上 , 设 C 是 质点 已 和 O 的 质心 , 因为 质 
点 乙 和 O 构成 一 个 封闭 系统 , 所 以 根据 质心 运动 定理 , 质心 C 作 勺 速 直 线 运动 ; 其 
速度 完全 由 已 和 O 的 初始 速度 确定 . 如 果 Rc 是 质心 同 径 , 则 


M m 
mri" R= Re-— ery 
116. 面积 积分 . 开 普 勒 第 二 定律 ”微分 方程 (1) 描述 点 PP 在 运动 坐标 系 Oxyz 
中 的 运动 . 可 以 像 点 P 在 中 心 引力 -mkr/r3 作用 下 相对 固定 引力 中 心 O 的 运动 微 
根据 动量 和 矩 定理 , P 点 相对 O 点 的 动量 算是 常量 , 由 此 得 


p= Rct+ 


rxXV=o, (2) 


这 个 关系 式 称 为 面积 积分 , 其 中 v = 是 忆 点 相对 O 点 的 速度 ,ec 是 面积 积分 的 常 
向 量 . 
向 量 c 在 坐标 系 Ozyz 各 轴 上 的 投影 等 于 


Cz =YyZ—Yy2, cy 一 2 一 27， C= 7Y— Ly, (3) 


其 中 右边 部 分 可 以 对 任意 时 刻 (如 初始 时 刻 ) 计算 . 

如 果 cz = c = cz=0, 则 显然 点 沿 着 过 O 点 的 直线 运动 . 如 果 在 (3) 中 即使 
有 一 个 不 等 于 零 , 则 向 量 ” 在 运动 过 程 中 始终 位 于 垂直 于 疝 量 c 的 固定 平面 内 , 这 
个 平面 的 方程 为 : 


czZ 十 cry 十 czz 王 0. (4) 
可 见 , PP 点 的 轨道 是 平面 曲线 . 轨道 平面 由 向 量 c 或 者 初始 位 置 ro 和 P 相对 O 的 


[17] §1.， 二 体 问 题 * 163. 


速度 vo 唯一 确定 . 

下 面 我 们 来 解释 面积 积分 的 几何 意义 . 引进 坐标 系 Oz52 使 其 坐标 面 O35 与 轨 
道 面 重 合 , 那么 cz = cy =0, cz = 入 一 入 (c= VG+G+= ezl ). 设 0 是 网 径 > 
与 OF 轴 的 夹 角 , 那么 


和 y = 7 sinb, 


| 
nr 
Q 
OO 
nN 
ES 


T=7icos0— brsing, Y=7sin0+ Orcosoh. 


由 这 些 表 达 式 和 cz 的 表达 式 可 得 面积 积分 的 极 坐 标 形式 

2 = Cz. (5) 

设 P 和 P' (图 121) 是 质点 已 在 时 刻 上 和 t+Ai 所 在 的 位 置 其 中 At 是 小 量 . 

对 于 曲线 三 角形 OPP' 的 面积 , 精确 到 Ab 的 一 阶 量 有 
表达 式 


Ag = 5r2Abg 
在 该 等 式 两 边 同时 除 以 At 并 令 At 趋 于 零 得 
dS d0 
dt 六 dt (0) 
导数 dS/dt 在 力学 中 称 为 记 形 速 度 . 由 (5) 和 (6) 可 得 图 121 
d9 1 
dr 一 DZ 


可 见 P 点 的 肩 形 速度 为 常数 , 这 就 是 面积 积分 的 几何 意义 . 
由 此 可 得 开 普 勒 第 二 定律 : 从 太阳 指向 行星 的 向 径 扫 过 的 面积 正比 于 其 走 过 的 
时 间 . 


117. 二 体 问题 的 能 量 积 分 PP 点 在 相对 引力 中 心 O 的 运动 中 的 动能 和 势能 为 


T= Linw?, = 
2 7 


由 于 除了 有 势力 以 外 没有 其 它 力 , 并 且 势 能 I 不 显 含 时 间 , 机 械 能 巨 = 了 十 I 为 常 
数 , 因此 在 二 体 问 题 中 存在 能 量 积分 


v2 一 ~ =h (h= const). (7) 


能 量 常数 h 由 PP 点 的 初始 位 置 和 速度 决定 : 
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由 积分 (7) 可 知 , 当 PP 点 远离 O 点 时 速度 减少 , 而 在 P 点 接近 O 点 时 速度 增 
大 . 如 果 hz>0 则 P 点 可 以 远离 O 点 任意 距离 ; 如 果 h < 0 则 由 (7) 可 知 , P 点 和 0O 
点 的 距离 7 不 可 能 超过 2k/|h|, 即 P 点 在 空间 的 有 限 范 围 内 运动 . 


118. 拉 普 拉 斯 积分 由 (1) 和 (2) 可 得 等 式 


cx = 一 有 (rx) x (8) 
但 因为 
4d 
cxF= CX) 
和 ， 
(r x) r= 一 rr 一 由 开放 一 并 (=)， 
由 等 式 (8) 可 得 
d /rr 
一 (c xv)= 一 二 (2) ， 
由 此 可 得 ， 


cxv+k- =—f. (9) 


关系 式 (9) 称 为 拉 普 拉 斯 积分 , 而 向 量 f 称 为 拉 普 拉 斯 向 量 . (9) 式 右边 的 符号 是 为 
了 进一步 使 用 该 积分 方便 而 引进 的 . 
由 关系 式 (9) 立刻 得 到 
c:f=0, (10) 


即 拉 普 拉 斯 向 量 垂直 于 常 面积 向 量 , 并 且 位 于 轨道 平面 内 . 
拉 普 拉 斯 向 量 的 大 小 可 以 用 k、 能 量 积 分 常数 和 面积 常数 h,c 表示 . 事实 上 , 考 
虑 到 向 量 c 和 v 垂直 , 由 (9) 有 


P= t+ exo)r (11) 
利用 向 量 混合 积 的 性 质 和 等 式 (2) 得 
(cxv):r=-(rxv):c=—-c:c= -ce,. 


由 此 式 和 (7) 可 知 , 关系 式 (11) 可 以 写成 


f2= k++ he,. (12) 


[120] $1. 二 体 问 题 . 165 . 


119. 轨道 方程 . 开 普 勒 第 一 定律 ”利用 拉 普 拉 斯 积分 和 面积 积分 可 以 得 到 P 
点 的 轨道 方程 

由 (9) 立即 可 得 , 当 c = 0 时 点 的 轨道 是 直线 : + = -zf. 设 c 关 0, 将 拉 普 拉 斯 
积分 (9) 的 两 边 点 乘 + 可 得 等 式 


r (exo+2 1 一 一 (下 


又 因为 > . (ec x w) = -c2, 上 面 等 式 可 以 写成 


—c2 + kr = —frcosv, (13) 


其 中 > 是 己 点 向 径 > 和 拉 普 拉 斯 问 量 f 之 间 的 
夹 角 (图 122), 角 > 称 为 真 近 点 角 . 
如 果 引 进 记 号 ‘0 
C 一 了 二 , (14) 图 122 
则 由 (13) 可 得 P 点 的 轨道 方程 


一 , 
1 十 ecoSz 
关系 式 (15) 是 焦点 位 于 O 的 圆锥 曲线 的 方程 , 其 中 p 是 椭圆 参数 , e 是 轨道 偏心 
率 . 已 点 相对 O 点 的 轨道 或 者 是 椭圆 (e < 1), 或 者 是 抛物 线 (e = 1), 或 者 是 双 曲 线 
(e > 1), 当 e=0 时 轨道 是 圆 . 
对 于 行星 轨道 有 开 普 勒 第 一 定律 : 行星 沿 着 椭圆 运动 , 太阳 是 其 焦点 之 一 . 


120. 轨道 性 质 对 初始 速度 的 依赖 性 . 第 一 与 第 二 宇宙 速度 设 己 点 的 轨道 不 
是 直线 , 即 c 关 0, 如 果 给 定 P 点 相对 O 点 的 初始 距离 ro, 轨道 性 质 完 全 取决 于 速 
度 vo. 我 们 来 研究 轨道 偏心 率 对 vo 的 依赖 性 . 


由 (12) 和 (14) 可 得 偏心 率 
e 一 1+ /5 


能 量 常数 h 等 于 一 2k/ro. 由 此 可 知 , 如 果 h < 0 则 轨道 是 椭圆 (e < 1), 这 就 意味 
着 vo < V2k/ro. 满足 这 个 处 等 式 的 速度 称 为 杭 圆 速度 . 

如 果 几 = 0, 即 wo = V2k/ro, 则 e = 1, 轨道 是 抛物 线 . 速度 vo = V2k/ro 称 为 
抛物 线 速 度 , 这 是 距 O 为 ro 的 乙 点 可 以 远离 O 无 限 远 所 具有 的 最 小 速度 . 

如 果 h > 0, 即 wo > V2k/ro, 则 轨道 是 双 曲 线 (e > 1), 这 个 速度 称 为 双 曲 线 
速度 . 


人 (15) 
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第 一 宝 害 达 疫 v1 是 地 球 表 面 处 的 圆 束 度 . 我 们 来 求 这 个 速度 , 设 mm 是 卫星 的 质 
量 , M 是 地 球 的 质量 , 7 是 万 有 引力 常数 , go 是 地 球 表 面 的 重力 加 速度 ,那么 
TL mgo = Ya (16) 
0 


由 于 mm < M, 可 以 认为 k= xy(m++ M) STM 因此 由 (16) 可 知 , 近似 地 有 


人/ 
vI 三 V9070 三 ro 


取 地 球 半径 ro 为 6371km, 而 go 取 9.82m/s?, 可 得 vi = 7.91km/s. 
第 二 宇宙 速度 vir 是 在 地 球 表面 处 的 抛物 线 速度 , 即 


vII 一 /= 二 V2vr ~ 11.2km/s. 
121. 开 普 勒 第 三 定律 ” 设 PP 点 的 轨道 是 半 轴 为 a 和 5b 的 椭圆 , 根据 解析 几何 


可 知 a 和 》 可 以 用 椭圆 参数 和 偏心 率直 接 表示 
p=_? 


也 
~ 1-e2 Vli—e? 
椭圆 轨道 上 最 接近 焦点 的 点 称 为 近 心 点 , 而 最 远离 


P 
WN 焦点 的 点 称 为 远 心 点 , 它们 在 图 123 上 分 别 用 x 和 a 表 
A \ 、\ 不 : 


7 点 已 沿 轨道 运动 一 个 周期 7, 向 径 FF 扫 过 整个 机 
圆 . 考虑 到 椭圆 面积 为 rab, 又 根据 面积 积分 , P 点 的 遍 

形 速度 为 常数 并 等 于 c/2, 可 得 
Rab = =. (18) 


又 由 (14) 和 (17) 可 知 c= Vpk 和 p= 如 /a, 所 以 由 (18) 可 导出 PP 点 运行 周期 的 不 
等 式 : 


(17) 


a 


图 123 


27rQ3/2? 


T = A (19) 
向 径 FP 转动 的 平均 角速度 n = 2r/T 在 天 文学 中 称 为 平 运动 , 根据 (19) 有 
n 一 (20) 


我 们 研究 质量 分 别 为 mi 和 m2 的 点 P 和 户 . 如 果 忽 略 2 个 点 之 间 的 引力 , 则 每 
个 点 绕 O 沿 着 圆锥 曲线 运动 , 那么 它们 的 运行 周期 为 
2ra3/? 2ra3/? 


Va id Vi i) 


71 = 
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由 此 得 
T? m2+M ai 


T2 m+Ma3 21) 
在 mi 和 M 和 ms <<M 时 , 这 个 关系 式 写成 下 面 近 似 形式 : 
T2 a3 
到 = 总 : (22) 


等 式 (22) 给 出 了 开 普 勒 第 三 定律 : 行星 绕 太 阳 运 行 周期 的 平方 之 比 等 于 它们 轨道 的 
半 长 轴 立 方 之 比 . 

122. 开 普 勒 运动 中 的 时 间 . 开 普 勒 方程 ”在 前 面 几 小 节 中 确定 了 已 点 轨道 的 
几何 性 质 : 轨道 是 圆锥 曲线 并 位 于 垂直 于 定常 面积 向 量 c 的 平面 内 . 轨道 在 该 平面 
内 的 位 置 由 拉 普 拉 斯 向 量 f 唯一 确定 , 向 量 f 过 圆锥 曲线 焦点 O 指 网 近 心 点 T. 

为 了 完全 求解 二 体 问题 , 还 需 确定 P 点 沿 着 其 轨道 的 运动 规律 . 我 们 假设 轨道 
是 椭圆 , 由 面积 积分 有 r27 = c. 据 此 , 又 利用 轨道 方程 (15) 和 不 等 式 (14), (17) 和 
(20) 可 得 


Vk 
p373 


d 
一 = (+ecosr)? = (1 +ecosv)? 


dt 72 


n 
一 et 十 ecosz)”. 


设 7 是 PP 点 经 过 近 心 点 的 时 间 , 那么 由 上 面 方程 可 得 > = v(t) 满足 的 关系 : 


| =- 一 一 (lt 一 7) 
0 (1l+ecosv)? (1 一 e2)3/2 


如 果 由 此 求 出 函数 v = v 伯 , 则 点 沿 着 轨道 的 运动 规律 就 知道 了 . 

求 得 的 二 体 问题 解 依赖 于 6 个 任意 常数 , 这 6 个 常数 可 以 取 常数 + 和 7 个 常数 
ca co czyh, fz, fy,fz 中 的 5 个 ,这 7 个 常数 与 关系 式 (10) 和 (12) 有 关 . 

从 超越 方程 (23) 中 求解 出 v = v(t) 是 非常 困难 的 . 我 们 引进 新 变量 EE 代替 v， 
用 一 表示 > 非常 简单 , 而 确定 BE = E(t) 的 方程 , 尽管 也 是 超越 方程 , 但 比 (23) 的 
求解 要 简单 得 多 . 

和 vw 之 间 的 联系 由 下 面 等 式 给 出 


(23) 


(24) 


其 中 称 为 偏 近 点 角 . 可 以 证 明 偏 近 点 角 有 下 面 几何 意义 : 过 P 点 作 轨 道 半 长 轴 的 
垂 线 (图 124), 与 以 轨道 长 轴 为 直径 的 圆 交 于 Q 点 , @ 点 和 椭圆 中 心 的 连 线 与 轨道 
半 长 轴 的 夹 角 就 是 偏 近 点 角 E,E 依赖 于 > 的 关系 在 图 125 中 给 出 . 由 (24) 可 知 ， 
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Q 


一 人 SS 
SA 


图 124 图 125 


V1 一 e5 1-e 


一 1 eBde: 1 +ecosv = l1—~ecosEh 


利用 这 些 关系 式 可 得 等 式 (23) 左边 积分 的 表达 式 如 下 


dv 


v dz 1 E 1 。 
| Ta 人 (lecosB)db= oe esinE). (25) 


引进 记号 M = n(t 一 7), 这 个 M 在 天 文学 中 称 为 平 近 点 角 , 那么 由 (23) 和 (25) 有 
下 面 方程 
EF—-esnEF=M, (26) 


这 个 方程 称 为 开 普 勒 方程 


123. 开 普 勒 轨道 要 素 二 体 问 题 的 解 依 赖 于 由 方 
程 初 始 条 件 决定 的 6 个 任意 常数 . 这 些 常 数 的 选择 有 
很 多 不 同 的 方式 , 不 一 定 要 像 前 面 几 小 节 求 解 二 体 问 
题 的 过 程 中 所 做 的 那样 .我 们 来 研究 称 为 开 普 勒 轨道 
要 素 的 任意 常数 , 它们 在 天 体力 学 中 很 常用 . 开 普 勒 要 
素 取 下 面 6 个 由 初始 条 件 唯一 确定 的 量 : (2, 1,p, ew, 7. 

D, e);T 的 含义 在 前 面 小 节 已 经 说 明 : D 是 轨道 参数 ， 

图 126 e 是 偏心 率 , 7 是 过 近 心 点 时 间 . 9 是 轨道 面 和 坐标 面 

Oxy 交 线 与 Oz 轴 之 间 的 夹 角 (图 126), 称 为 升 交点 赤 

经 . 要 素 i 是 轨道 面 与 坐标 面 Oxy 之 间 的 夹 角 , 称 为 轨道 倾角 . 参数 w 确定 轨道 在 

轨道 面 内 的 位 置 , 称 为 近 心 点 幅 角 , 是 从 O 到 近 心 点 连 线 与 轨道 面 和 坐标 面 Ozy 交 
线 之 间 的 夹 角 . 

124. 三 体 问题 与 多 体 问题 体 问 题 (n>2) 是 指 , 在 真空 中 有 nn 个 质点 , 相互 


按 牛 顿 万 有 引力 作用 , 给 定 各 点 的 初始 位 置 和 速度 , 求 各 点 位 置 随 时 间 的 变化 函数 . 
.这 个 间 题 至 今 没 有 解决 , 甚至 对 于 三 体 情况 . 可 以 证 明 , 除了 根据 动量 定理 、 动量 矩 
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定理 和 动能 定理 存在 经 典 的 积分 外 , 再 也 没有 其 它 可 以 用 坐标 和 速度 的 代数 或 者 单 
值 超越 函数 给 出 的 积分 . 

对 于 天 体力 学 和 宇航 动力 学 来 说 ,最 重要 的 是 限制 性 三 体 问 题 , 它 是 研究 质量 
很 小 的 质点 在 2 个 有 限 质 量 的 质点 引力 作用 下 运动 , 其 中 假设 该 点 的 质量 不 影响 有 
限 质 量 的 2 个 点 的 运动 . 在 限制 性 三 体 问 题 中 , 2 个 有 限 质 量 的 质点 按照 二 体 问题 确 
定 的 已 知 规律 运动 , 于 是 限制 性 三 体 问 题 的 分 析 归 结 为 研究 一 个 小 质量 质点 的 运动 . 
当然 , 这 个 问题 远 比 一 般 ( 非 限制 性 ) 三 体 问题 简单 , 但 是 也 不 能 彻底 积分 出 来 ( 准 
确 地 说 它 是 不 可 积 的 ). 
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125. 引力 主 向 量 . 引力 矩 ”在 通常 “地 球 的 ”力学 问题 中 , 在 处 理 临近 地 球 空间 
或 地 球 表面 上 的 研究 对 象 时 , 作用 在 两 个 质量 相等 的 质点 上 的 引力 大 小 和 法 向 都 相 
同 , 因此 对 质心 的 引力 和 矩 等 于 零 . 

实际 上 地 球 对 物体 不 同 质点 的 引力 不 是 平行 的 , 因为 
它们 都 指向 地 心 , 此 外 , 物体 上 不 同 的 点 一 般 到 地 心 的 
距离 不 同 , 由 于 这 个 原因 , 引力 不 一 定 可 以 简化 为 过 物体 
质心 的 合力 , 也 可 能 对 质心 产生 引力 矩 . 引力 矩 可 以 用 非 
常 简单 的 例子 解释 . 设 两 个 质点 Pl 和 忆 质量 相同 , 用 
无 质量 的 刚性 杆 连接 , 设 O 是 杆 中 心 (质点 甩 和 已 的 
质心 ), 而 O, 是 引力 中 心 (图 127). 假设 OP > 0, 忆 ， 
如 果 hi 是 力 对 O 点 的 力 臂 , ho 是 力 E 对 O 点 的 
力 臂 , 则 比较 三 角形 0 P.O 和 O, PB2O 的 面积 可 得 图 127 

h» OO,P 
FOF> 1. 

再 由 等 式 及 > 可 知 , 在 OP > O; 忆 情况 下 有 hs > 玉生, 因此 出 现 了 使 杆 
PP 趋向 直线 0.0 的 力矩 . 

在 通常 “地 球 的 条件 下 , 引力 和 矩 与 其 它 力矩 相 比 非常 小 . 但 在 天 体力 学 中 引力 
矩 经 常 具 有 决定 性 作用 , 例如 月 球 相对 质心 的 运动 差不多 完全 由 地 球 的 引力 矩 决定 . 

我 们 来 研究 自由 刚体 在 中 心 牛顿 引力 场 中 的 运动 , 根据 第 108 小 六 为 了 得 到 
运动 微分 方程 , 需要 知道 引力 主 向 量 和 对 刚体 质心 的 引力 扼 . 

设 OXYZ 是 以 刚体 质心 为 原点 的 坐标 系 , O02Z 轴 沿 着 连接 引力 中 心 0. 和 刚体 
质心 O 的 直线 (图 128), 轴 OY 沿 着 质心 轨迹 的 副 法 线 , 从 该 轴 上 看 质心 的 运动 是 
道 时针 的 , OX 轴 与 O7 和 02 构成 右手 直角 坐标 系 . OXY2 通常 称 为 轨道 坐标 系 . 


@ 我 们 假设 地 球 是 均 质 或 者 非 均 质 的 球 , 在 它 的 每 个 点 的 密度 仅 依赖 于 该 点 到 球 心 的 距离 . 可 
以 证 明 , 在 这 种 情况 下 地 球 引 力 场 与 位 于 球 心 的 等 质量 质点 的 引力 场 相同 . 
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@ 0 


图 128 图 129 


设 RR 是 刚体 质心 相对 引力 中 心 的 向 径 , + 是 刚体 内 质量 为 dm 的 微 元 的 向 径 
(图 129), 微 元 所 受 的 引力 为 


dF = -er, (1) 


其 中 y 是 万 有 引力 常数 , M 是 引力 中 心 O, 的 质量 . 刚体 所 受 引 力 的 主 向 量 下 可 由 
(1) 积分 得 到 . 在 计算 中 要 考虑 到 刚体 的 尺寸 远 远 小 于 刚体 质心 到 引力 中 心 的 距离 ， 
这 对 于 行星 的 自然 卫星 和 人 造 卫星 都 是 正确 的 . 

设 p 是 微 元 dm 的 向 径 , X,Y 2 是 微 元 在 轨道 坐标 系 中 的 坐标 , 那么 有 


2Z pp 
一 一 2 一 一 -一 。 2 
r=R+p, r=4/1+ 页 十 页 (2) 


如 果 忽 略 (p/ R)? 及 其 更 高 阶 量 , 则 由 (2) 可 得 1/m 的 泰勒 级 数 为 
1 1 32 
二 = 京 (1 已) 


将 (2) 中 的 + 和 (3) 中 的 1/r3 代入 公式 (1) 并 进行 积分 , 再 考虑 到 质心 位 于 坐标 原 


成 有 
| xam= /ram= | zam=o 


在 上 面 指出 的 精度 下 , 积分 给 出 引力 主 向 量 为 
Mm 
R3 
其 中 m 是 刚体 质量 . 由 此 可 知 , 如 果 忽 略 (p/ R)? 及 其 更 高 阶 量 , 则 刚体 的 尺寸 不 影 
响 引 力主 向 量 的 大 小 和 方向 . 进而 可 以 认为 , 质心 沿 着 圆锥 曲线 运动 , 这 个 运动 在 前 

面 几 小 节 中 已 经 详细 研究 了 . 


下 三 一 个 ER, 
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下 面 来 求 引力 矩 . 设 Ozyz 是 与 刚体 固 连 的 坐标 系 ,其 各 轴 沿 着 刚体 的 中 心 惯 
性 主轴 (图 129), 刚体 相对 轨道 坐标 系 的 方向 可 以 用 欧 拉 角 多 ,9,%p 确定 . 从 坐标 系 
Ozyz 到 坐标 系 OXY2Z 的 变换 矩阵 的 元 素 ai; 用 欧 拉 角 表示 的 公式 就 是 第 19 小 节 
中 的 (3). 

在 公式 (1) 的 基础 上 可 得 引力 对 质心 的 主 矩 Mo 的 表达 式 


Mo = | xdap= -7M | Tam, (4) 


r 


式 中 的 积分 是 对 整个 刚体 进行 的 . 我 们 利用 坐标 系 Ozyz 来 计算 积分 (4), 在 这 个 坐 
标 系 中 有 


p=7i+YyI+zk, R= R(asit a327 + aa3k), (5) 
r= R+p= (z+ Raa)it (y+ Ras2)y + (z+ Rass)k, (6) 
p xT = RI(yas3 — za32)i+ (za3l 一 Za33)7 + (Zaa2 一 yasl)k]. (7) 


如 果 在 1/73 的 泰勒 级 数 中 忽略 (p/R)? 以 及 更 高 阶 , 则 得 


= ll 一 二 (zaal + yas2 + za33)]. (8) 
在 同样 的 精度 下 , 由 (7) 和 (8) 得 
~- = LE 一 去 (zaal 十 Ya32 十 9] [(yas3 一 za32)1 
十 (za3l 一 Za33)7 + (Zaa32 一 yaa1)k]. (9) 


将 这 个 表达 式 代 入 公式 (4) 并 进行 积分 , 因为 Ox, Oy, Oz 轴 是 刚体 的 中 心 惯 性 主轴 ， 


所 以 有 
fzam= [vam= | zam=0, 


| syam 一 | szam = f yam = 0. (10) 
考虑 到 (10), 积分 (4) 得 


3yYM . . 
Mo = rs fw 一 2 )aa2aa331 十 (2 一 Z“ )a33a317 


十 (Z? 一 y?)asias2kldm. (11) 
可 以 看 出 


[Dmzo-B [Eiam- 40 [Ean- ph 
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其 中 4, B,C 是 刚体 对 Oz,Oy,Oz 轴 的 惯性 矩 , 从 (11) 可 得 引力 矩 在 刚体 固 连 系 
Oz, Oy, Oz 轴 上 的 投影 Ms, AM Ms 如 下 : 


_ 37M _ 37M 


AI- 一 Rn3 (C 一 B)a32a33, M, 一 B3 (A 一 C)a33a31, 
3yM 
AT。 一 (B 一 4)aaslas2. (12) 


可 以 发 现 , 表达 式 (12) 是 近似 的 , 忽略 了 (p/R)? 以 及 更 高 阶 量 . 


126. 刚体 相对 质心 的 运动 方程 ”为 了 得 到 刚体 相对 质心 的 运动 微分 方程 , 我 们 
利用 欧 拉 动力 学 方程 


A 一 十 (C 一 B)gr = M;, B+ (A C)rp= M,, CT +(B- pg = Me (13) 


其 中 Ma, Mo Ma 按 公式 (12) 计算 , 并 且 有 


了 
R= 1 十 ecosz (14) 
其 中 p/ 和 e 是 轨道 参数 和 偏心 率 , > 是 真 近 点 角 , 即 质心 向 径 RR 与 过 引力 中 心 0、 
并 垂直 轨道 的 直线 之 间 夹 角 . 根据 第 122 小 节 , v 满足 方程 
~ = tecosw) (15) 
因为 刚体 质量 m 远 远 小 于 引力 中 心 质量 , 故 可 以 认为 k= YM. 
将 刚体 绝对 角速度 在 Ox, Oy, Oz 轴 上 的 投影 p,q,7 用 欧 拉 角 及 其 导数 和 质心 轨 
道 运 动 角速度 (15) 表示 . 可 以 发 现 , 刚体 参与 复合 运动 : 刚体 相对 轨道 坐标 系 OXYZ 
转动 , 而 轨道 坐标 系 由 于 质心 沿 轨道 运动 而 绕 OY 轴 转 动 . 刚体 相对 轨道 坐标 系 的 
角速度 分 量 可 以 由 欧 拉 运动 学 方程 得 到 , 而 轨道 坐标 系 绕 OY 轴 转 动 的 角速度 等 于 
,因此 有 
p=wWsin0sing+ bcos p + Va21,) 
gq = wsin0b cosw — 0siny + Vaz2, (16) 
r = Wcos0 + p+ vas, 


其 中 ai 由 第 19 小 节 中 (3) 确定 . 
考虑 到 等 式 (12), (14) 和 第 19 小 节 中 (3), (13),(15) 和 (16) 共 7 个 方程 构成 了 
刚体 相对 质心 运动 的 封闭 方程 组 , 这 些 方程 广泛 应 用 于 研究 人 造 地 球 卫 星 的 运动 . 
如 果 在 方程 (13), (16) 中 利用 (15) 引进 新 自 变量 一 一 真 近 点 角 > 来 代替 时 间 4 
则 得 6 个 一 阶 方程 . 如 果 将 (16) 中 的 por 代入 (13) 则 得 欧 拉 角 vw,90,% 的 3 个 
方程 . 
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还 可 以 发 现 , 如 果 质 心 的 轨道 是 椭圆 , a 为 轨道 的 半 长 轴 , 则 根据 第 120 小 节 - 第 
122 小 节 可 得 
dy n 2 


dt = [eat tecosv) ) 
YM 7 17) 
5 = Ga 十 ecosz)3， 


其 中 常数 ”是 质心 的 平 运动 , n = V7 有 /a3/?, 对 于 圆 轨道 (e = 0) n 是 回 径 BR 转动 
的 角速度 . 


127. 在 圆 轨道 上 刚体 的 相对 平衡 ”如果 刚体 质心 沿 着 圆 轨道 运动 , 则 存在 相应 
于 相对 平衡 位 置 的 运动 . 刚体 的 相对 平衡 是 指 在 轨道 坐标 系 中 静止 , 即 = const， 
0 = const， 0 = const. 这 些 运动 之 一 是 


y=0, 0=0, p=0. (18) 


对 于 这 个 运动 , 刚体 固 连坐 标 系 的 坐标 轴 Oz, Oy, Oz 分 别 沿 着 轨道 坐标 系 的 OX， 
OY, O27. 

为 了 证 明 存 在 解 (18), 我 们 由 方程 (16) 和 第 19 小 节 中 (3) 可 知 , 对 于 圆 轨 道 ， 
当 儿 =0，09=0，y =0 时 有 ai; = 65ii (6i; 是 克 罗 尼 克 记 号 , 当 i=j 时 65 = 1， 
当 j 关 7 时 6i; =0),p=0，7r 二 0，g 二 n= const. 由 此 可 知 , 对 于 解 (18), 引力 甜 
(12) 等 于 零 且 方 程 (13) 为 恒等式 . 

可 以 证 明 , 存在 24 个 不 同 的 几何 平衡 位 置 , 它们 相应 于 卫星 中 心 惯性 主轴 与 轨 
道 坐 标 轴 重 合 的 全 部 情况 ， 从 力学 观点 看 .( 在 引力 场 中 刚体 动力 学 研究 的 框架 内 ) 
只 是 刚体 中 心 惯性 主轴 中 的 哪 一 个 沿 着 给 定 方向 的 问题 . 显然 , 在 24 个 不 同 的 几何 
平衡 位 置 中 在 力学 上 不 同 的 只 有 6 个 : 1 个 惯性 主轴 的 3 个 位 置 ( 沿 着 质心 向 径 、 洛 
着 轨道 切线 和 沿 着 轨道 法 线 ) 中 的 每 一 个 , 其 它 惯 性 主轴 存在 2 个 不 同 的 位 置 (第 3 
个 惯性 主轴 自动 沿 着 2 个 不 同 的 方向 ). 

还 可 以 证 明 , 如 果 引 力矩 用 近似 表达 式 (12) 确定 , 则 不 存在 刚体 中 心 惯 性 主轴 
与 轨道 坐标 轴 重 合 的 相对 平衡 位 置 . 

对 于 相对 平衡 位 置 , 刚体 绝对 角速度 向 量 沿 着 轨道 平面 的 法 线 , 刚体 绝对 角 速 
度 的 大 小 等 于 质心 圆周 运动 的 角速度 n, 即 刚体 转动 周期 等 于 质心 运动 周期 . 由 此 可 
知 , 刚体 始终 以 同一 个 面 对 着 引力 中 心 . 在 自然 界 中 这 样 的 例子 是 月 球 的 运动 ( 它 始 
终 以 同一 个 面 “ 看 着 ?地 球 ) 和 行星 的 很 多 卫星 的 运动 , 在 工程 技术 中 这 样 的 例子 是 
大 量 的 人 造 地 球 卫 星 . 


128. 平面 运动 ”在 中 心 牛 顿 引力 场 中 刚体 运动 微分 方程 有 平面 运动 解 . 对 于 这 
样 的 运动 , 刚体 的 中 心 惯性 主轴 之 一 始终 垂直 于 质心 轨道 平面 . 
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我 们 来 推导 平面 运动 微分 方程 . 设 我 们 所 研究 的 运动 中 刚体 惯性 主轴 Oz 垂直 
于 轨道 平面 , 即 


不 
0= 了， W 一 T， (19) 


那么 第 19 小 节 中 (3) 变 为 下 面 形式 
Qll 一 一 CS， Q12 三 SinpD， al3 三 0， 
Q21 一 0， Q22 一 0， Q23 二 二 (20) 


Q31 一 sin Pp, Q32 三 COSY, 433 二 0. 


对 于 运动 (19), 刚体 惯性 主轴 .Oz, Oy 位 于 轨道 平面 内 , 它们 相对 轨道 坐标 系 的 OX， 
OY 轴 的 位 置 如 图 130 所 示 . 
由 (12), (16) 和 (17) 可 得 , 在 (19) 成 立时 有 


p=0, gq=0, 7 一 % 十 ZN (21) 


M:=0,  M,=0, 


3n2 3 。 
M; = (res! +ecosv)(B— A)sinpgcosyp. (22) 


( 
将 (21) 和 (22) 代入 (13) 得 , 前 2 个 方程 是 恒等式 , 第 3 
个 方程 为 


图 130 


C(P+Y)=3 (1+ecosv)’(B— A)sin peosp. (23) 


m2 
这 个 方程 和 关系 式 (17) 中 的 第 1 个 
= Tea! 十 ecosz)” (24) 
构成 了 描述 刚体 平面 运动 的 微分 方程 组 . 如 果 利 用 (24) 引进 新 自 变 量 一 一 真 近 点 角 
v 来 代替 时 间 t, 由 方程 (23) 可 得 1 个 微分 方程 . 利用 关系 式 


dp . - n dy 


> y=— (1l 2 
p= 了 [1 e237 人 十 ecosv)”， 


.. n dp . . 2d2p . 
万 一 2575 车 ‘2esinv(1 + ecosv)vV + (1+ecosv) gar 


2 2 
nn 3 dp ,dp 
= Teas (1 + ecosv) [ 十 ecosz) 3 2esinv 


dv . 2n2e sinv 3 
= -ey (1 + ecosv). 


也 
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将 5 和 乡 代 入 方程 (23) 得 


n2 dp 


d2w 
— (1 3 — in zy 一 二 9esi 
rE 十 ecosv) [(1 + ecosv) 3 2esinv e siny| 


一 3 a(1+ecosv)’(B— A) sin 9 cos y. 


n2 
(1—e?) 
由 此 可 得 牛顿 中 心 引 力 场 中 刚体 平面 运动 微分 方程 


d20 . do A—B 
(1 +ecosv) 一 2esinv 十 3 


sin cosw = 2e sin zy. (25) 


设 刚体 质心 轨道 是 圆 , 如 果 引 进 记号 2o = a, 则 在 e = 0 时 由 方程 (25) 得 刚体 沿 圆 
轨道 运动 时 的 平面 运动 方程 
d2a 34 一 也 
dt° 6 
如 果 4 > B, 则 方程 (26) 是 物理 摆 的 方程 , 其 运动 在 第 93 小 节 ~ 第 96 小 节 中 已 详 
细 讨 论 . 如 果 4 < B, 则 用 变换 2p = a +r 来 代替 变换 2p = a 又 可 以 得 到 摆 的 方 
程 . 如 果 4 = B, 则 $=0,， 即 刚体 绕 轨道 平面 的 法 线 以 任意 角速度 等 速 转动 . 


sina=0 (v= nt). (26) 


中 这 个 方程 首次 见于 : Benenknii B. B. O nu6panuu cnyTHuKa. B c6.: MekyccTrBeHHhIe CIYT- 
HK SeMAW, 1959, BEI. 3, M.: MH3n-Bo AH CCCP，c. 13-31. 


$1. 基本 概念 与 定理 


129. 变质 量 系统 的 概念 ” 至今 为 止 我 们 都 是 认为 组 成 质点 系 的 质点 P, 的 质 
量 my (y= 1,2,.… ,N) 是 不 变 的 , 质点 数目 和 N 也 是 不 变 的 . 但 是 在 自然 界 和 工程 
技术 中 也 有 这 样 的 情况 , 在 某 时 刻 有 一 些 质点 离开 或 者 进入 我 们 所 研究 的 系统 , 结 
果 使 系统 的 成 分 , 即 组 成 给 定 系统 的 质点 的 集合 , 随 着 时 间 改 变质 量 . 

如 果 系 统 的 质量 或 者 组 成 系统 的 质点 , 或 者 两 者 同时 随 着 时 间 变 化 , 我 们 称 该 


在 很 多 卓然 现象 中 都 有 变质 量 系统 运动 情况 , 例如 , 地 球 的 质量 由 于 陨石 的 溅 落 
而 增加 , 下 降 的 陨石 由 于 空气 的 作用 发 生 破碎 或 者 燃烧 使 质量 减少 , 浮 冰 由 于 溶化 而 
减少 质量 , 又 由 于 结 冰 或 者 降雪 到 其 表面 而 增加 质量 . 变质 量 系统 的 例子 在 工程 技 
术 中 也 有 很 多 : 运动 的 传送 带 在 某 时 刻 添 加 或 者 取 走 货物 , 火箭 在 燃料 燃烧 中 质量 
发 生变 化 , 喷气 飞机 的 质量 因 空 气 进入 发 动机 而 增加 , 又 因 燃 烧 的 燃料 喷 出 而 减少 . 

前 面 章节 得 到 的 关于 力学 系统 运动 的 所 有 结论 , 都 利用 了 牛顿 第 二 定律 给 出 的 
质点 加 速度 与 其 受 力 之 间 的 关系 . 然而 , 牛顿 第 二 定律 只 对 常 质量 系统 成 立 , 变质 量 
系统 动力 学 需要 专门 研究 . 

我 们 将 采用 如 下 关于 变质 量 系统 模型 的 假设 : 系统 的 分 离 或 并 人 质量 是 小 量 ， 
2 次 发 生 分 离 或 并 人 的 时 间 间 隔 是 小 量 . 在 这 些 理想 化 假设 下 , 离开 质点 系 的 质量 
Mi(t) 和 进入 质点 系 的 质量 M2(t) 是 时 间 的 连续 可 微 函 数 . 
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如 果 系 统 的 质量 M(t) 在 t= 0 时 刻 为 Mo, 则 它 随 着 时 间 的 变化 规律 为 
M(t) = Mo — Mi(t) + M2(t), 


其 中 Mi, M2 是 时 间 的 非 递减 的 非 负 函数 ，M(b 是 连续 可 微 的 . 
变质 量 质点 是 指 变质 量 微粒 足够 小 , 使 得 确定 其 位 置 和 运动 时 可 以 看 作 无 尺寸 
的 物体 . 


130. 变质 量 系统 动量 定理 ” 设 某 个 质点 系 相对 惯性 坐标 系 Oxyz 运动 , 我 们 来 
研究 相对 Ozyz 运动 和 变形 的 封闭 曲面 5. 质点 按照 各 自 的 运动 可 以 进入 或 者 离开 
曲面 5 围 成 的 空间 区 域 . 

我 们 用 G 表示 曲面 8 内 的 质点 组 成 的 变质 量 系统 , 其 动量 用 Q 表示 . 

固定 时 刻 t = ,并 用 G*, 表示 在 该 时 刻 位 于 曲面 8 内 的 质点 组 成 的 变质 量 系 
统 , 系统 G* 的 动量 用 Q* 表示 . 因为 在 t=t 时 系统 G 和 G* 重合 , 所 以 在 该 时 刻 
有 

Q=0Q". (1) 


在 时 刻 tr = t 二 At, 系统 G 和 G* 的 动量 分 别 为 Q +AQ 和 
Q* + AQ*. 在 图 131 中 实 线 表示 曲面 5 在 tr 时 刻 的 位 置 , 而 虚 
线 表示 组 成 系统 G* 的 质点 在 tr 时 刻 形成 的 曲面 的 位 置 , 显然 ， 


Q+AQ=QG +AQ -AQ+AQ,, (2) 


其 中 AQ; 是 在 At 时 间 内 离开 曲面 9 围 成 区 域 的 质点 在 t 时 刻 
动量 之 和 , 而 AQ。 是 在 Al 时 间 内 进入 曲面 3 围 成 区 域 的 质点 
在 如 时 刻 动 量 之 和 . 这 些 质点 分 别 填充 了 图 131 中 的 区 域 G! 和 图 131 
G2。 

由 (1) 和 (2) 可 得 


AQ =AQ -AQI+AQ>. (3) 


设 Re) 是 在 时 刻 作用 在 系统 G (也 就 是 系统 G*) 

上 的 外 力主 向 量 . 因为 系统 G* 是 常 质量 系统 , 所 以 可 以 
对 它 使 用 动量 定理 , 即 

d 


= R(®. (4) 


将 公式 (3) 两 边 除 以 At 并 令 At 一 0, 再 考虑 到 等 式 (4) 可 得 


dQ (e) 
一 一 一 及 5 
于 有 “十 下 ， (5) 


其 中 下 = 五 + 忆 , 而 
人 和 = 一 At0 2 “2 一 Ai 2 (6) 
向 量 下 和 Fa 有 力 的 量 纲 , 称 为 反 推 力 . 反 推 力 玉 是 由 质点 分 离 引 起 的 , 而 


下 是 由 质点 并 人 引起 的 . 


131. 变质 量 系统 动 量 矩 定理 ” 设 4 为 惯性 坐标 系 Ozyz 中 的 不 动 点 , MG) 是 
外 力 对 4 点 的 主 矩 , Ka 是 系统 G 对 4 点 的 动量 矩 . 类 似 第 130 小 节 可 以 证 明 ， 
dK 


+ 0 
其 中 ME) = M+ M9 是 变质 量 系统 G 产生 的 附加 力 拢 : 
(F) )，， AK/l (FE) AK /» 
Ma = 一 Atmo Ai Mas 一 Amo Ai (8) 


这 里 的 AK41 是 在 At 时 间 内 离开 曲面 S 围 成 区 域 的 质点 在 t = tr 时 刻 的 动量 矩 
之 和 , 而 AK42 是 在 At 时 间 内 进入 曲面 5 围 成 区 域 的 质点 在 上 = t” 时 刻 的 动量 矩 
之 和 . 


82. 变质 量 质点 的 运动 


132. 运动 微分 方程 设 变 质量 质点 P 相对 惯性 坐标 系 Ozyz 运动 , 质点 PP 的 
质量 由 于 尺寸 可 以 忽略 不 计 的 小 质量 微粒 同时 分 离 和 并 入 而 随 着 时 间 变 化 . 

设 wi 是 在 t 时 刻 离开 质点 PP 的 微粒 的 绝对 速度 (相对 Oxyz 的 速度 ), 而 wu。 
是 在 # 时 刻 并 入 质点 PP 的 微粒 的 绝对 速度 , 设 AM 和 AM 分 别 是 离开 和 并 入 微 
粒 的 质量 , 那么 , 利用 上 一 节 的 记号 , 精确 到 At 和 AM (i = 1,2) 的 一 阶 小 量 , 有 
下 面 等 式 

AQ1 = AMiu, AQ;2 = AM2u,, 
根据 第 130 小 节 中 (6) 得 
Fi 一 _ 到 = 一 wy, (1) 
这 里 的 Mi(b), Mz(t) 分 别 是 在 时 间 段 t 内 离开 和 并 人 质点 P 的 质量 , 在 t=0 时 P 
点 质量 为 Mo. 
设 v 是 已 点 的 绝对 速度 , 那么 其 动量 为 


Q = Mv. (2) 


将 (1) 和 (2) 代入 第 130 小 节 的 方程 (5) 得 


dM do _ _ dM dM 


Ws, 
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其 中 RR 是 作用 在 P 点 的 合力 . 利用 关系 式 M = Mo - Mi + M2 可 将 上 面 等 式 改 
写 为 
C2 (wa 一切 (3) 
方程 (3) 是 变质 量 质点 的 运动 微分 方程 , 称 为 广义 密 歌 尔 斯 基 方 程 . 

可 以 发 现 , wa 一 v = wir 是 分 离 微粒 相对 质点 P 的 速度 , 类 似 地 wa 一 v = wz 
是 并 入 微粒 相对 质点 P 的 速度 . 

设 只 有 分 离 微 粒 , 则 M2 =0， M(t) = Mo -MD，dM/dt = -dMi/dt, 这 时 
方程 (3) 变 为 


MG R+ MM. (4) 


方程 (4) 称 为 密 软 泵 斯 基 方程 . 由 此 可 见 , 微粒 分 离 等 效 于 在 质点 P 作用 附加 


力 页 = 人 wi: ( 称 为 反 推力 ), 类 似 地 可 以 看 出 微粒 并 入 质点 的 效果 . 反 推力 在 数 


值 上 等 于 人 ( 称 为 每 秒 质量 消耗) 乘 以 分 离 (或 并 入 ) 微粒 相对 变质 量 质 点 的 速度 
在 微粒 分 诗 稀 况 下 反 推力 方向 与 分 离 微 粒 相对 速度 ui 相反 ,而 在 微粒 并 和 情况 下 
反 推力 方向 与 并 入 微粒 相对 速度 wz 相同 

设 只 有 微粒 从 变质 量 质点 P 分 离 出 去 , 如 果 分 离 微粒 的 绝对 速度 wi 等 于 零 , 则 
密 软 尔 斯 基 方 程 (4) 变 为 


或 者 


即 , 如 果 分 离 微粒 的 绝对 速度 等 于 零 , 则 变质 量 质点 P 的 动量 对 时 间 的 导数 等 于 作 
用 在 质点 P 上 的 合力 . 如 果 分 离 微 粒 的 相对 速度 wi 等 于 零 , 则 由 方程 (4) 可 得 


即 , 如 果 分 离 微粒 的 相对 速度 等 于 零 , 则 变质 量 质点 P 的 运动 方程 与 成 常 质 量 质 点 
运动 方程 的 形式 . . 


133. 火箭 在 引力 场 外 的 运动 ” 设 变 质量 质点 P 在 重力 场 外 的 真空 中 运动 , 如 
果 将 火箭 看 作 质 点 并 忽略 宇宙 介质 阻力 、 引 力 和 光 压 等 , 这 样 的 变质 量 质点 可 以 作 
为 在 宇宙 空间 中 运动 的 火箭 的 模型 , 那么 R= 0, 由 方程 (4) 可 得 火 租 运 动 的 向 量 方 
程 


dv dM 
Er (5) 


其 中 w 是 燃料 分 离 相对 速度 . 假设 wz 的 大 小 是 常数 并 且 方 癌 与 火箭 速度 v 相反 ， 


那么 火箭 将 沿 着 向 量 v 的 方向 作 直 线 运动 , 我 们 取 这 
个 直线 为 Oz 轴 (图 132), 将 方程 (5) 向 Oz 轴 投 影 得 


dv dM 
Eo (6) 


其 中 w 是 相对 速度 wi 的 大 小 . 假设 上 = 0 时 火箭 质 
量 等 于 Mo, 速度 等 于 vo, 积分 方程 (6) 得 
Mo 


v(t) = vo + ur ln MO (7) 


图 132 


由 此 可 见 , 在 给 定时 刻 火箭 的 速度 依赖 于 火箭 初始 质量 与 当前 质量 之 比 . 设 Mr 
是 燃料 的 初始 质量 , 而 Mk 是 燃料 耗 尽 后 火箭 的 质量 ( 即 火箭 结构 、 有 效 载 傈 和 设 
备 的 质量 ), 那么 Mo = Mr + Mg, 在 燃料 耗 尽 时 火箭 的 速度 可 由 (7) 得 到 


M 
w=wtwmn(1+ 了 ) (8) 
Mk 


这 就 是 齐 奥 尔 科 夫 斯 基 公 式 . 由 此 公式 可 知 , 火箭 的 极限 速度 仅 依赖 于 燃料 的 相对 
储备 和 燃烧 物 相对 速度 , 火箭 极限 速度 不 依赖 于 质量 变化 规律 (发 动机 工作 机 制 ); 如 
果 给 定 关系 式 Mr/Mxk = 2 ( 称 为 齐 奥 尔 科 夫 斯 基数 ), 则 极限 速度 与 燃料 消耗 快慢 
完全 无 关 . 

火箭 在 轨迹 主动 段 走 过 的 路 径 依 赖 于 燃料 消耗 规律 . 假设 在 += 0 时 z=0, 则 
由 (7) 得 


t 
Mo 
= r ——dt. 
T=voti+u 人 In 7 t (9) 


， 134. 火箭 在 均匀 重力 场 中 的 坚 直 运 动 ” 设 火箭 在 均匀 重力 场 中 
竖 直 向 上 运动 , 不 考虑 介质 阻力 ， 将 火箭 看 作 质 点 , 初始 速度 为 零 , 初 
P 始 质量 为 Mo, 燃料 分 离 的 相对 速度 wu， 大 小 是 常数 , 方向 竖 直 辣 下 . 
Mg 假设 火箭 质量 随时 间 的 变化 规律 已 知 , 求 火 箭 速度 和 上 升 高 度 随时 间 
变化 的 水 数 . 
在 火箭 上 作用 的 外 力 为 重力 , 方向 竖 直 向 下 , 取 火 箭 运 动 的 直线 
为 Oz 轴 (图 133), 将 方程 (4) 的 两 边 向 Oz 轴 投 影 得 


将 该 方程 积分 后 可 得 火箭 速度 
图 133 


v = ur ln 一 gt. (10) 


Mo 
M(t) 
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如 果 设 t= 0 时 z = 0, 则 积分 方程 (10) 可 得 火箭 上 升 高度 随 时 间 变 化 的 公式 


2 
z=w In rp 一 9 (11) 
设 火 箭 质量 按 指数 规律 变化 
M = Moe < (12) 


其 中 a 是 正常 数 , 描述 燃料 消耗 的 快慢 . 燃料 消耗 质量 Mi 的 增加 规律 为 
Mi= Mo (1l—e ™). 
根据 第 132 小 节 的 (5) 可 得 反 推力 Fi 的 表达 式 
z Fi = aMoe™ yr = QaurM, 


即 awi 是 火箭 反 推 力 产 生 的 加 速度 . 
对 于 质量 变化 规律 (12), 由 (10) 和 (11) 得 


] 
v = (Qur — 9)t, 2 一 了 (Qir 一 g) 刀 . (13) 


由 此 可 知 , 只 有 在 auwr > 9 时 火箭 才 会 竖 直 上 升 , 这 就 是 说 , 火箭 反 推 力 产 生 的 加 速 
度 应 该 大 于 重力 加 速度 . 

设 燃 料 质量 Mr 给 定 , 由 (12) 可 得 燃料 耗 尽 时 刻 隶 . 因为 在 燃烧 结束 时 M = 
Mx, 所 有 由 (12) 得 


Mx = Moe™ ox. 
考虑 到 Mo = MT 十 Mx 并 引入 记号 6 = In(1 十 MT/Mxk), 得 
tk = a (14) 


Q 
由 (13) 可 知 , 在 燃料 耗 尽 时 火箭 的 速度 vx 和 火箭 主动 段 轨迹 长 度 zk 由 下 面 公式 
确定 
vK=b (wu 一 上 | ， ZK 二 一 0 (15) 
燃料 耗 尽 后 , 即 t > tk, 火箭 质量 保持 常数 , 在 t= tk 时 有 速度 vk, 火箭 此 后 上 升 的 
最 大 高 度 为 | 
ok 一 (wu 一 二) . (16) 


由 公式 (15) 和 (16) 可 得 火 第 上 升 的 总 高 度 h = zk + s 的 表达 式 
p= Ow (= _ :) (17) 


2 g QQ 
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由 此 可 知 , 随 着 a 增加 , 火箭 上 升 最 大 高 度 也 增加 . 在 a = oo, 即 燃料 瞬间 消耗 完 的 
情况 下 , 相应 的 火箭 上 升 最 大 高 度 为 


_ Bw? 
下 面 我 们 求 使 火箭 主动 段 上 升 最 高 的 a 值 . 由 (15) 得 
Ozk j229—QUr Ozk aur 一 39 
do a Bo =P -， (19) 


由 此 可 知 , 当 a = 2g/wr 时 , 即 火 箭 反 推力 产生 的 加 速度 是 重力 加 速度 的 2 倍 时 , zk 
取 最 大 值 . 由 (15) 得 

BP2u? 
8g | 


ZKmax 一 
根据 (17) 得 火箭 在 这 种 情况 下 上 升 的 高 度 


,Bru 


4g 
即 火 第 主动 段 最 长 时 , 火箭 上 升 高 度 是 公式 (18) 给 出 的 一 半 . 


》 


83. 变质 量 刚体 的 运动 


”135. 定点 运动 ”变质 量 刚 体 是 指 质点 之 间距 离 保 持 不 变 且 至 少 包 括 一 个 变质 
量 质点 的 力学 系统 . 
如 果 mv(t) 是 质点 PB 的 质量 , 则 


mb) = msy(0) 一 ma 的 十 ma 由 (v=1,2,..,N), (1) 


其 中 myi(t) (mw2(t)) 是 在 时 间 t 内 离开 (并 入 ) 质点 已 的 微粒 的 质量 , 非 负 非 递减 
函数 mui(t), mw2(t) 是 连续 可 微 的 . 

设 变 质量 刚体 有 一 个 固定 点 O, 为 了 得 到 刚体 的 运动 微分 方程 , 我 们 利用 变质 
量 系统 的 动量 矩 定理 . 设 坐 标 系 Ozyz 与 刚体 固 连 , Ko 是 刚体 对 O 点 的 动量 矩 , 如 
果 w 是 刚体 角速度 , 则 由 第 131 小 节 中 等 式 (7) 可 得 

0 tw x Ko = MS) + M0, (2) 

其 中 d/dt 是 (在 坐标 系 Ozyz 中 的 ) 相对 导数 , M9 是 外 力 对 O 点 的 主 矩 ,RM9 
是 变质 量 刚体 的 附加 力矩 . 

我 们 来 求 出 向 量 MOY. 设 Am 是 在 At 时 间 内 离开 质点 P, 的 微粒 质量 , 而 
Amws 是 在 At 时 间 内 并 人 质点 书 的 微粒 质量 , 如 果 wa 和 wo 分 别 是 在 时 刻 t 离 


开 和 并 入 微粒 的 绝对 速度 , 则 精确 到 Ami, Amzv2, At 的 一 阶 小 量 , 有 


N 
AKoi1 = >》， Amyipv -xX Wyv!1) 


v= 二 1 


N 
AKo2 = >》 Amyv2py X Uv2, (3) 


7 一 1 


其 中 ps 是 质点 已 相对 固定 点 O 的 向 径 . 由 (3) 和 第 131 小 节 中 等 式 (8) 可 得 


MO = -3 — py x wvi > 所 于 — py, x wv2. (4) 
一 | 


设 风 是 已 点 的 速度 , vt 和 w 忠 分别 是 离开 和 并 入 微粒 相对 书 , 点 的 速度 ， 
那么 有 wi=v,+us (i=1,2), 方程 (4 (4) 可 以 写成 为 


dmy, r dmy r 
MO = Dp, x (+ 


dmy dmy 
+ px (- + 2 ) ww (5) 
利用 关系 式 (1) 上 面 等 式 可 以 写成 
MG) - Do, x -办 dmyv1 ul + 虽 ) + 并 wx 地 一 (6) 


根据 第 132 小 节 中 等 式 (3), 等 式 (6) 中 第 1 个 和 是 反 推 力 对 O 点 的 主 矩 MO. 
考虑 到 v, = w x py, 再 做 类 似 于 第 82 小 节 中 的 变换 可 得 , 等 式 (6) 中 第 2 个 和 等 于 
dJ 
dt 
其 中 J 是 刚体 对 O 点 的 惯性 张 量 矩 阵 (是 时 间 的 函数 ). 于 是 , 变质 量 刚体 的 附加 力 
和 矩 可 以 写成 . a7 
MO” = MO + i (7) 
根据 第 82 小 节 中 等 式 (9), 刚体 动量 矩 Ko 可 以 写成 Ko = Jw. 再 由 等 式 (2) 和 
(7) 可 得 


dJ dw (©) Md 
a t+ +oxXJw= Mo + Mo ty 
或 者 J 
J +oxJw= MGO +M9) (8) 


dt 
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如 果 三 , 妃 , Js 和 Jsy, Jzz, Jys 分 别 是 轴 惯 性 矩 和 离心 惯性 矩 , 而 p, gr 是 刚体 
角速度 在 Oz, Oy, Oz 轴 上 的 投影 则 向 量 方程 (8) 可 以 写成 类 似 于 第 97 小 节 中 (3) 
形式 的 3 个 标量 方程 , 这 些 方程 右边 会 出 现 附 加 项 MD MA, ML”, 它们 是 反 推力 
矩 在 Oz, Oy, Oz 轴 上 的 投影 . 一 般 来 说 , 外 力矩 依赖 于 刚体 在 空间 中 的 方向 , 在 研究 
刚体 定点 运动 时 还 需要 补充 欧 拉 运动 学 方程 . 

如 果 在 微粒 离开 和 并 入 过 程 中 Oz, Oy, Oz 轴 还 是 惯性 主轴 , 则 方程 (8) 可 以 写 
成 为 类 似 欧 拉动 力学 方程 的 标量 形式 

dp 


4 二 十 (C — B)gr = Mo 十 MG 


BY +(A4-OC)rp= M+ MO, (9) 


CT 十 (B A)pg 一 M; 十 MO 


其 中 4, B,C 是 刚体 对 Oz, Oy, Oz 轴 的 惯性 矩 (依赖 于 时 间 ), 而 Mz, My, M; 是 外 
力主 矩 在 Oz, Oy, Oz 轴 上 的 投影 . 


136. 定 轴 转 动 ” 设 0z 是 固定 轴 , 变质 量 刚体 绕 着 该 轴 作 定 轴 转动 , 那么 p = 

0,g 三 0,7 = wz(t). 将 方程 (8) 向 Oz 轴 投 影 , 得 

dw->» 
J dt 
这 就 是 变质 量 刚 体 定 轴 转 动 的 运动 微分 方程 . 与 常 质量 刚体 定 轴 转 动 微分 方程 的 差 
别 就 是 方程 右边 出 现 了 附加 项 MA, 就 是 反 推 力矩 在 0z 轴 上 的 投影 . 另外 , 刚体 对 
Oz 轴 的 惯性 矩 J, 也 是 变量 . 

例 1 半径 为 的 圆 环形 刚体 在 常 力 答 M 作用 下 绕 竖 直 轴 转 动 , 转动 轴 与 刚体 
对 称 轴 重 合 . 当 刚体 角速度 为 wo 时 开始 制 动 , 为 此 在 圆 环 直径 的 两 端 安 装 两 个 反 推 
发 动机 . 在 发 动机 内 气体 喷 出 的 相对 过 度 活着 圆 环 的 切线 , 大 小 等 于 vu; 每 秒 燃料 消 
耗 为 g, 带 燃 料 的 刚体 初始 惯性 矩 等 于 0, 求 完 全 制 动 刚体 所 需 的 燃料 . 

根据 方程 (10), 描述 刚体 转动 的 微分 方程 为 


= M; 十 MO)， (10) 


(Jo 一 gr 到 = M 一 qur. (11) 
如 果 反 推力 矩 足 够 大 (qur > M), 刚体 转 动 才 可 能 被 制 动 . 解 方程 (11) 可 得 刚体 角 
速度 随时 间 的 变化 1 
ur 一 gr 
w(t) = wt I (1- 2 。 
由 方程 w(T) = 0 求 出 制 动 时 间 7, 然后 由 公式 m = gr 求 出 制 动 所 需 燃料 为 


了 gr2w 
m= (1-e-w-m |. 
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第 十 章 
分 析 动 力学 微分 方程 


$1. 拉 格 朗 日 方程 (第 二 类 ) 


137. 广义 坐标 下 的 动力 学 普遍 方程 我们 研究 N 个 质点 PB (v= 1,2,… ,入 ) 
组 成 的 系统 . 如 果 系 统 是 非 自 由 的 , 则 约束 是 双 面 理想 的 . 设 质 点 P, 的 虚 位 移 为 grv， 
质量 为 m,, 加 速度 为 wy 而 ,是 作用 在 质点 PP 的 合力 , 那么 动力 学 普遍 方程 (第 
57 小 节 ) 写成 


N 
>_(F, — MmvWwy,) :ry = 0. (1) 


v=1 

在 某 些 约束 或 者 全 部 约束 是 非 理想 的 情况 下 , 在 F, 中 只 要 补充 非 理想 约束 反 力 G,， 
就 可 以 在 形式 上 与 理想 约束 系统 一 样 来 研究 . 

动力 学 普遍 方程 (1) 是 我 们 推导 本 章 的 分 析 动 力学 微分 方程 的 基础 ， 实 际 上 ， 
下 面 所 有 的 质点 系 运动 方程 都 是 方程 (1) 的 不 同形 式 , 对 应 于 不 同性 质 的 主动 力 和 
约束 . 

设 系 统 有 7 个 几何 约束 和 s 个 不 可 积 的 运动 学 约束 , 设 q1, gq2,… ,qm 是 系统 的 
广义 坐标 , 其 数目 m 等 于 3N -~ r 那么 质点 已 相对 于 惯性 坐标 系 原点 的 向 径 7 可 
以 写成 q1,q2,… ,qm,t 的 函数 形式 


Ty = ry (gq1, q2,*… , qm, t), (2) 
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这 些 隐 数 是 二 次 连续 可 微 的 . 如 果 系 统 是 定常 的 , 则 可 以 选择 广义 坐标 gl qz,:… ,qm 
使 函数 rw 不 显 含 时 间 t. 由 (2) 可 得 (参见 第 16 小 节 ) 


Ory. Ory 
wt Cb N) (3) 
ry =》 Big (v=1,2,...,N) (4) 
j=1 
我 们 将 动力 学 普遍 方程 (1) 写成 广义 坐标 的 形式 , 主动 力 的 元 功 形式 为 
N mm 
YF, .dr, = > Qi69j， (5) 
2 一 | 7 二 1 


其 中 @ 是 对 应 于 广义 坐标 q; 的 广义 力 , 一 般 是 q, gt (1 = 1,2,… ,m) 的 函数 
我 们 再 对 惯性 力 在 虚 位 移 上 所 做 的 功 表达 式 进行 变换 . 利用 公式 (4), 改变 求 和 
次 序 


N dF, mm 9 , 
2m 07， = -om 2 5 qj 
2 一 ] "一 vy 3 2 (6) 
Ty Ty 


N N N 
df, Ory d ,Ory, ,dor, 
Miy * 一 一 MyTy 一 | 一 MyTy ”一 一 
2 dt 097 dt (> Og; ) 2 dt Og; 
(7 一 1 2 ,1m). 
彰 助 第 16 小 节 的 公式 (25) 可 将 上 式 写 成 


N N ， N ， 
2 5 = 4 (Dr | mi a (7) 
Y= 1,2,.…,m) 
如 果 利 用 系统 动能 表达 式 
T= 5 2 Try， 
则 等 式 (7) 可 以 写成 


N 
dr, Or, db 07 
Ce 2 -一 1 人 9 @ 9 . 

2_m dt Og; dtOg; Og; 0 ) 2) ,mm) (8) 


[138] §1. 拉 格 朗 日 方程 (第 一 类 ) * 187 . 


将 (8) 代入 (6) 可 得 惯性 力 虚 功 表达 式 


dp7 oT 
一 Domo, OT7y 一 一 > (二 元 D9; ~ 51 Be ) 0gj. (9) 
将 (5) 和 (9) 代入 (1) 并 两 边 乘 以 -1 得 广义 坐标 形式 的 动力 学 普遍 方程 
~ /dear OT 
3 Grrr 6g; = 0. (10) 


138. 拉 格 朗 日 方程 假设 系统 是 完整 的 , 那么 6g; (7 = 1,2,… ,m) 是 相互 独 
立 的 , 且 广 义 坐 标 数 等 于 自由 度 (m = n). 利用 69 独立 性 , 方程 (10) 成 立 当 且 仅 当 
所 有 6q; 的 系数 都 等 于 零 , 所 以 方程 (10) 等 价 于 下 面 n 个 方程 : 

区- 5 (t= 1,2,... ,n). (11) 
方程 (11) 称 为 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 0, 这 是 关于 n 个 函数 g(t) 的 n 个 二 阶 微分 方 
程 . 这 个 方程 组 的 阶 数 为 2n, 这 是 所 研究 系统 的 运动 微分 方程 的 最 小 可 能 阶 数 , 因 
为 qi, G4; (i = 1,2,… ,n) 的 初始 值 可 以 任意 选取 . 

为 了 得 到 拉 格 朗 日 方程 , 必须 将 系统 的 动能 人 表示 成 广义 坐标 和 广义 速度 的 函 
数 , 必须 求 出 广义 力 , 并 且 要 像 (11) 中 那样 将 T(qj, Gj;,t) 对 广义 坐标 、 广 义 速度 和 
时 间 求 导 . 可 以 发 现 , 拉 格 朗 日 方程 的 形式 不 依赖 于 广义 坐标 的 选择 , 选取 其 它 广义 
坐标 只 会 改变 函数 T 和 Q;, 而 方程 (11) 的 形式 不 会 改变 , 这 就 是 说 拉 格 朗 日 方程 
具有 不 变性 . 

在 拉 格 朗 日 方程 中 不 包含 理想 约束 的 约束 反 力 .如 果 想 求 约束 反 力 , 需要 在 积 
分 拉 格 朗 日 方程 后 将 困 数 gi(t) 代入 表达 式 (2), 则 作用 在 已 点 的 约束 反 力 的 合力 
R, 由 下 面 关系 式 求 出 

R, = muiy ~ P(ry, ry,t). 


例 1 (刚体 绕 固定 轴 w 的 转动 这 里 n= 二 1 广义 坐标 取 刚 体 绕 u 轴 的 转角 
广义 力 Qs 等 于 外 力 对 久 轴 的 主 矩 (参见 第 54 小 节 的 例 1), 刚体 的 动能 为 


_1,.,., 
《一 了 up ， 
其 中 几 为 刚体 对 w 轴 的 惯性 给 . 于 是 有 
aT . . 
BB HB w=" 
拉 格 朗 日 方程 
d67 67 _0 
dtOp Ow% 7 


方程 (11) 经 常 简称 为 拉 格 朗 日 方程 . 
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的 具体 形式 为 
J,$ = Me)， 
” 例 2 (球面 摆 的 运动 方程 ) 球面 摆 是 指 在 均匀 重力 场 中 
洛 着 半径 为 常数 的 球面 运动 的 质点 . 可 以 认为 质点 的 质量 为 


m, 固定 于 长 度 为 ! 的 无 质量 村 的 一 端 , 杆 的 另 一 端 国定 于 O 
点 且 使 杆 可 以 活着 空间 中 任意 方向 (图 134). 忽略 摩擦 . 

球面 摆 有 两 个 自由 度 , 广义 坐标 取 mm 点 的 球面 坐标 o, 0. 
因为 质点 mm 到 坐标 原点 的 距离 等 于 1, 根据 第 9 小 节 的 公式 
(9), 质点 的 动能 表达 式 为 


T= =ml? (0 + sin? 27). (12) 
为 了 得 到 广义 力 Qs。 我们 给 出 质点 m 沿 着 经 线 的 虚 位 移 ， 
那么 54。 = 0, 于 是 得 Qj = 0. 为 了 求 广义 力 Qe, 我 们 给 出 质点 沿 着 纬 线 的 虚 位 移 ， 
那么 6hg = ngsin0.160 = Go60, 于 是 得 Qg = moglsin90. 
对 于 坐标 b,p 可 得 方程 (在 拉 格 朗 上 日 方程 两 边 同 时 除 以 常数 因子 ): 


V 


0 — sin0 cos0p? 一 Tsing = 0， (ein? bp) = 0. (13) 


139. 动能 表达 式 分 析 我们 来 研究 以 广义 坐标 和 广义 速度 表示 的 系统 动能 表 
达 式 的 结构 . 利用 公式 (3), 动能 可 以 写成 


2 
N 
7 3m = ym (Ss + 和 


(14) 
-1), Qjkqjqk 十 Do 十 Q0， 
?2 1 
这 里 引进 了 记号 
DN Or, Ory, DN Ory oe, 1 全 DOD7， 
tik = Dm Bo, qk © = Dm "Og; mo (5) 
其 中 Qjk, Qi;, CO 是 41; 092 … ,qm,t 的 函数 . 
公式 (14) 表明 动能 是 广义 速度 的 二 次 多 项 式 , 可 以 写成 
了 = 一 72 十 五 十 70， (16) 


其 中 


mm 
1 Qjkqjdk, 71= Yad;, To = 00. 
2 k=l1 “ ) 
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对 于 定常 系统 有 Or,/8t = 0 (v = 1,2,…,N), 由 (15) 可 知 oj = 0,ao = 
0 (7 = 1,2,… ,m), 所 以 


1 瑟 ， . 
T=T= 5 2 Qjk dj dk, (17) 
J 二 


即 定 常 系统 的 动能 是 广义 速度 的 二 次 型 , 并 且 (17) 中 的 系数 aix 不 显 含 时 间 . 
我 们 将 证 明 二 次 型 有 是 非 退化 的 , 这 就 是 说 其 系数 行列 式 


det azn :天 0 (18) 


对 任何 qi, qz，…… , qm,t 都 成 立 . 事实 上 , 二 次 型 7 可 以 写成 


1 一 mm 0 
Ty ， 
JT» 一 5 Dm GB Bg; 中 ) (19) 
立刻 可 知 其 为 非 负 : 72>0. 

下 面 我 们 证 明 Ts 等 于 零 当 且 仅 当 所 有 G4 (i = 1,2,… ,m) 都 等 于 零 . 假设 不 
是 这 样 , 即 在 某 些 不 完全 为 零 的 这 , 避 ,… ,各 情况 下 ZT 可 以 等 于 零 , 那么 在 公式 
(19) 中 每 个 括号 内 的 表达 式 都 应 该 等 于 零 , 即 


7 一 1 
这 些 回 量 等 式 可 以 写成 标量 形式 
.Oxy Oy, Oz 
$a =0, $5 =0, $5 =0, (20) 
2 7 Ogj 2 7 Ogj j=1 3 Ogj 


(v=1,2,...,N) 


等 式 (20) 表明 第 14 小 节 中 和 矩阵 (22) 的 各 列 线性 相关 , 即 这 个 矩阵 的 秩 小 于 m. 根 
据 第 14 小 节 , 对 于 广义 坐标 q1, qo,… ,gm 这 是 不 可 能 的 . 

于 是 , 二 次 型 到 是 正定 的 , 由 此 可 知 其 系数 行列 式 是 正 的 , 即 (18) 成 立 . 

评注 1 如 果 选 定 广义 坐标 q1, gz,… ,gm 对 于 系统 的 某 个 位 置 不 等 式 (18) 不 
成 立 , 则 意味 着 不 适合 以 gq1,g2,… ,qm 为 广义 坐标 研究 系统 在 这 个 位 置 附近 的 运动 ， 
在 这 个 位 置 附近 的 邻 域内 需要 引进 其 它 广 义 坐 标 . 

注释 1 作为 例子 我 们 来 研究 刚体 绕 O 点 的 定点 运动 . 设 4, B,C 是 主 惯性 算 ， 
D,g7r 是 刚体 角速度 在 对 O 点 的 惯性 主轴 上 的 投影 , 刚体 动能 计算 公式 如 下 


T= >(Ap? + Bq? + Cr?). (21) 
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取 广 义 坐 标 为 欧 拉 角 W,0,P (第 19 小 节 ). 我 们 来 求 9 角 等 于 0 或 者 7 时 的 人. 利 
用 欧 拉 运 动 学 方程 (第 36 小 节 ), 由 (21) 可 得 


T= 5 (4 cos2 p+ Bsin? p)02 + C(p + ?| (22) 


其 中 正 号 和 负 号 分 别 对 应 于 9 等 于 0 和 7. 二 次 型 (22) 的 行列 式 等 于 零 , 因此 在 0 
接近 0 和 7 时, 通常 定义 的 欧 拉 角 不 适合 用 于 描述 刚体 的 运动 , 这 个 事实 已 经 在 第 
19 小 节 中 指出 了 . 


140. 拉 格 朗 日 方程 相对 广义 速度 的 可 解 性 ”利用 动能 表达 式 的 结构 (16), 拉 格 
朗 日 方程 (11) 可 以 写成 


>》 aik 人 i 一 di @ 一 1 2 ) 用)， (23) 
k=1 


其 中 函数 g; 不 依赖 于 广义 加 速度 . 由 前 一 小 节 可 知 , 对 于 & 的 线性 方程 组 (23) 的 
系数 行列 式 不 等 于 零 , 因此 该 方程 组 可 解 并 有 唯一 解 


由 微分 方程 理论 可 知 , 在 Gi 满足 某 些 限制 条 件 (例如 , 在 力学 中 总 是 假设 G; 有 连 
续 的 偏 导数 ) 时 , 对 任意 初始 条 件 :上 = 如 时 g= 生 和 = 和 (i = 1,2,… ,mn), 方程 
组 (24) 都 有 唯一 解 , 因此 拉 格 朗 日 方程 满足 运动 确定 性 条 件 . 


141. 有 势力 情况 下 的 拉 格 朗 日 方程 . 拉 格 朗 日 函数 ” 设 广义 力 Q; 由 下 面 公 
式 计 算 
On 
Qi = Da, 
其 中 势能 条 是 gq1, gq2,… ,at 的 函数 . 
拉 格 明日 方程 (11) 在 有 势力 情况 下 写成 
doar Tr 9l 
diOg Og Og 
令 工 = 工艺 那么 上 面 方程 写成 
doaL prF 
dom dm (i = 1,2,.… ,n), (25) 
函数 工 称 为 拉 格 朗 日 函数 ( 动 势 ).， 
利用 表达 式 (16), 拉 格 朗 日 函数 可 以 写成 广义 速度 的 二 阶 多 项 式 


L=L2+Lit+ Lo, (26) 


其 中 
Ls=T, Li=T, Lo=T I. (27) 
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评注 2 为 了 得 到 完整 系统 在 有 势力 场 中 的 运动 微分 方程 (25), 只 需 知道 拉 格 
并 日 函数 L.， 如 果 拉 格 朗 日 函数 LL 加 上 广义 坐标 和 时 间 的 二 次 连续 可 微 函 数 f 的 


全 了 导数 
df 二 af 
dt 2 Og 
则 拉 格 朗 日 方程 不 会 改变 . 事实 上 , 由 该 等 式 可 得 下 面 两 个 关系 式 


0 df -—、 O02f 02f 
Od dt 0g:Oq ge + BqiOt 


df ~ Of ,0°f 
Og 2 5) = | BarOn ee tdq 
因为 六 十 是 二 次 连续 可 微 的 ， 它 对 (qi, gk, t) 的 的 求 屿 顺序 可 以 交 反 ， 以 上 上 两 式 右 逻 相 
等 . 因此 如 果 在 (25) 中 以 r+ 代 夫 三 则 5 (让 ) 和 地 人 ( ) 相互 抵消 
拉 格 朗 日 方程 保持 不 变 . 
142. 关于 完整 系统 机 械 能 变化 的 定理 ” 设 系统 除了 有 势力 以 外 还 受 某 些 非 有 
势力 作用 , 相应 于 非 有 势力 的 广义 力 用 Qy 表示 , 那么 有 


Bl 
Qi= -at (i = 1,2, , 用 


而 拉 格 明日 方程 (11) 有 如 下 形式 


do _ 07 
dt Og Og; -天 


动能 T(gx, gx,t) 对 时 间 的 导数 为 
dT /oT. OT.Y 7 
dr = >》 (Be 十 Be ) 十 可 (29) 
1 一 1 2 2 
d (一 07. db7 OT oT 
dt (法 ) - 沁 ( 琉 - Be) Ge 


下 面 将 利用 表达 式 (16) 和 欧 拉 齐 次 函数 定理 ， 根 据 这 个 定理 , 对 于 阶 齐 次 函数 
f(z1, 7X2,… ,Xn) 有 下 面 等 式 


2 天 >- = kf. 
将 该 定理 应 用 于 表达 式 (16) 可 得 


OT. 
>》 =2D +T. 
Od 


i 二 1 
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再 次 利用 方程 (28) 将 等 式 (29) 写成 


dT d "OI, Ch ,OT 
本 + + 


或 者 dT dd d 
qr 一 二 (272 十 271 十 270) 一 地 41 十 270) 
dl O10 QA 
dt 和 aA 2 9; di 十 A 
因为 272 + 27 十 27b = 27, 由 此 可 得 下 面 的 系统 机 械 能 对 时 间 导 数 的 表达 式 
dE ~ d Br 07 
= + 人 +210)+ 训 一 部 (30) 
其 中 , 
i 二 1 
称 为 非 有 势力 功率 . 
公式 (30) 给 出 了 关于 完整 系统 机 械 能 变化 的 定理 ， 我们 来 看 下 面 几 种 特殊 情 
沉 : 
1. 设 系统 是 定常 的 , 那么 T= 0,7 = 0,67/8t = 0 并 且 
dE , 61 
2. 设 系统 是 定常 的 且 势 能 不 显 含 时 间 , 这 时 911/6t = 0, 由 (33) 可 得 
dE 
二 = (33) 


3. 设 系 统 满足 下 面条 件 : 1) 定常 , 2) 系统 所 有 的 力 有 势 , 3) 势能 不 显 含 时间, 满 
足 这 些 条 件 的 系统 称 为 保守 系统 . 对 该 系统 有 
dB _ 
dt 
即 保守 系统 的 机 械 能 在 运动 中 保持 不 变 , 系统 有 能 量 积 分 
EF=T+I=h= const. 


143. 陀螺 力 ”如果 非 有 势力 的 功率 等 于 零 , 则 称 之 为 陀螺 力 . 
由 等 式 (33) 可 知 , 势能 不 显 含 时 间 的 定常 系统 在 陀螺 力 存 在 时 也 有 能 量 积分. 
设 非 有 势力 是 广义 速度 的 线性 也 数 


0. (34) 


Q! = 》 Yirde (i = 1,2,.… ,n), 
， ?一 工 
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如 果 由 系数 ix 构成 的 矩阵 是 反对 称 的 , 即 7ik = 一 yri (= 1,2,… ,mn), 那么 力 Qi 
是 陀螺 力 , 而 系数 yi 所 构成 矩阵 的 反对 称 性 为 8+ 是 陀螺 力 的 充分 必要 条 件 . 
， 事实 上 , 注意 到 反对 称 和 矩阵 的 对 角 元 素 yi (i = 1,2,… ,n) 总 是 等 于 零 , 因此 
有 
N*=)》 QI% = >》 ?rd 和 一 0 
i 二 1 


i,k=1 


在 给 出 例子 之 前 我 们 先 看 下 面 等 式 
N N n N N 
DB:vw= bh,. 》 + Orv = 》， Dro ht+ DE, 
2 一 | 2 一 1 gi i v= 二 1 : 


注意 到 


以 及 定常 系统 有 字 


所 以 在 定常 系统 情况 下 N* = 0 给 出 了 作用 在 系统 上 的 非 有 努力 F; 是 陀螺 力 的 条 
件 


N 
>_F “Dy 三 0. 
Z 一 1 


例 1 试 证 明 , 作用 在 旋转 陀螺 上 保证 其 规则 进 动 的 力 是 陀螺 力 (由 此 产生 术 
语 “ 陀 螺 力 ”). 设 O 是 陀螺 的 固定 点 , wi 是 陀螺 自转 角速度 , wa 是 进 动 角速度 . 根据 
第 106 小 节 , 作用 在 陀螺 上 的 主 矩 由 下 面 公 式 计 算 


Mo = w» x wi C+(C—A)Ycosto ) 
- 1 
其 中 C 和 4 是 陀螺 惯性 给 (相对 于 对 称 轴 和 过 陀螺 固定 点 垂直 于 对 称 轴 的 主轴 ), 90 
为 章 动 角 , 是 常 值 
作用 在 陀螺 (定常 系统 ) 上 的 力 的 元 功 为 
04= AMfo.wdt= No .wdt 二 AMfo.wozdt 一 0， 


因此 保证 陀螺 规则 进 动 的 力 的 功率 为 零 , 是 陀螺 力 . 
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例 2 在 定常 系统 中 科 里 奥 利 惯性 力 是 陀螺 力 . 事实 上 , 设 已 点 的 质量 为 m， 
在 非 惯性 坐标 系 中 的 速度 为 v,, 非 惯性 坐标 系 相对 某 个 惯性 坐标 系 的 角速度 为 ww， 
那么 已 点 的 科 里 奥 利 惯 性 力 ji 计算 公式 为 


JIvc 一 —2my(w X Vy ). 


对 于 定常 系统 , 真实 位 移 drv 是 虚 位 移 之 一 , 因此 科 里 奥 利 惯性 力 的 元 功 为 


N N N N 
04 = juve ‘OT7y = Djve . dr7y = juve : Vudt = -2 _m(w x vu): vudt. 
v=1 2 一 | 


一 | 2 一 工 


于 是 , 科 里 奥 利 惯性 力 的 功率 等 于 零 , 是 陀螺 力 . 


144. 耗 散 力 ， 瑞 利 函 数 如果 非 有 势力 的 功率 是 负 的 或 者 等 于 堆 (LV*<0 且 
N* 关 0), 则 称 之 为 耗 散 力 . 
由 等 式 (33) 可 知 , 对 于 势能 不 显 含 时 间 的 定常 系统 , 在 耗 散 力 存在 时 有 


dE 
— <0, 
dt 


即 在 运动 过 程 中 系统 机 械 能 减少 . 这 种 情况 下 系统 称 为 耗 散 系统 , 有 时 也 说 能 量 发 
生 耗 散 , 由 此 产生 了 术语 “ 耗 散 力 ”. 
如 果 耗 散 力 N* 的 功率 是 广义 速度 (i = 1,2,… ,n) 的 负 定 函数 9, 则 耗 散 
称 为 完全 耗 散 . 如 果 耗 散 力 N* 的 功率 是 广义 速度 的 常 负 函 数 , 则 耗 散 称 为 非 完 全 
设 给 定 正定 二 次 型 


=3 1 人 birdidk (bik = bki)) 


i,k=1 


使 得 非 有 势力 满足 关系 式 
Qi; = = Sb (i = 1,2,.…. ,n), (35) 
k=1 
那么 对 于 定常 系统 , 非 有 势力 的 功率 N* 为 
N nn 
>》 Fv = ,QiG = 一 2R<0， (36) 
v 二 1 ?一 | 


@ 这 意味 着 , 对 于 足够 小 的 正 数 e, 当 ldi| <e (i=1,2,… ,n) 时 , N*<0, 当 且 仅 当 所 有 广义 速 
度 都 为 零 时 N* 等 于 零 . 

@ 就 是 说 , 对 于 足够 小 的 正 数 es, 在 |4i| <e (i= 1,2,… ,n) 领域 内 N*<0, 并 非 所 有 广义 速度 
都 为 零 时 N* 才能 等 于 零 . 
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函数 RR 称 为 瑞 利 耗 散 函 数 . 由 (33) 和 (36) 可 知 , 对 于 势能 不 显 含 时 间 的 定常 系统 ， 
db 
dq 
即 机 械 能 减少 的 速度 等 于 2 倍 的 瑞 利 函 数 . 
作为 例子 我 们 来 看 一 个 定常 系统 , 在 其 每 个 质点 上 作用 一 个 正比 于 该 点 速度 的 
阻力 


= _2R, 


F, = —kv, (v= 1,2,.…. ,N), (37) 
其 中 k > 0. 这 些 力 的 功率 为 


N 
N* = >》 机 .vy = —2R, 
vv 二 1] 


其 中 


] N 
一 二 2 38 
R 3 (38) 


145. 广义 势能 ” 设 存 在 广义 坐标 、 广 义 速度 和 时 间 的 函数 V 使 得 广义 力 @; 
由 下 面 公式 确定 


doVv OV . 
Qi= a Ba (i = 1,2,.…. ,n), (39) 


那么 函数 V 称 为 广义 势能 . 
如 果 令 万 = 下- , 则 拉 格 朗 日 方程 (11) 可 以 写成 (25) 的 形式 , 与 力 的 普通 势 
能 情况 一 样 . 
由 (39) 可 得 
2 


一 V. 
i 二 qk 十 fi, 
Q 2 Bod f 


其 中 函数 f; 不 依赖 于 广义 加 速度 . 在 理论 力学 中 通常 只 研究 不 依赖 于 加 速度 的 力 ， 
因此 广义 势能 应 该 是 广义 速度 的 线性 函数 : 


?一 1 


其 中 WW，A;，(i = 1,2;… ,n) 是 广义 坐标 和 时 间 的 函数 . 
由 (39) 和 (40) 可 求 得 广义 力 的 表达 式 


dA; 0 /CA.. 
Qi = 7 -如 (Dat ) 


0W 604; 一 ( 芝 . De) 。 
= 一 一 十 到 十 一 
Og 地 2 Bg 5 
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如 果 84i/6t = 0 (i = 1,2,… ,n), 即 广 义 势 能 的 线性 部 分 VV 不 显 含 时 间 , 则 广义 
力 由 有 势力 -9V0/6q: (i = 1,2,… ,n) 和 下 面 的 陀螺 力 组 成 


Qi 一 YYikdk (i = 1,2,.…. ) 了) (42) 
k=1 
其 中 04 04 
一 一 .二 1 一 k 一 。。 。 。 
VMik 一 一 人 1 Da Ogq; (1 ]， 2, ) n) (43) 


如 果 系 统 定常 且 广义 势能 的 Wo 部 分 不 显 含 时 间 , 则 根据 第 143 小 节 , 在 系统 运动 过 
程 中 工 十 Wo 保持 常数 (但 TT 十 V 妈 const). 

可 以 看 出 , 存在 广义 势能 情况 下 拉 格 朗 日 函数 是 广义 速度 的 二 阶 多 项 式 L = 
L2 十 Zi 十 Zo, 其 中 


L»=712, Li=71-W, Lo=710- VW. (44) 


函数 工 的 二 次 部 分 与 动能 的 二 次 部 分 相同 , 与 存在 普通 势能 情况 一 样 , 拉 格 朗 日 广 
程 对 于 广义 加 速度 是 可 解 的 ， 
练习 题 1 试 证 明 , 所 有 系统 的 牵连 惯性 力 和 科 里 奥 利 惯性 力 之 和 都 有 广义 势 


zy 
Ge 


146. 描述 相对 非 惯 性 参考 系 运动 的 拉 格 朗 日 方程 ”获得 系统 相对 非 惯 性 坐标 
系 运动 的 运动 方程 有 多 种 不 同 的 方法 , 下 面 介 绍 其 中 2 种 : 

第 1 种 方法 与 相对 运动 理论 无 关 , 这 里 的 问题 表述 无 需 引 入 惯性 力 . 将 系统 绝 
对 运动 的 动能 用 相对 广义 坐标 和 相对 速度 表示 , 广义 力 的 计算 用 通常 的 方法 (对 于 
给 定 主 动力 ). 在 这 种 方法 中 , 惯性 力 将 在 计算 拉 格 朗 日 方程 过 程 中 自动 计 人 . 

第 2 种 方法 以 相对 运动 理论 为 基础 , 引入 牵连 惯性 力 和 科 里 奥 利 惯性 力 来 表述 
问题 . 这 里 动能 要 相对 于 相对 运动 来 计算 , 而 计算 广义 力 时 除了 给 定 主动 力 以 外 , 还 
要 考虑 牵连 惯性 力 和 科 里 奥 利 惯性 力 . 

如 果 在 第 1 种 方法 和 第 2 种 方法 中 取 同 样 的 广义 坐标 , 则 得 到 的 运动 方程 也 相 
同 , 在 具体 问题 中 可 以 看 出 哪 种 方法 更 方便 . 当然 , 还 可 能 有 其 它 得 到 描述 系统 相对 
非 惯 性 坐标 系 运 动 的 拉 格 明日 方程 的 方法 . 


147. 自然 系统 与 非 自然 系统 ”有 普通 势能 H(ai, 或 者 广义 势能 V(gi, Gi,t) 的 
系统 称 为 自然 系统 . 在 这 样 的 系统 中 引进 的 拉 格 朗 日 函数 L = 了 TII 或 者 L=T-V 
是 广义 速度 的 二 阶 多 项 式 , 拉 格 朗 日 函数 的 海 斯 式 满足 

LY ot | OT 
OO lip OG;0dk 


lin 


det | 


=detlawlie 1 #0 2 (45) 
i,k=1 


并 且 拉 格 明 日 方程 对 于 广义 加 速度 是 可 解 的 . 


[148] 8$2， 哈 密 顿 正 则 方程 ， 197 ， 


进一步 , 如 果 预 先 声 明 , 我 们 可 以 研究 更 一 般 的 系统 , 其 拉 格 天 日 函数 工 不 一 定 
是 动能 和 势能 之 差 , 就 是 说 可 以 是 任意 函数 L(gq;, Gi,t), 我 们 只 要 求 该 函数 对 于 广义 
速度 的 海 斯 式 不 等 于 零 pp 
Boo |, 0, (46) 
这 样 的 系统 称 为 非 自然 系统 . 条 件 (46) 与 (45) 类 似 , 是 为 了 保证 拉 格 朗 日 方程 对 于 
广义 加 速度 是 可 解 的 . 


det | 


$2. 哈密 顿 正 则 方程 


148. 勒 让 德 变换 . 哈密 顿 函 数 ”描述 完整 系统 在 有 势力 场 中 运动 的 第 二 类 拉 


属 明日 方程 doL OL 
0 G2 (1) 


中 的 函数 工 依赖 于 变量 qi it (i = 1,2,… ,n). 这 些 变量 确定 时 刻 和 系统 的 运动 
状态 ， 即 各 质点 的 位 置 和 速度 ， 变量 qi, di,t (i 一 1,2, ) 了) 称 为 拉 格 朗 日 变量 . 

系统 的 状态 也 可 以 利用 其 它 人 参数 确定 . 可 以 取 gi,pi,t (i = 1,2,… ,n) 为 这 样 
的 参数 , 其 中 m 是 广义 冲 量 , 由 下 面 等 式 确定 

p= (= bn (2) 

变量 gj,pi,t (i = 1,2,… ,n) 称 为 哈密 上 顿 变量 . 

函数 工 对 变量 4， (i = 1,2,… ,n) 的 海 斯 式 不 等 于 零 (参见 第 147 小 节 中 不 等 
式 (45) 和 (46)). 注意 到 该 行列 式 就 是 (2) 右边 部 分 的 雅 可 比 行列 式 , 根据 隐 函 数 定 
理 可 知 , 这 些 对 于 0 可 解 : 


Gi = Pi(q1, q2,** ; dn, P1, PpP2,** , Pn t) (i = 1,2,.…: , 1), (3) 


因此 拉 格 天 日 变量 可 以 用 哈密 顿 变量 表示 , 反之 亦 然 . 

哈密 顿 提出 了 用 变量 g;, zi 描述 运动 方程 , 使 拉 格 明日 方程 (1) 变 为 2n 个 具有 
对 称 形 式 的 对 于 导数 可 解 的 一 阶 方程 . 这 些 方程 称 为 哈密 顿 方程 (或 者 正则 方程 )， 
变量 g; 和 p; (i = 1,2,…,n) 称 为 正则 共 力 变量 ， 

在 引入 哈密 顿 方程 之 前 ， 我 们 先 给 出 某 些 辅助 定义 ， 设 给 定 函 数 X(zl， 
72,"… ,Xn), 其 海 斯 式 不 等 于 零 : 


D2X | 
det OriOTr jh x 0. (4) 
从 变量 zl zz?，…… ,zn 到 变量 yi ,yo,… ,yn 变换 由 下 面 公 式 定义 


yi 一 Br 
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函数 X(zizo…… ,zn) 的 勒 让 德 变 换 是 指 下 面 等 式 确定 的 新 变量 的 郴 数 YY (yi, ye， 
i Y =) wai—X, (6) 
i 二 1] 


该 等 式 右 端的 变量 x; 需要 借助 方程 (5) 吕 用 新 变量 表示 出 来 . 

在 数学 分 析 课 程 中 已 经 证 明 @, 勤 让 德 变换 有 逆 变 换 , 并 且 如 果 在 勒 让 德 变换 下 
X 变 为 Y, 则 勤 让 德 变换 将 了 重新 变 为 X. 

函数 L(gq;, Gi,t) 对 变量 的 勤 让 德 变换 为 函数 


H(gi, pi, t) -Dr 一 (gi, di, t) (7) 


其 中 变量 w 需要 借助 方程 (2) 用 gi,pi,t 表示 出 来 , 在 这 个 变换 中 变量 g;,t 看 作 参 
数 , 阴 数 电 称 为 哈密 顿 函数 . 


149. 哈密 顿 方程 ”哈密 顿 也 数 的 全 微分 为 
dH=， 区 da 十 3 Bdp + dt (8) 
另 一 方面 , 等 式 (7) 的 右边 的 全 微分 在 条 件 (2) 下 计算 得 

dH = Dt, - > Bd — 上 (9) 


因为 全 微分 在 变换 为 新 变量 后 不 发 生变 化 , 故 等 式 (8) 和 (9) 的 右边 相等 , 由 此 可 知 ， 
oH oL 9H 


以 六 oH OL 
根据 (1) 和 (2)， 


Dr (i = 1,2,.…. ,n), 
因此 由 (10) 可 得 运动 方程 


daq OH dp; OH . 
一 一 一 一 一 一 -一 1 9 ee . 1 2 
dt Di dt Og 人 (12 


这 些 方程 称 为 哈密 顿 方 程 (或 者 正则 方程 ). 
@ 根 据 (4) 这 些 方程 对 于 z; (i = 1,2,… ,n) 可 解 . 


四 参见 : PuxTeHronpu I'. M. Kypc mu 和 epearwaampHOoro nn HTerpamrPHOFO HCdHCTIeHHA， 工 . 1. 
一 M.: Hayra, 1966. 
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可 以 发 现 , 我 们 顺便 得 到 的 等 式 (11) 表明 , 如 果 拉 格 庆 日 函数 不 显 含 时 间 , 则 哈 
密 顿 函数 也 不 显 含 时 间 , 反之 亦 然 . 类 似 地 , 由 等 式 (10) 可 知 , 如 果 拉 格 朗 日 函数 不 
显 含 某 个 广义 坐标 , 则 哈密 顿 函数 也 不 显 含 这 个 广义 坐标 , 反之 亦 然 . 

例 1 求 第 57 小 节 中 例 1 的 数学 摆 的 哈密 顿 方 程 . 动能 和 势能 为 (参见 图 55) 


1 
T= 3ml 22， I = 一 mgl cos w， 


此 
国 L=T—-I1= sml2p? + mgleosyp 
由 等 式 
orL = ml? 
求 出 . 1 
Y 一 ml2?? 


利用 公式 (7) 求 出 哈密 顿 函 数 
. 1 
H=pp 一 二 = ID — mgl cos %. 


正则 方程 (12) 写成 
d 


oe - 5 - -pi Ce = -区 = -mglsinyg. 
150. 哈密 顿 函 数 的 物理 意义 ” 设 有 自然 系统 , 工 = Za + + Lo, 根据 公式 (2) 
和 (7) 有 HD (+ + 0) 
根据 欧 拉 齐 次 函数 定理 有 
2 5 = 272， 2 ea 三 了 1， 
因此 | 


H= (2L» 十 Li) 一 (了 2 十 Li 十 Lo) = L»— Lo. (13) 
设 工 = ZT 十 十 To, 如果 力 有 普通 势能 I 则 Lo = To 一 了 ,根据 (13) 有 


H=T,—T+I1. (14) 
如 果 力 有 广义 势能 V= 太 +W, 则 Lo=To-Ww 并且 
H=T,—-T+W. (15) 


如 果 自 然 系统 是 定常 的 , 那么 TT = 0, To = 0,T = ZT. 在 力 有 普通 势能 的 情况 下 
有 
H=T+1. (16) 


即 有 普通 势能 的 定常 自然 系 统 的 哈密 顿 函数 就 是 系统 的 机 械 能 , 这 就 是 哈密 顿 函数 
的 物理 意义 . 
还 可 以 发 现 , 对 于 有 广义 势能 的 定常 自然 系统 , 有 


H=T+W. (17) 


151， 雅 可 比 积分 “我们 来 求 哈密 顿 函 数 对 时 间 的 全 导数 . 利用 方程 (12) 可 得 


"TR 


和 (ee Bb) OH )( 绽 2 ) oH OH 


dt dn" Op) Bt og op Op og 


即 哈密 顿 函 数 的 全 导数 恒 等 于 它 的 偏 导 数 : 
dH OH 
dt 0 
如 果 蛤 密 顿 函数 不 显 含 时 间 , 则 称 系统 是 广义 保守 的 . 在 这 种 情况 下 9F/2t 三 0， 
再 利用 等 式 (18) 有 dH/dt = 0, 即 在 系统 运动 过 程 中 


(18) 


H(gqg;, pi) 一 几 ， (19) 


其 中 h 是 任意 常数 . 函数 五 称 为 广义 能 量 , 等 式 (19) 称 为 广义 能 量 积分 . 
有 普通 势能 的 自然 系统 的 哈密 顿 函数 由 公式 (14) 计算 , 如 果 该 哈密 顿 不 显 含 时 
间 , 则 有 
T2—To+I=h, (20) 


其 中 h 是 任意 常数 . 关系 式 (20) 称 为 雅 可 比 积分 
如 果 系 统 是 保守 的 , 即 系统 定常 、 力 有 不 显 含 时 间 的 势能 则 T, = = 0， 克 = 
0， 工 = TD 且 雅 可 比 积分 写成 


E=T+I1=h. (21) 


于 是 , 保守 系统 是 广义 保守 系统 的 特殊 情况 , 在 这 种 特殊 情况 下 广义 能 量 积 分 变 为 
普通 的 能 量 积 分 . 

例 1 光滑 管 在 水 平面 内 以 常 角速度 w 转动 , 质量 为 m 的 小 球 在 管内 运动 . 

小 球 可 以 看 作 质 点 ， 管 与 水 平面 内 某 个 固定 方 
向 的 夹 角 p 是 已 知 的 (p = wt), 小 球 的 位 置 用 它 到 
转动 轴 的 距离 + 表示 (图 135). 

小 球 的 势能 是 常数 , 并 且 和 二 0. 小 球 的 动能 为 


| 
T= Fm + w2r?), 
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即 


1 1 
T2 = 3m, Ti=0,，Tb= FM 7 ， 


雅 可 比 积 分 (20) 写成 
4 
1 .» 1 2 2 
H = mr 一 mw 7 = h = const. 


因为 系统 (在 转动 管内 的 小 球 ) 是 非 保守 的 , 认为 机 械 能 马 二 了 十 I 守恒 是 错误 的 . 


152. 惠 特 克 方 程 与 雅 可 比方 程 设 系统 的 运动 由 正则 方程 (12) 描述 , 如 有 果 险 
密 顿 函数 不 显 含 时 间 , 则 存在 广义 能 量 积分 


Hl(qi, g2，… ,qn, Pp1,p2,.** ,Pn) = h, (22) 


其 中 h 是 由 初始 条 件 确定 的 任意 常数 , h = H(g9, gq9,… ,qo9,p9,292,… ,p9). 在 2n 维 
空间 Ogq1, gq2,… ,qn,p1,p2,… ,pn 中 方程 (22) 给 出 一 个 曲面 , 我 们 来 研究 这 个 曲面 
对 应 的 运动 . 换 句 话说 , 我 们 来 研究 系统 在 固定 等 能 量 线 H(qi, gq2,:… ,qn, pi1, Pp2,*… ， 
pn) 二 hh 上 的 运动 . 

我 们 将 证 明 , 所 研究 的 系统 在 等 能 量 线 上 的 运动 可 以 用 2n - 2 阶 微分 方程 刻 
画 , 并 且 这 个 方程 组 可 以 写成 正则 方程 形式 . 假设 在 相 空 间 的 某 个 区 域内 满足 不 等 
式 8H/Op1 关 0, 那么 在 该 区 域内 等 式 (22) 对 于 pi 可 解 : 


D1 一 —K (gi, q2， “** ,dn, D2,."" , Pn, h). (23) 
将 方程 组 (12) 分 为 两 组 
dn _OH dm__9H 
dt Ap’ dd Og (29 
dgy _o0H dp;_ 09H 3 
dt 一 Op; dt 一 ‘Og; (7 一 2,3, ,Nn). (25) 
将 方程 (25) 逐个 除 以 方程 (24) 的 第 1 个 方程 得 
oH OH 
dq; _ Bp dp; _ og ,93... 26 
dqi 并 dg 3 (7 ? 9 ,Nn). ( ) 
将 等 式 (23) 确定 的 pi 代入 积分 (22) 左边 , 并 对 qj 微分 得 
0H OHOK : 
-一 一 一 一 2.3...，7). 27 
5 0 (7 = 2;,3，…… ,n) (27) 
天 似 地 有 OH BHOK 
— = 2,3,.… ,n). 28 
Dp; Bpi Bp, 0 (7=2,3,...,n) (28) 


中 这 个 空间 称 为 相 空间 . 
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背 助 等 式 (27) 和 (28) 对 方程 (26) 右边 做 变换 , 最 后 得 


4 di 

dai Op;’ dai Og; (J 2,3, ) )- (29) 

方程 (29) 描述 系统 在 矿 = h = const 时 的 运动 , 称 为 惠 特 克 方 程 . 将 公式 (23) 中 的 

晒 数 K 看 作 哈密 顿 也 数 , 将 坐标 qi 看 作 时 间 , 惠 特 克 方 程 具 有 正则 方程 的 形式 . 
积分 惠 特 克 方 程 (29) 给 出 


ad; = g;(qi, cl , C2n—2), py = p;(qi,h, c1,**: , C2n—2) (5 = 2,3,.…: ) 了 )， (30) 
其 中 c1,… ,c2n-_2 是 任意 常数 . 将 这 些 表达 式 代入 等 式 (23) 可 得 
D1 一 fi(qi,h, C1) ** , C2n—2). (31) 


等 式 (30) 和 (31) 给 出 了 运动 的 几何 性 质 : 它们 确定 在 相 空 间 中 (确切 地 说 , 在 相 空 
间 的 超 曲 面 矿 = h 上 ) 轨迹 的 方程 . 为 了 得 到 运动 与 时 间 的 关系 , 可 以 利用 (24) 的 
第 1 个 方程 . 将 (30) 和 (31) 代入 (24) 的 第 1 个 方程 可 得 


d 
一 gi1(q1, h, C1) , C2n 一 2)， 


由 此 可 得 ] 
t 一 / Ey 十 co2mn 一 1. (32) 

从 方程 (32) 解 出 qi 得 
dl 一 qi(t, h, C1) ** , C2n—1). (33) 
惠 特 克 方 程 (29) 具有 哈密 顿 方程 的 结构 , 也 可 以 写成 拉 格 天 日 类 型 的 方程 . 设 
et | OK 
Op; On! 


nN 


0. (34) 


j,L=2 
设 已 是 函数 K 对 变量 p， (; = 2,3,… ,n) 的 勒 让 德 变换 , 那么 


n 
P= P(g,.… , Qn, q2,** , Gn; q1, bh) 一 gp; —k,， (35) 
7=2 


人 


其 中 9% = dgj/dqi. 公式 (35) 中 的 p; 需要 从 (29) 的 前 n 一 1 个 方程 


OK 
/ 二 一 9 3 @ oe。 
gd; Op; (7 》 》 9 n) 
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利用 函数 P 可 将 方程 (29) 写成 下 面 等 价 形式 


d OP OP 
一 = 2,3,.…… ,n). 36 
qd Bg oY " (9) 


这 是 拉 格 度 日 类 型 的 方程 , 称 为 雅 可 比方 程 . 在 雅 可 比方 程 中 将 已 看 作 拉 格 朗 日 隐 
数 , 将 坐标 ql 看 作 时 间 , 就 如 同 在 惠 特 克 方 程 (29) 那样 . 
考虑 到 (7), (23) 以 及 qi = 1, 变换 表达 式 (35) 为 : 
P= pd tp = pg = 二 》 pi 和 = 二 (二 可) (37) 
j=2 i=1 全 i=1 -dl 
设 系统 是 保守 的 , 那么 工 =T-I， 五 =T+II 并 由 (37) 可 得 
2T 
P= 二 (38) 
在 保守 系统 中 
T= 3 D andide = O(n (39) 
i,k=1 
其 中 , 
G = 5 >》 Qikqiqk: 


i,k=1 
由 能 量 积分 了 十 工 = h 和 等 式 (39) 可 以 求 出 
. hI1ll 
dl 一 人 
再 由 (38) 和 (39) 最 终 解 出 保守 系统 情况 下 也 数 P 的 表达 式 : 
P=2V(h -IG. (40) 
例 1 我 们 来 求 描述 质量 为 m 的 质点 在 均匀 重力 场 中 运动 的 患 特 克 方程 与 鸦 
可 比方 程 . 设 固 定 坐 标 系 . Oxyz 的 Oz 轴 紧 直 向 上 , 那么 
T= (2 十 六 十 认 ， 开 = mgz， 
L= >m(2? 十 仿 十 22) 一 mgz， 
pz = mz, py=my, pz = mz, 
1 
H= (pz 十 py +pz)+mgz. 
假设 这 是 正 的 , 由 方程 态 二 hh 可 得 


Dz 一 —K, 
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其 中 
K=—V/2m(h— mgz)— p2 — p2. 
惠 特 克 方程 写成 为 
dgy_ Pb 
dz V2m(h— mgz) — py ~ pz 
dz _ pz 
dy 2m(h—mgz) -pp 
dpy 
dz 
dpz _ m2g 


dz \/2m(h — mgz)—p2 _p2 


因为 系统 是 保守 的 , 函数 P 可 以 用 公式 (40) 计算 , 于 是 有 
G= imlL+g2+z) 
P= V2m(h— mgz)(l 十 2W2 十 2z02). 


雅 可 比方 程 写成 为 

一 — /2 /2 
df 12-mgz oo | /2-mgz .x+29 lity + -0 
dz 1 十 2V2 十 2 dz 1 二 +y2 二 22 2 h—mgz 
83. 罗斯 方程 


153。 罗 斯 函数 ”为 了 描述 完整 系统 在 给 定时 刻 的 状态 , 罗斯 提出 了 拉 格 朗 日 和 
哈密 顿 组 合 变量 . 罗斯 变量 是 指 
qi, qi; (a, Da， t (i = 1,2,... ,k; Q 一 大 十 1 7)， 
其 中 天 是 小 于 的 任意 固定 数 . 假设 拉 格 朗 日 函数 对 变量 fj。 (a = +1 .由 的 
海 斯 式 不 等 于 零 


2 nN 
det | 0. (1) 
0da0de | p=k+1 
对 于 自然 系统 有 
927 | D27 || 
det 二 一 | 一 = det ||aae|l。。 1 ， (2) 
| 二 Qa,B=k+1 Oda O98 a,B=k+1 fF “pH 


因为 Ts 是 广义 速度 的 正定 二 次 型 , 我 们 利用 西 尔 维 斯 特 判 据 可 知 , (2) 的 最 后 一 个 
行列 式 不 等 于 零 . 因此 , 对 于 自然 系统 , 不 等 式 (1) 总 是 成 立 的 . 对 于 非 自然 系统 情 
况 , 这 个 不 等 式 是 第 147 小 节 中 条 件 (46) 对 函数 工 限制 的 补充 . 
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广义 冲 量 按 通常 方式 定义 
oL 
pa= go (k+l ,nm. (3) 
罗斯 函数 R(q1,:… ) dy dk+1, ) dn, G1， ) qk, Dk+1,* , Dn t) 是 指 果 数 L 对 变量 
dr+1,…… ,dn 的 勒 让 德 变换 , 即 


nN 
R= >》 Dada — L(gi, qa, di, Ga, t), (4) 
a=k 二 1 


其 中 da (a 一 kk 十 1 ) 1) 从 方程 (3) 中 解 出 ， 用 di) da, di, Pa,t 表示 . 
154. 罗斯 方程 ”罗斯 函数 的 全 微分 为 


k . n 
oR 0OR oR oR oR 
dR = 2 - (Ged 十 Bg) 十 2 (Bea 十 Pdpe 十 和 (5) 
男 一 方面 , 在 条 件 (3) 下 公式 (4) 右边 的 全 微分 为 
大 n 
OL oL ，. . oL OL 
Crt AC 


比较 等 式 (5) 和 (6) 的 右边 可 得 


8R 8L 8R 6L ,| 
Bn Bg Bh a 人) 
OR ar OR 
Bre Ba Bpe be (RD " 
aR 6L 
=- (9) 
对 我 们 所 研究 的 系统 , 有 拉 格 明日 方程 、 
dL 9L 
dah Bm" (i = 1,2,.…* ,n). (10) 
由 (7) 和 (10) 可 知 ， jap 2 
R OR ~», ,| 
: 下 区 一 了 一 0 (i = 1,2,... ,k), (11) 
而 公式 (3), (8) 和 (10) 给 出 
de _0R de_ OR / ... 
dt bp dt Oga (a = kt hm. (12) 


(11) 和 (12) 构成 了 罗斯 方程 , 它 由 上 个 具有 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 结构 的 二 阶 方 
程 (11) 和 2(n 一 ) 个 具有 哈密 顿 方程 结构 的 一 阶 方程 组 成 . 
罗斯 方程 在 研究 有 循环 坐标 ( 见 第 165 小 节 ) 的 系统 运动 时 有 广泛 的 应 用 . 
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84. 非 完整 系统 运动 方程 


155. 带 约束 乘 子 的 运动 方程 ” 设 系统 有 s 个 微分 约束 ,由 第 16 小 节 中 等 式 
(26) 给 出 : 


Dobos sm hy + bp (ane amd) =0 (CO = 1,2,::. ,s), (1) 
那么 在 动力 学 普遍 方程 ( 见 第 137 小 节 ) 


~/dor oT 
) (年 守 -给 -0) 0g; = 2) 


j=1 


中 的 6g; 不 是 任意 的 , 它们 满足 s 个 独立 的 关系 式 
2 bpi6g; =0 (B= 1,2,... ,s), (3) 


系统 自由 度 等 于 n=m-s. : 
为 了 得 到 运动 方程 我 们 利用 拉 格 朗 日 不 定 乘 子 法. 将 s 个 等 式 (3) 的 每 一 个 乘 
以 相应 的 不 定 标量 乘 子 Xe, 并 从 (2) 减 去 这 个 结果 , 得 


~ /dar or - 
2 区 a0- Qj 一 Dw 0g; = 0. (4) 


根据 等 式 (3) 的 独立 性 , 由 系数 bs; (6 = 1,2,… ,s; 了 = 1,2,… ,m) 构成 的 矩阵 
的 秩 等 于 s, 因此 该 矩阵 的 s 阶 子 式 中 至 少 有 1 个 不 等 于 零 . 为 了 确定 性 我 们 可 以 
认为 

det bg,nt tllB, r= 0, (5) 
那么 可 以 取 6q1, 5gq2,:… ,6qn 为 独立 的 , 而 iqnjn (k= 1,2,… ,s) 通过 公式 (3) 唯 
一 地 用 6q1, 6q2,… , 6gqn 表示 . . 

我 们 选择 Xe (6 = 1,2,… , s), 使 得 在 表达 式 (4) 中 6qn+1,… ,bgm 的 系数 等 
于 零 , 在 条 件 (5) 下 这 样 选取 是 可 能 的 , 而 且 是 唯一 的 . 在 这 种 Xe 选择 下 , 表达 式 
(4) 中 只 包含 独立 变 分 gg (= 1,2,… ,n), 并 且 其 系数 应 该 等 于 零 . 

于 是 我 们 得 到 下 面 m 个 方程 : 


dor oT 
dt 0g; Og; = @; 十 2 和 6067 (j= 1， , Mm) (6) 


它们 还 要 与 s 个 约束 方程 全 (1) 联 立 ， 那么 我 们 就 得 到 m++s 个 方程 来 确定 oj, Xe (i = 
1,2,… ,m; B= 1,2,… ,s). Mp 称 为 约束 乘 子 ， 而 方程 (6) 中 的 >j6_1 Xebej 称 为 
广义 约束 反方 
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例 1 作为 例子 我 们 来 研究 冰刀 在 水 平 冰 面 上 的 运动 ( 见 第 10 小 节 中 例 5 和 图 
10). 设 CO 是 冰刀 的 质心 , 冰刀 的 位 置 由 3 个 广义 坐标 z,yp 确定 , 这 些 广义 坐标 的 
含义 如 图 10, 不 可 积 约 束 方 程 为 


ttangp—y=0. (7) 


如 果 m 是 冰刀 质量 ,Je 是 冰刀 对 过 质心 的 竖 直 轴 的 惯性 给 , 则 动能 为 


1 1 
= Fm(2 十 久 ) 十 3Jc9 (8) 
方程 (6) 有 如 下 形式 
SH _ 二- Qz 十 入 tan 
dO Or 拨 
dor OT 
一 一 一 一 9 
der _ oT_o 
dtOp Op 


因为 没有 摩擦 , 而 冰刀 势能 为 常数 , 所 以 广义 力 Qz,Q@y,Qp 都 为 零 . 考虑 到 (8), 方 
程 (9) 可 以 写成 

mi=Atang, mij=—A, P=0. (10) 
设 在 初始 时 刻 冰刀 质心 位 于 坐标 原点 , 冰刀 活着 Ox 轴 , 即 t=0 时 有 x= 0,y = 
0,p = 0. 进一步 假设 在 初始 时 刻 冰 刀 质 心 速 度 等 于 vo， 而 冰刀 角速度 为 wo， 即 
二 V0,0 = w0. 由 约束 方程 (7) 可 知 , 当 上 =0 时 1 =0. 在 这 些 初始 条 件 下 , 方程 组 
(10) 的 第 3 个 方程 给 出 

Pp = wot, (11) 
即 冰刀 绕 紧 直 轴 等 速 转 动 . 
下 面 从 (10) 的 前 2 个 方程 消去 入 得 


工 十 tanwoty = 0. 


利用 约束 方程 (7) 消去 芒 那么 考虑 到 等 式 (11) 可 得 z 
的 方程 : 
人 十 wotan wotz = 0. (12) 


由 (7),(11) 和 (12) 以 及 初始 条 件 可 得 


r= sin wot, y = (1 一 cos wot). (13) 
WO wo 


由 此 可 知 , 冰刀 质心 以 速度 vo 绕 中 心 位 于 Oy 轴 上 半径 图 136 


为 vo/wo 的 圆周 等 速 转动 (图 136). 
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约束 乘 子 入 可 以 从 (13) 和 (10) 的 第 2 个 方程 求 出 : 
入 = —mwovo cos wot. (14) 
在 已 知 入 后 可 以 求 出 约束 反 力 RR. 该 约束 反 力 的 投影 Ro, R, 可 由 (10) 和 (11) 得 到 
Rs = Atanwot, R,=—A. 


将 (14) 代入 得 


Rz = —mwovo sinwot, Ry = mwovo Coswot. 
约束 反 力 的 大 小 为 常 值 mwovo, 其 方向 指向 冰刀 质心 运动 轨迹 的 圆心 . 


156. 沃 洛 涅 菊 方 程 方程 (1) 和 (6) 除了 函数 gqg; (人 = 1,2,… ,m) 以 外 还 包 
含 s 个 补充 的 未 知 数 一 一 约束 乘 子 Xe (6 = 1,2,:… ,5)， 方程 数 等 于 m 十 s = n 十 2s， 
即 比 系统 自由 度数 还 多 出 2 倍 的 不 可 积 约束 数 . 

方程 数目 多 以 及 乘 子 的 存在 使 对 系统 运动 的 研究 变 得 复杂 . 如 果 研 究 的 目的 只 
是 确定 运动 , 即 确定 gq;(t) (7 = 1,2,… ,m), 则 求 约束 反 力 所 需 的 As 的 计算 完全 是 
多 余 的 . 

对 于 含 约束 (1) 的 非 完整 系统 , 沃 洛 涅 获得 到 了 形式 上 接近 第 二 类 拉 格 朗 日 方 
程 的 方程 , 避免 了 上 述 缺 点 . 假设 系统 是 定常 的 , 我 们 来 介绍 这 些 方程 . 

对 于 定常 系统 , 约束 (1) 中 的 bg 等 于 零 , 而 系数 bg; 不 显 含 时 间 . 在 mm 个 广义 
速度 中 有 个 独立 , 设 为 广义 速度 1, Go,… ,dn, 那么 由 (1) 可 得 


dntk = 》 Opidi (k=1,2,.…,s=m—n), (15) 
i 二 1 


其 中 Qi 是 dl 4d2， ,dm 的 函数 . 
当 系 统 是 非 完 整 的 , 则 


Oak; 一 、 Da OO; ~ Da， 
A® = {om | Sy Ca ui ) [205+ 7 16 
册 ( Og; 2 Ogqn+tp 全 Od; 2 Oqn+n " (19) 


不 能 同时 恒 等 于 零 ©. 包含 乘 子 的 运动 方程 可 以 写成 


dp67T OT = 
二 二 i》 Ma (i = 1,2,.… ,n), 


d Or oT 
dt Odnik 一 0 = Qntk + 和 (k= 1,2,... ,5). 
如果 不 是 这 样 , 则 对 所 有 的 上 有 qn+k = (qi,92,… ,qm), 即 系统 不 是 非 完整 的 . 事实 上 , 条 件 
4 入 二 0 (5,j 二 1,2,… ,n; 二 1,2,… ,s) 是 考虑 到 等 式 (15) 后 写 出 的 dqn+k = 于 2 :akidqi 
完全 可 积 的 条 件 . 
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这 些 方程 应 该 与 约束 (15) 联 立 . 
用 6 表示 利用 约束 (15) 从 动能 表达 式 中 消去 ok (k= 1,2,… ,s) 后 的 函数 : 
T(qi, d2， dm， d1， d2， 四 ) dm,) t) 一 Ol(qi, 4d2,°*" ,dm,) d1， d2， , mn， t). 
根据 (15) 有 下 面 等 式 成 立 
殉 =- + om (bn 
于 是 有 
d06 doT dapi 
-i + 党 寺 元 
利用 方程 (17) 对 上 于 和 2 二 进行 代 换 , 包含 乘 子 的 项 相互 抵消 , 等 式 (18) 
写成 下 面 形式 
d 0 daks 
Lo B+ Qi 十 Doon ge -+ DonQnt + 2 Oe Boe (19) 
考虑 到 (15) 有 
86 oT 忆 07 [Oar 
0q 0Oq D Boih G5 到 | (=12 
由 (19) 得 
d06 06 oT OQk; . 
dtO% Og A Odntk | Ba 4 tt 2 0 
~ -OT OQ; dari : 
2 阳 Bak B Boa. 9 中 十 2 ouor + dt 六 kk (20) 
或 者 
d06 09 OQ 
df Ba, 一 Og; gq = Ci 十 2 (er 十 5 5 
daki 一 ‘Oak; 二 0aki 有 
+ 5 < Ba, + 之 5 oj | . (21) 


可 以 发 现 , 关系 式 (21) 的 方 括号 内 表达 式 恒 等 于 


n 
SAWG; (i = 1,2,.… ,n; k= 1,2,...,s), 


j=1 
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其 中 AM 由 等 式 (16) 确定 . 引入 冲 量 记号 


07 
Odn+k ' 


(k= 1,2,... ,s), (22) 


d 06 06 0 
元 Ba ~ ge 一 Qi 十 Dor 十 Ba. 了 


这 些 方程 称 为 活 洛 浊 英 方程 生 要 和 约束 广 窒 (15) 联 立 , 这 些 非 完整 系统 运动 微分 
方程 不 包含 约束 乘 子 , 方程 数目 等 于 n + s, 即 等 于 广义 坐标 数 . 


1 2 ) 9) 和 广义 力 1 QL 一 1,2,.…: ,Mm) 都 不 显 含 广义 坐标 dn+k (k 一 1 2 , 5)， 
那么 方程 (23) 写成 


d O08 06 (k) 
— Wi iwwn A; 
HD Fa, -Qi+ and t+ 2 5 (24) 
(i = 1,2,- ,1), 
其 中 3 3 
4 = TR (j=, ,Nn k=1,2,...,s). (25) 


?0g dog 


如 果 在 广义 力 8@， (1 = 1,2,… ,m) 和 冲 量  (k = 1,2,… ,s) 的 表达 式 中 利用 约 
束 方 程 (15) 消去 广义 速度 G4 (k = 1,2,… ,s), 则 得 到 可 以 独立 于 (15) 求解 的 
关于 qg;，(i = 1,2,… ,n) 的 方程 组 . 这 些 方 程 首先 由 恰 普 里 金 得 到 , 并 以 他 的 名 了 字 
命名 . 

如 果 广 义 力 有 势 旦 势能 不 显 含 广义 坐标 gnyk, 则 方程 (24) 写成 


< 2 29 - 一 人 (k) a。 
dt Od; Ogq; + Be + D0 -位 4 中- 4 1,2, , n). (26) 
例 1 ( 圆 盘 在 固定 水 平面 上 滚动 ) 设 均 质 圆 盘 沿 着 固定 水 平面 作 无 滑动 滚动 ， 


尺 圆 盘 边 缘 上 一 个 点 与 地 面 接触 . 固定 坐标 系 OXYZ2 的 原点 位 于 支撑 平面 上 某 点 
O, O02 轴 竖 直 向 上 (图 137). 设 GXYZ 是 平 动 坐 标 系 , 坐标 轴 分 别 与 OXYZ 的 轴 
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平行 . 坐标 系 Gzyz 与 圆 盘 固 连 , 其 Gz 轴 稚 直 于 圆 盘 平面 . 广义 坐标 取 欧 拉 角 和 质 
心 G 在 支撑 平面 上 投影 Q@ 在 坐标 系 OXYZ 的 两 个 坐标 z,Vy. 由 图 137 可 知 ， 

z = psinb, (27) 


其 中 p 是 圆 盘 半径 . 
圆 盘 的 动能 和 势能 为 


1 
T= 本 (全 十 六 十 22) 十 3(Ap + Bag+oCr), I= mogpsinb, 


其 中 m 是 圆 盘 质量 , g 是 重力 加 速度 , p,q,7 
是 圆 盘 角速度 w 在 圆 盘 惯性 主轴 Gz, Gy， 
Gz 上 的 投影 ，4, B,C 是 圆 盘 对 轴 GY, GY， 
Gz 的 惯性 托 , 并 且 


N 
~---------->> 


1 1 
A=B= -mp’ C= -mp 
TO ， mp ) 


而 p,gq,7r 由 欧 拉 运动 学 方程 给 出 


2 = wi sin 0 sin op + 0 cos w, 


q = wsinOcosw— 0siny, (28) J E 
r= Wcos0+ 9. 图 137 
根据 (27) 有 
Zz = 00 cos 0， (29) 
于 是 动能 表达 式 写 成 


T= sm(z? 十 妇 ) 十 smp*(1 十 4cos20)02 
tamp’ sin? gw%2 十 np (W cos0 + p)?. (30) 
约束 方程 可 由 无 滑动 条 件 得 到 . 如 果 没 有 滑动 , 则 圆 盘 上 与 支撑 面 接触 点 的 速度 vp 
等 于 零 , 即 
vc 十 wxGD=0， (31) 
其 中 vG 是 圆 盘 质心 速度 , GD 是 万 点 相对 G 的 向 径 . 
在 图 137 中 直线 DE 是 在 DD 点 圆 盘 的 切线 ,平行 于 节 线 GN. 直线 DG 垂直 于 
DE, 位 于 GZ 和 Gz 确定 的 平面 内 , 与 Gy 轴 形 成 p 角 . 在 坐标 系 OXYZ 中 
VG .一 (2 Zz), 
GD' = p(cosbsinW 一 cosbcosWW, 一 sin0)， (32) 
Ww 一 (6 cosy 十 psin wy sin 0, 0 siny 一 peoswy sinO,y + 2 cos0). 
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根据 (29), 向 量 式 (31) 的 第 3 个 分 量 恒 等 于 零 , 令 其 它 2 个 分 量 为 零 给 出 约束 方程 
如 下 
j= pl0siny sin0 — (cosb 十 0)cos 荔 |， 


y=—p[lOcosy sin0 + (Vecos0 + 2) siny]. 
因为 ILT 和 约束 方程 都 不 含 广 义 誉 标 2,y, 故 圆 盘 运 动 方程 可 以 写成 恰 普 里 金 方程 
的 形式 
为 了 方便 , 我 们 引入 记号 


(33) 


dl = 0 q2 = 9,93 = Y,q4 = 7,q5 一 2/， 


那么 利用 第 156 小 节 、 第 157 小 节 的 记号 有 


Q11 = p sin q1 Sin 93， Q12 = 一 D COs 93， 
Q13 = —pCosqicosg3, as21 = 一 DSin gl cosgs, 
Q22 = —p sin qs, Q23 = 一 0cos q1 Sin 43. 


由 此 和 (25) 可 得 
A = —AYY = p sin g3, A 一 一 4 人 = 一 DCcos q3， 


其 余 的 4 (i,j = 1,2,3; 大 = 1,2) 都 恒 等 于 零 . 
广义 冲 量 01,02 的 表达 式 为 


01 = 7 全 一 mp(singlsin q3d1 一 cos q3g2 一 cos q1 cos q303)， 


02 = my = 一 mp(sin qi cos qg3dl 十 sin q3G2 + cos q1 sin gads). 


如 果 我 们 用 原来 的 记号 , 则 恰 普 里 金 方程 写成 
d66 98 


于 大” 本 = —mgp Cos 0， 
所 元 一 元 = mp? sin O00, (34) 
生 一 元 = —mp? sin 000. 
这 里 日 是 利用 约束 方程 (33) 将 动能 (30) 消去 Z,y 后 的 表达 式 
© = mp202 十 smp? sin? 0w? 十 2mp?(y cos0 + pp). (35) 


将 函数 日 代入 (34) 可 得 运动 方程 


. . . 4 
0 十 singcosbw2 十 = sin Op 十 55 cos4 一 0， 
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d ，， ,、 2 ，，，)， 
于 (人 cos0 + 2)= 3 sin 00y, (36) 
d . 。 1 。 2 。 2 。 和 
ET (Wecos0+9)cos0+ 6 si 0y| = 一 了 sin 0002. 
如 果 将 这 个 方程 组 积分 ， 则 圆 盘 质心 的 运动 可 以 利用 关系 式 (27) 和 积分 


(33) 求 出 . 
方程 (36) 有 特 解 9 = 00 = const, 这 时 有 
0 = w1 = const, w= wa = const, (37) 
而 角 00 满足 下 面 由 (36) 的 第 1 个 方程 推出 的 关系 式 


4 
sin Oo cos Gow3 十 5 sin Oowlwe2 十 5 cos0o = 0. (38) 


如 果 Oo 一 T/2， 则 这 个 关系 式 变 为 WI1Ww2 二 0. 由 此 可 知 ， 存在 下 面 的 圆 盘 运动 : 


bo = T/ 2， wl = 0, w2 天 0， (39) 
to = T/ 2， WI1 天 0， w2 三 0, (40) 
00 一 T/2， LU1 一 0， La2 二 0, (41) 


在 运动 (39) 中 国 盘 以 任意 常 角 速度 wa 绕 自 己 的 直径 转动 , 该 直径 固定 且 竖 直 . 
在 运动 (40) 中 国 盘 沿 着 直线 滚动 , 圆 盘面 坚 直 , 质心 以 任意 常 速度 |wip| 运动 . 在 运 
动 (41) 中 国 盘 在 竖 直 面 内 静止 不 动 . 
一 般 情况 下 00 关 T/2, wl,wa, bo 满足 关系 式 (38), 该 关系 式 确 定 了 两 参数 圆 盘 
运动 徐 . 对 于 这 些 运 动 , 由 约束 (33) 可 得 
wa2 COS 00 十 w1 wo COS 00 十 wi 


TAP Ssiny, y=P+tp cosy, 


其 中 a,[B 是 积分 常数 , 由 初始 条 件 确定 , 而 四 二 wat 十 Wo. 由 此 和 (27) 可 知 , 圆 盘 质 
心 沿 圆周 运动 , 该 圆周 位 于 竖 直 平 面 内 , 圆心 位 于 (a, ,psin 00), 半径 为 


R=,p wa COS Oo + wi 


W2 


由 此 和 图 137 可 知 , 在 运动 过 程 中 切 点 DD 在 支撑 平面 上 画 出 中 心 为 (a, [人 ) 半径 为 
plwi/w2| 的 圆 . 
在 最 一 般 的 情况 下 , 圆 盘 运动 的 解析 研究 归结 为 积分 一 个 二 阶 线性 微分 方程 . 为 
了 证 明 这 一 点 , 我 们 做 变换 录 cosb6 十 癌 =7 并 在 0 尖 0 的 时 间 段 内 研究 该 问题 . 我 们 
将 (36) 的 第 2 和 第 3 个 方程 变 为 对 自 变量 9 的 方程 
dr 2 


pg) d 1 20 2， | 
0 = 3sinoy, $B ("eso+i 9 | = 3 SinO(r W% cos0). (42) 
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从 这 些 方程 中 消去 由 可 得 微分 方程 


d27 dr 4 
go2 + cot03 — 37 = 0， 
如 果 令 u = cos20, 则 该 方程 变 为 
d27 dr 1 
u(l 一 Dr. 3 十 (1 — 3U) 二 -了 二 0. 


这 个 二 阶 线性 微分 方程 是 微分 方程 理论 中 证 明 的 高 斯 超 几 何方 程 , 该 方程 的 积 
分 给 出 > 关于 角 9 的 函数 . 由 方程 组 (42) 的 第 一 个 方程 和 等 式 由 cos9 十 二 7 可 以 
确定 由 和 几 关 于 9 的 函数 . 这 样 , 求 欧 拉 角 的 问题 归结 为 求 0 关于 时 间 的 函数 , 因 
为 w(t) 和 p(t) 在 已 知 函 数 9(t) 时 可 以 直接 积分 求 出 . 

0(t) 也 可 以 直接 积分 得 到 , 事实 上 , 方程 (34) 有 第 一 积分 

O+I=h= const. (43) 

这 个 结论 可 以 根据 下 面 方法 得 出 : 将 方程 (34) 看 作 是 在 陀螺 力 Qs = mp? sin 90y， 
Quy = 一 mp? sin90p 和 有 势力 Qe = -mgpcosb 作用 下 的 定常 系统 的 运动 , 并 有 全 有 势 
力 的 势能 不 显 含 时 间 . 

将 ,力作 为 角 0 的 函数 代入 等 式 (43) 并 解 得 0 关于 0 的 函数 ,由 此 可 通过 一 
次 积分 将 t 用 0 表示 , 再 反 解 得 到 9 = 0(t). 

158. 阿 佩 尔 方程 ” 阿 佩 尔 提出 了 不 包含 约束 乘 子 的 运动 方程 , 既 适 用 于 完整 系 


统 , 也 适用 于 有 不 可 积 约束 (1) 的 非 完整 系统 . 我 们 将 这 些 方程 用 伪 坐 标 ( 见 第 17 小 
节 ) 表示 , 设 伪 坐 标 元 按照 第 17 小 节 中 公式 (29) 定义 : 


m 
ni 一 >》 cij(gl q2 , dm, t) 9; (1 一 1] ,2 ) 1). (44) 
7 二 1 


为 了 得 到 阿 佩 尔 方程 , 我 们 将 动力 学 普遍 方程 
N 
>》 (机 一 mvtv) 6ry=0 (45) 


v=1 


用 伪 坐 标 表示 . 代入 
. 6rv = ) Qo 


其 中 Q; 为 相应 于 关于 坐标 9 的 广义 力 ， 六 第 17 小 节 的 公式 (32) 将 6q; 用 bm 表 
示 , 可 得 主动 力 元 功 


N m n n 
564A=> PB,.6r = 》 Q;) din = In, (46) 
v=1 j=1 i=1 i=1 
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其 中 
Il; = Il;(q1, q2;,*… ) dm, Mis: , fn, t) = 》 ,dijQ; (i = 1,2,.…. ) 1). (47) 
7=1 
IL 称 为 对 应 于 伪 坐 标 ri (i 二 1,2,… ,n) 的 广义 力 . 
为 了 将 惯性 力 的 元 功用 伪 坐 标 表示 , 利用 第 17 小 节 的 等 式 (35), 可 得 下 面 表达 
式 . 


N Nn ， 
》、 》、 OWwy 
-一 Ty Wy “ 07 一 一 Ty Wy M Oi Os (48) 


如 果 引 入 函数 5 为 » 
S = = 》 mavt02， (49) 


则 等 式 (48) 可 以 写成 
N -OS 
-Dm . bry = -2 a (50) 


函数 S 称 为 加 速度 能 ， 一 般 情 况 下 它 是 dQ1) dm， up 四 , Nn, 1, 四 , Tn,t 的 图 数 . 
由 等 式 (46) 和 (50) 可 知 , 伪 坐 标 形式 的 动力 学 普遍 方程 为 


05 上 
~ — ll; |o0ormi =0. (51) 
3 医 
因为 x; 可 以 任意 取 值 , 故 由 此 可 得 
守 = JI (i=1, 2, .… ,n). (52) 


这 些 方程 称 为 阿 佩 尔 方程 , 它们 需要 与 s 个 约束 方程 (1)、 伪 速 度 关 系 式 (44) 联 立 . 
类 似 于 在 第 140 小 节 中 证 明 拉 格 朗 日 方程 对 于 加 速度 &% 的 可 解 性 , 可 以 证 明 阿 
佩 尔 方程 对 于 伪 加 速度 元 (i = 1;2,… ,n) 是 可 解 的 . 此 外 方程 (1) 和 (44) 按照 伪 速 
度 的 选择 对 于 6; 是 可 解 的 ( 见 第 17 小 节 的 (30)), 于 是 得 到 m+n 个 对 于 任意 未 知 孙 
数 qi ,gq2,… ,qm, 让,… ,Nn 可 解 的 方程 如果 给 定 初 始 值 q9, gq9,…… ,go,, 9 ,70， 
则 在 力学 上 不 是 很 苛刻 的 力 的 条 件 下 , 系统 的 运动 可 以 唯一 确定 . 根据 q9, q9,:… ,q0， 
各 ,…… ,7， 由 第 17 小 节 的 (30) 以 及 约束 方程 (1) 可 以 确定 广义 速度 的 初始 值 
9,… ,G0,, 而 由 q9, 9 和 约束 方程 可 以 确定 系统 各 质点 在 笛 卡 儿 坐标 系 中 的 初始 
位 置 和 初始 速度 . 由 此 可 知 , 如 果 给 定 系统 各 质点 的 位 置 和 速度 , 而 不 与 有 限 约束 和 
微分 约束 矛盾 , 则 系统 的 运动 可 以 唯一 确定 . 
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如 果 元 就 取 & (i = 1,2,… ,n), 则 相应 的 广义 力 IT; 等 于 由 第 63 小 节 中 (13) 
确定 的 Q4， 在 这 种 情况 下 加 速度 能 是 9 92 ;4m 0 dr 人 加 的 函数 , 阿 
佩 尔 方程 a 


和 约束 方程 (1) 构成 确定 非 完 整 系统 运动 的 方程 组 , 方程 数 等 于 n + s = m, 即 像 活 
洛 涅 茨 方程 情况 一 样 等 于 广义 坐标 数 . 如 果 系 统 是 完整 的 , 则 m = n， 8 = Qi 方 
程 (53) 只 是 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 的 男 一 种 形式 . 

为 了 得 到 阿 佩 尔 方程 , 需要 按 公 式 (49) 计算 加 速度 能 . 这 是 很 繁琐 的 过 程 , 因此 
计算 阿 佩 尔 方程 比 沃 洛 涅 茨 方程 和 恰 普 里 金 方程 更 困难 , 在 这 两 类 方程 中 不 需要 计 
算 5 而 需要 计算 动能 了 . 

作为 例子 , 我 们 利用 阿 佩 尔 方程 证 明 对 于 系统 平衡 虚 位 移 原理 条 件 的 充分 性 (第 
62 小 节 ) . 

设 第 62 小 节 的 条 件 (3) 和 (4) 成 立 , 当 上 = 加 时 有 mm = ，w=0 (v= 
1, 2,… , 入), 我 们 来 证 明 , 在 时 间 段 togt<ti 内 系统 处 于 平衡 状态 , 即 在 该 时 间 段 内 
yy 一 7v0 (v=1,2,..……,N). 

由 (44),(46) 和 第 62 小 节 的 条 件 (4) 可 知 , 当 mw 三 rzvo 时 , 对 于 togt<ti 有 
IT;(q10, q20;`… ,gmo 0,… ,0,t) 三 0 (这 里 q10, qz0,… ,qmo 是 相应 于 平衡 位 置 的 广义 
坐标 ). 男 一 方面 ， 


Ow 。 
蜗 - 志 wm 称 62 


当 mw，= ryo 时 也 等 于 零 , 这 是 因为 w,, = 0, 于 是 阿 佩 尔 方程 有 相应 于 平衡 位 置 
ry 一 rz0 =12…,N) 的 特 解 o = gqjo (7 = 1,2,…,m). 

虚 位 移 原理 条 件 的 充分 性 现在 可 以 由 牛顿 - 拉 普 拉 斯 运动 确定 性 原理 ( 见 
第 45 小 节 ) 得 出 ， 这 是 因为 根据 这 个 力学 中 采用 的 原理 ， 系统 的 运动 由 其 初始 位 
置 和 初始 速度 唯一 确定 . 


159. 加 速度 能 的 计算 . 科 尼 希 定理 的 类 比 ” 设 wo 是 系统 质心 的 绝对 加 速度 
w, 是 系统 的 质点 已 的 绝对 加 速度 , 而 wwx 是 该 质点 相对 质心 的 加 速度 , 那么 对 于 
系统 的 所 有 质点 有 


Wy = WO 十 Wyr. (54) 
为 计算 加 速度 能 » z 
1 
| S = 5 Dm (55) 
将 (54) 代入 公式 (55) 得 


1/~ 二 1 一 
-3 (> m 2 me 12 
2 一 1 v=1 


2 一 | 
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由 于 5 mu 一 M , 而 Dw myWvur = Mwor = 0, 所 以 由 (56) 可 得 


N 
1 1 
S = 3 Mwé 十 DM. (57) 


即 系统 加 速度 能 等 于 位 于 质心 的 质量 等 于 系统 质量 的 质点 的 加 速度 能 与 系统 相对 质 
心 运动 的 加 速度 能 之 和 
这 个 结论 类 似 于 关于 动能 的 科 尼 希 定理 ( 见 第 83 小 节 ). 


160. 定点 运动 刚体 的 加 速度 能 设 Ozyz 是 与 刚体 固 连 的 坐标 系 , 坐标 原点 位 
于 刚体 的 固定 点 O, Oz,Oy, Oz 是 刚体 对 O 点 的 惯性 主轴 , 刚体 的 质点 mv 的 位 置 
由 其 向 径 mw 确定 , 7/ = (zw yz). 设 w 是 刚体 角速度 , w' = (p,g,7), 而 e 是 刚体 
角 加 速度 , 因为 w 的 绝对 导数 等 于 其 相对 导数 , 故 


<e = (D 4,7). (58) 
根据 第 24 小 节 , 质点 mj 的 加 速度 由 下 面 公式 确定 
Wy =EXTy+wWX (Ww Xr), 


或 者 


Wy = € XT +w(W my) — ryw’, (59) 
由 此 可 得 加 速度 w, 在 Ox, Ovy, Oz 轴 上 投影 的 表达 式 
wvz = —Zv (+7 ) +y (gp —7) + 2 (pr + dd), 
wy = —yv(7? +p) +Z(rg—D) +zv(gp+) (60) 
wuz = —Zy(p? + q) + rv(pr —d) +y(ra+t+D. 


如 果 我 们 将 刚体 分 为 个 质点 , 则 加 速度 能 表达 式 为 


AN 
1 2 2 2 
S= 5 >》 mv(w2。 + wyy + Ws)- 


2 一 1 


代入 表达 式 (60) 并 考虑 到 Oz, Oy, Oz 是 惯性 主轴 , 因而 有 


N 
J ry 一 ,mvzv yy = 0, 


2 一 1 


N 
Jzrz = > My Ty zy 一 0， 
vv 二 1 
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N 
Jyz = D> ,mvyvzy = 0. 
2 一 1 


如 果 去 掉 5 中 对 于 阿 佩 尔 方程 来 说 不 存在 的 不 依赖 于 pz, gr 的 部 分 , 则 得 
vy 
?= 3 (> ma] (7? + 2gpri + 9 — 2prd) 


N 
1 
+3 (> ma (P? + 2rgp + 7 — 2gp7) 


2 一 1 
1 N 
+5 [> mz? | (G+ 2prG +p — 2rgp). 
2 v=1 


或 者 

S = (Ap? + Beg+O7r)+(C—B)arp+(A—C)rpg+(B — A)pgr, (61) 

其 中 4, B,C 是 刚体 对 Ox, Oy, Oz 轴 的 惯性 矩 
例 1 (利用 阿 佩 尔 方程 推导 欧 拉动 力学 方程 ) 设 Mz, My, Mz 是 外 力 对 O 点 的 
主 矩 Mo 在 Oz,Oy,Oz 轴 上 的 投影 , 伪 坐 标 取 交 = p,Nio = 9g,iirs 二 7, 外 力 的 元 功 为 

6h = Mo:.wdt= Mzpdt + Myqdt + Mzrdt = Mz + Mybn2 十 Mz57s3， 

所 以 相应 于 伪 坐 标 询 的 广义 力 IT 计算 公式 为 

IT = M;, Ia = M,, Is = M;. (62) 


考虑 到 表达 式 (61) 和 (62), 由 方程 (52) 直接 得 到 欧 拉动 力学 方程 . 

例 2 ( 球 在 平面 上 滚动 ) 设 均 质 球 沿 着 固定 水 平面 无 滑动 滚动 , 固定 坐标 系 
OXYZ 原点 位 于 固定 平面 上 某 点 O, OZ 轴 紧 直 向 上 . 设 wx,wy,wz 是 球 角 速度 
在 OX,OY, O02 轴 上 的 投影 , p,q,7 是 球 角 速度 在 以 球 心 为 原点 而 与 球 固 连 的 坐标 系 
Gz, Gy, Gz 轴 上 的 投影 . 

设 zt z 是 球 心 在 OXYZ 的 坐标 , z = a, 其 中 a 是 球 半 径 . 由 无 滑动 条 件 ( 球 
上 与 平面 接触 点 DD 的 速度 等 于 零 ) 可 得 关系 式 

j= wyaQ， 1 = 一 wxXa. (63) 
球 相 对 任意 直径 的 惯性 矩 等 于 2ma?/5, 其 中 m 是 球 的 质量 . 由 (57) 和 (61) 得 加 速 
度 能 表达 式 | | 
S= 本 (这 十 访 ) 十 2O (Pp 十 经 十 他 ). (64) 
引入 伪 速 度 


Rl 一 WX,， 2 一 WY,， T3 一 W2)， (65) 
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由 (63) 得 


t = aito, i = —Qal. (66) 
设 e 是 球 的 角 加 速度 , 那么 注意 到 
地 十 他 十 六 二 2 二 WC 十 0 十 0 二 广 十 裕 十 和 3， 
并 利用 (66), 由 (64) 可 得 加 速度 能 的 最 终 表达 式 
S = ma? [7( 元 ? 十 12) 十 272]. 


因为 广义 力 Hi (i = 1,2,3) 等 于 零 , 故 由 阿 佩 尔 方程 0S/6i; = 0 (i = 1,2,3) 
可 知 入 二 0 (i 二 1,2,3) 或 者 wx = const,wy = const,wz 二 const. 于 是 由 阿 佩 尔 方 
程 可知 , 在 运动 过 程 中 角速度 不 变 , 这 个 结论 在 第 113 小 节 中 用 其 它 方法 得 到 过 . 


第 十 一 
动力 学 方程 的 积分 


81. 雅 可 比 乘 子 


161. 方程 组 的 乘 子 . 乘 子 的 微分 方程 ”本 章 将 得 到 动力 学 方程 积分 的 某 些 一 
般 性 结论 . 首先 介绍 后 面 需要 用 到 的 微分 方程 理论 的 辅助 知识 . 
设 给 定 微分 方程 组 


dz1 dzo2 dzx 


Ee 
其 中 X;” (i = 1,2,… ,kk) 是 变量 zx1, zx2,… ,zx 的 给 定 晴 数 . 
如 果 当 zx1,z2,… ,zk 满足 方程 组 (1) 时 , 图 数 f(z1, x2,… ,zk) 是 常数 , 则 称 f 
为 方程 组 (1) 的 第 一 积分 . 如 果 f(z1,7z2,… ,zx) 是 第 一 积分 , 则 沿 着 (1) 的 解 曲 线 
的 微分 df 恒 等 于 零 , 即 沿 着 (1) 的 解 曲线 有 


O O 
df = dn 十 mt 十 … 十 Bd = 一 0. 


这 就 是 说 , 函数 f(z1, 7z2,… ,zk) 是 第 一 积分 的 充分 必要 条 件 是 


引入 记号 X(f) 是 为 了 书写 上 简捷 . 显然 , 如 果 户 , f2,… ,有 (Lg<k = 1) 是 第 一 积 
分 , 则 任意 函数 已 ( 广 , 户 …… , 玉 ) 都 是 方程 组 (1) 的 第 一 积分 . 如 果 已 知 ! 个 独立 的 
第 一 积分 


户 =cl， 户 =c， 矿 =c (ec; = const; 了 =12 0) (3) 
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则 它们 可 以 用 来 使 方程 组 (1) 降 阶 ! 次 . 事实 上 , 如 果 及, fo,… ,是 独立 的 , 则 下 
面 矩 阵 的 秩 等 于 / 


ofi of ... Of 
OX1 Or2 OrTk 
op op ... ap 
OTL Or2 OXk (4) 
of op ... 07 
OX1 O72 Oxk 


不 失 一 般 性 ， 假设 和 矩阵 (4) 的 前 ! 列 构成 的 ! 阶 主子 式 不 等 于 零 , 即 函 数 户 , 户 …. 
fl 对 变量 zl z2,… ,21 的 雅 可 比 行列 式 


efi 2 ... 2 

OX1 Drz2 zl 
9( 记 有. 下 则 | 钼 总 … 守 0 加 
0O(zl, 7Z2， ,ZI) i 

of 8fi... 9f 

Or!1 Ox2 Or 


在 这 个 不 等 式 满足 时 , 关系 式 (3) 对 于 z1,7z2,… ,zl 可 解 , 可 以 用 变量 x141,… ,zx 
和 常数 cl cz,…… ,cl 表示 . 代 人 函数 X41,… ,Xk 并 将 结果 用 入 首 1 入 大 表示 ， 
其 中 从 7 (7 一 /十 1 …， ,k) 是 Tl+1,°*"*" ,Tk 和 C1,C2,°°* ,0 的 函数 ， 方程 组 (1) 变 为 


dz1+1 ~ dzx 


* 一 
| Xk 


它 比方 程 组 (1) 低 1 阶 . 方程 组 (1) 只 能 有 一 1 个 独立 的 第 一 积分 , 如 果 它 们 都 是 
已 知 的 , 则 


fi=c, f2=c, 1, fr-i= ck-1 (6) 
给 出 微分 方程 组 (1) 的 一 般 积分 , 任何 其 它 积分 f 都 是 独立 的 第 一 积分 fi, f2,…， 
反 -1 的 函数 . 为 了 证 明 这 个 结论 ， 需要 验证 函数 f,f1,… ,fk-1 对 变量 zx1, 92,… ,Tk 
的 雅 可 比 行列 式 等 于 堆 : 
9(f, fi,.. , fr-1) 


O(T1, T2,* , Tk ) 一 (7) 
事实 上 ， 如 果 万 ,jp , fk— 1 都 是 第 一 积分 ， 则 
of of of _ 
X(f)= 13 + Kar2 十 “十 六 rare 一 
多 ofi 0 六 _ 
X(f1) = zr + XB tt Xa 0 
Ofk— Ofk— Ofk— 
X(fr-1) = XI KK + =0 


这 个 关于 X1,… ,Xk 的 齐 次 线性 方程 应 该 有 非 平 凡 解 , 于 是 等 式 (7) 成 立 , 这 就 
是 所 要 证 明 的 . 
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将 等 式 (7) 左边 的 雅 可 比 行列 式 按 其 第 一 列 元 素 分 解 为 
of of of 


Al 一 一 十 人 2 一 一 十 .… 十 Ax 一 一 二 
157 1 2Br2 + + “DZ 


其 中 Ai (i = 12… ,k) 是 雅 可 比 行列 式 第 一 列 第 i 个 元 素 的 代数 余子 式 . 

条 件 (8) 表明 f 是 户 , 及,… ,和 _1 的 函数 . 如 果 f 是 第 一 积分 , 则 条 件 (8) 成 
立 , 而 如 果 条 件 (8) 成 立 , 则 f 是 及, fo,… , -1 的 函数 , 是 第 一 积分 , 所 以 条 件 (8) 
为 f 是 第 一 积分 的 充分 必要 条 件 (已 知 第 一 积分 及, f2,… , -1); 也 就 是 说 条 件 (2) 
和 (8) 是 等 价 的 , 所 以 在 等 式 (2) 和 (8) 中 导数 9f/0z; (i = 1,2,… ,kk) 的 相应 系 
数 成 比例 , 即 存在 困 数 M (zx1, zz … ,zk) 使 得 


Ai = MX; (i=1,2,...,k). (9) 


函数 M 称 为 雅 可 比 乘 子 或 者 简称 方程 组 (1) 的 乘 子 . 
等 式 (9) 中 包含 积分 所, f2,… ,大 然而 ,我 们 也 可 以 得 到 不 含 i, fo,…， 
摊 -1 的 关于 M 的 微分 方程 . 我 们 将 证 明 M 满足 下 面 的 线性 偏 微分 方程 
OMX1) , OMX?) +4... O(MXk) 


Ox1 OTo + Oxx =0. (10) 


事实 上 , 如 果 利 用 (9) 用 Ai 代替 (10) 中 的 MXi, 则 在 (10) 中 的 微分 后 可 知 , 等 式 
(10) 左边 是 一 个 和 , 其 每 一 项 都 是 形 如 02f,/(9zi0z;)(i 关 7 的 二 阶 导数 与 一 2 个 一 
阶 导数 的 乘积 , 所 以 要 证 明 (10), 只 需 验 证 (10) 左边 不 包含 任何 二 阶 导 数 . 比如 我 们 
来 看 导数 82f1/(8z1072), 它 包 含 在 2 个 被 加 项 中 . 在 第 1 个 被 加 项 中 , 62f1/(9z10zx2) 
的 系数 是 Al 中 89f1/6zs 的 系数 , 即行 列 式 
oO(fo, f3,.…* , fr-1) 
O(z3, T4,..* ,Tk) 
而 在 第 2 个 被 加 项 中 , 82 有/(9z107z2) 的 系数 是 A。 中 8f1/0z1 的 系数 , 即 符号 相反 
的 行列 式 (11), 其 它 被 加 项 也 是 这 样 . 
方程 (10) 的 解 称 为 乘 子 , 可 以 证 明 , 2 个 乘 子 的 商 是 方程 组 (1) 的 第 一 积分 . 
事实 上 , 设 M1 和 M。 是 乘 子 , 即 方程 (10) 的 解 , 那么 有 下 面 等 式 


0， (8) 


k 
BX; OMIN 
2 (ma 5 二 和 ) = 0， (12) 
OX OM 
> (二 十 从 ; Br, ) = 0, (13) 


将 (12) 乘 以 -Ma2, 将 (13) 乘 以 Mi, 然后 相 加 得 


k k O 
EE 
i 二 1 2 
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可 见 , M2/Mi 确实 是 第 一 积分 . 反之 亦 然 : 任何 乘 子 与 方程 组 (1) 的 第 一 积分 之 积 
还 是 乘 子 , 这 个 结论 不 难 直接 验证 . 
为 了 进一步 对 动力 学 方程 应 用 乘 子 理论 , 我 们 可 以 发 现 , 由 (10) 可 得 , 如 果 


i 二 1 


则 M = 1 是 乘 子 . 


162. 乘 子 的 不 变性 . 雅 可 比 最 后 乘 子 ”我 们 对 方程 组 (1) 做 变量 替换 ,引信 
Yy1,Yy2,°** ,Yk 代替 T1, LT2,°** ,Tk,), 变换 公式 为 


Ti = Ti(Y1, Yy2,* , Yk) (i = 1,2,.…. ,Kk). (14) 
假设 雅 可 比 行列 式 
O(71, 72, , Tk) (15) 
OQ(y1, 2V2，… , Yk) 


不 为 零 , 那么 变换 (14) 是 可 逆 的 . 为 了 得 到 变换 后 的 方程 组 , 引入 辅助 变量 上 使 得 
dzi /Xi 的 每 个 都 等 于 dt, 那么 方程 组 (1) 可 以 写成 


(orz , Tk) (i= 1,2,... ,k). (16) 


将 y (i= 1,2,.… ,k) 的 每 一 个 都 看 作 t 的 复合 函数 : yi(z1(t), 32(t),… ,Zk()), 于 
是 有 


k 
Oyi dzj Ovy:; 
= X; = X(Y;). 
-> 7 Or; dt pe Or; 7” (yi) 


将 y1,y2,… ,yx 的 函数 x 用 记号 六 表示 ， 那么 方程 组 (1) 用 新 变量 表示 为 


dy dy2、 _ dyk 
于 = 污 =…= 季 (17) 
可 以 发 现 , 表达 式 X(f) 在 下 面 意义 下 是 不 变 的 
k 
XN = DY =Y0) (18) 
j=1 “7 


事实 上 ， 


x0) =X Dx ( 守 六 器 ] 
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等 式 (18) 表明 , 将 原 方程 组 (1) 的 第 一 积分 用 新 变量 写 出 后 就 是 变换 后 方程 组 (17) 
的 第 一 积分 . 

设 户 , 户 …… , fx-_1 是 方程 组 (1) 的 独立 的 第 一 积分 , 而 f 是 任意 函数 ,Mo 是 满 
足下 面 恒等式 的 乘 子 @: 


MoX(f) = oO(fi, f2,*…: , fk—1) (19) 


O(z1, 了 2) , Tk) | 
在 这 个 恒等式 两 边 乘 以 行列 式 (15) 得 


O(Z1, Z2， ” , Tk ) 
O(y1, y2， “? , Yk) 


利用 X(f) 的 不 变性 和 函数 行列 式 的 乘法 法 则 @, 则 上 面 等 式 写 成 : 


oO(fi, f2,.… , fk—1) 
O(y1, Ya Yk) 


B(f, fi ,fr_1) alct Ta): :+ ,Tk) 


X(f)= 
(f) O(z1, T2,:** ,Tk) DO ,Yk) 


OUZ1, 72, ” , Tk) 


0 O(y1, y2, | , Yk) YN) 


由 此 可 知 , 函数 


Orzl， 灾 2) , ZK) 
O(y1, 2 ,Yk) 
是 变换 后 方程 组 (17) 的 乘 子 . 设 M 是 任意 乘 子 , 即 偏 微分 方程 (10) 的 解 , 而 Mo 是 
恒等式 (19) 中 的 乘 子 , 根据 第 161 小 节 有 


M* = Mo (20) 


M = MoF, 


其 中 已 是 方程 组 (1) 的 第 一 积分 (也 是 (17) 的 第 一 积分 ). 在 这 个 等 式 两 边 乘 以 行 
列 式 (15) 并 利用 公式 (20) 得 


O(z1, T2, + , Tk) 一 MA O(z1, T2,* , Tk) 
一 -一 AM 一 一 一 
O(y1, y2,* … , Vk) O(y1, y2,*… , Yk) 


我 们 已 经 证 明了 M¢ 是 对 于 变量 yi ,yo,… ,yx 的 乘 子 , 又 因为 F 是 第 一 积分 ， 
根据 第 161 小 节 函 数 M3F 也 是 乘 子 . 

于 是 我 们 证 明了 乘 子 不 变性 定理 : 如 果 M 是 对 于 变量 zl ,zz …… ,Zk 的 乘 子 , 则 它 
与 雅 可 比 行列 式 的 乘积 是 对 于 变量 Wi， 212)…… , 詹 的 乘 子 . 

乘 子 不 变性 是 乘 子 理论 实际 应 用 的 基础 . 假设 已 知 方程 组 (1) 的 一 2 个 第 一 
积分 


F= MiF, (21) 


fi= 6ci (¢; = const; j=1,2,..…,k— 2), 
即 为 了 得 到 一 般 积 分 还 少 1 个 第 一 积分 . 


中 利 用 等 式 (2),(7)-(9) 给 出 的 方程 组 (1) 的 乘 子 定义 . 
@ 人 参见 : Typca 9. Kypc mareMaTHYeCKOrO aHaNn3a. T. 1, 9. 1，M.; JI.: TTTH, 1933. 
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按 下 面 公 式 引入 新 变量 Y1, 2 ,Yk 


Yi=71, Y=72, y= fi, ,Yk = fr-2, 
那么 当 这 3 时 有 = X(w) = 0, 且 方 程 组 (1) 用 新 变量 写成 
dy _ dy _ dys _ .dye 
Er (22) 
即 变 为 一 个 方程 
Y2dyi — Yidy2 = 0, (23) 
而 2V3， ,Yk 看 作 常 数 . 
如 果 已 知 对 于 变量 zi, zo。,… ,zk 的 乘 子 M, 则 根据 乘 子 不 变性 定理 , 也 数 
OUZ1T2… ,Tk) 
“二 O(y1,Yy2,*** ,Yk) (29 
是 对 于 变量 yi, yo,… ,yx 的 乘 子 , 即 满足 方程 
DMI) 
2 Oy = 
考虑 到 i>3 时 X= 0, 上 面 方程 写成 
OU 六) 十 OA 22) 一 0. (25) 


Oy1 Oy2 


这 个 等 式 表 明 , 函数 M* 是 方程 (23) 的 欧 拉 可 积 乘 子 , 即 表 达 式 M*(Y2dyi 一 Ydy2) 
是 全 微分 , 于 是 , 缺少 的 1 个 第 一 积分 可 以 写成 


JrGsdo — Yidy2) = const. 


肾 数 _M*' 称 为 最 后 来 子 , 或 者 雅 可 比 最 后 乘 子 . 

因此 , 如 果 已 知 方程 组 (1) 的 某 个 乘 子 , 则 该 方程 组 的 积分 需要 寻找 一 2 个 独 
立 的 第 一 积分 . 得 到 最 后 1 个 缺少 的 积分 后 可 以 使 方程 组 完全 可 积 . 

例 1 ( 非 均 匀 球 在 平面 上 滚动 上) 我们 来 研究 球 在 国定 水 平面 上 的 运动 ， 球 是 
非 均匀 的 , 其 质心 与 几何 中 心 重合 , 运动 是 无 消 动 的 滚动 . 

Gryz 是 主轴 坐标 系 , a 是 球 半径 ，A, B,C 是 球 对 Gx,Gy,Gz 轴 的 惯性 答 ,mm 
是 球 的 质量 ， 如果 wv/ = (vz,Vy,Vs) 是 球 质心 速度 ,，w 二 (p,q,7) 是 球 的 角速度 ， 
m' = (741,",7Y3) 是 竖 直 向 土 的 单位 向 量 , 则 无 滑动 条 件 ( 球 上 与 水 平面 接触 点 万 的 
速度 为 零 ) 写成 

v=awxn. (26) 


多 参见 : Hanmnnrnn C. A. Co6p. coy. T. 1, M.; JI.: Tocrexu3naT, 1948. 一 C. 76-101. 


球 的 运动 方程 写成 阿 佩 尔 方程 的 形式 ,加 速度 能 的 计算 公式 ( 见 第 : 159 小节、 第 160 
小 节 ) 为 


1 1 
9 = Fm 十 本 (47 + Bg+C7)+(C— Barp+(A—C)rpg+ (B— A)pgr, (27) 


其 中 w' = (Wwz,2Wwy,Wwz) 是 球 质心 的 加 速度 . 由 (26) 得 


WwW=alw xXnti+w XR+w x (w xn) 


ws = alGYs 一 fo + qs — TY + pwn — Mw 
wy = aliyi 一 Da + rh — ps 十 gun 一 ?2w93]， (28) 
wz = alpy2 — GY1 + pz — qi + rwn — Ya3w7], 
其 中 wh = pyi 十 gyo 十 TY3 是 向 量 w 在 竖 直 方向 的 投影 . 
取 p,g,r 为 伪 速 度 刘 1, 齐 2, 刘 3, 并 注意 到 相应 的 广义 力 IT1, TI2, TIs 都 等 于 零 , 由 阿 
佩 尔 方程 得 
410 + (hs — 42)gr = ma (Pi 十 的 2 十 03)， 
Azd + (41 — As)rp = ma?yo (PY1 十 的 2 十 ?3)， (29) 
As? + (A2 — Ai)pg = ma’ya(pYy1 + Gy2 + "773), 
其 中 41 一 4 十 ma?, A,» = B+ ma’, As 二 0 二 maz. 
方程 (29) 与 泊 松 方程 ( 见 第 114 小 节 ) 
N=7ryp -gy Y=-rh, =qn -py (30) 


构成 了 描述 球 相 对 质心 运动 的 封闭 方程 组 . 解 出 该 方程 组 后 , 则 可 以 由 (26) 积分 后 
得 质心 运动 轨迹 . 下 面 将 证 明 , 方程 组 (29), (30) 完全 可 积 . 
方程 组 (29), (30) 有 能 量 积分 


> (Aip’ 十 420” 十 4a3r”) 一 > mar? = h = const. (31) 
第 一 积分 还 有 球 对 其 与 平面 接触 点 万 的 动量 和 给 的 大 小 
(Aip 一 ma2ywn) + (A2g 一 ma2y2wn)’ + {Asr 一 ma ywn) = const (32) 


及 其 在 竖 直 方向 的 投影 


AipDYi 十 42q72 十 437r7a 一 Mma? wn = const. (33) 


[163j §1.， 雅 可 比 乘 子 * 227 . 


此 外 , 显然 存在 几何 积分 

N+ 人 +=1. (34) 
积分 (31) 由 动能 定理 得 到 ( 见 第 88 小 节 , (31) 左边 是 球 的 动 革 Wy 由 于 作用 在 球 上 的 
外 力 的 功 为 零 ， 因此 动能 为 常数 ); 积分 (32) 和 (33) 由 动量 和 定理 的 一 般 形 式 得 到 
( 见 第 87 小 节 中 (7)). 事实 上 , 外 力 (重力 和 平面 约束 力 ) 对 球 与 平面 接触 点 的 矩 竺 
于 零 , 又 因为 “ 画 出 ” 球 在 平面 上 的 轨迹 的 “几何 点 ”的 速度 显然 等 于 球 质心 的 速度 , 故 
根据 动量 矩 定 理 可 知 , 在 运动 中 球 对 接触 点 的 动量 托 KD 保持 不 变 , 利用 第 81 小 节 
中 公式 (4) 容易 得 到 


KD = (41p 一 ma27iwn A2q — ma? yown, 4sr — Mma? Yswn). 


由 此 可 得 积分 (32) 和 (33). 上 述 积分 的 存在 性 也 可 以 直接 验证 : 基于 方程 (29) 和 
(30), 方程 (31)-(33) 对 时 间 的 全 导数 为 恒等式 . 

上 述 4 个 积分 足以 将 方程 组 (29), (30) 完全 积分 , 为 此 需要 找到 雅 可 比 乘 子 M. 
从 (29) 解 出 


» 


, 1 . 
p= 二 [42 — As)gr + 419)], 
1 


,= 


4= 二 [4s — Ai)rp + yy), (35) 
2 


. 1 
7 二 [4a 一 42)pq + Ys9), 
3 F 


其 中 1 1/4 -4 4 4 4 — A» 
_1/A2— As 3— Al 1 一 A2 
0 一 ( 气 拉 7147 十 A YY27D 十 As napg ) ) (36) 
1 全 3 
一 ma (至 TA As/ (37) 
乘 子 满足 方程 


0， 09, 8,,、 8, 、 D 8 
BD tMD+t MD +a MI + EM) + FM) 一 0 
其 中 7D， qd,T, 7Y1, 7Y2,73 为 方程 (35) 和 (30) 的 右边 . 考虑 到 (30), 夹子 方程 变 为 

M+M (器 + 沉 + 京 ) -0 (38) 
将 (35) 右边 代入 上 面 公式 的 括号 内 并 进行 必要 的 微分 , 方程 (38) 可 以 写成 


. 一 一 am 7 一 一 
FM+M rT’Y2 a3 + 2 + gayY1 D2 -0. 
41 42 As 


考虑 到 (30) 和 (37) 最 终 得 到 


21+M— Mf=0. 
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积分 这 个 方程 给 出 乘 子 表达 式 : M = cv (ce 是 任意 常数 )， 由 和 雅 可 比 最 后 乘 子 理论 
可 知 , 微分 方程 组 (29) 和 (30) 完全 可 积 . 

练习 题 1 斌 为 了 得 到 第 105 小 节 中 方程 (32) 和 (35) 的 一 般 积 分 , 除了 
3 个 积分 (36),`(37) 镍 和 (38) 以 外 只 需 再 找到 1 个 第 一 积分 . 


163. 冬 子 理论 在 正则 方程 中 的 应 用 ” 设 质点 系 的 运动 由 下 面 哈密 顿 正则 方程 


描述 dg 8 d aH 
di _ Pi ,1D... 
dt YY Op; 》 dt 0d; @ 1， 2, 》 n). (39) 
这 个 方程 组 可 以 写成 对 称 形式 
dgqi dqn dp1 dpn dt 
四 ”性 -一 - 
由 于 


之 (名) 本 + (名 )+ 巡 (- 蚂 )+.…+ 妃 (- 笃 )+ 强 -0 
Ogq1: \ Op1 Ogqn \Opn Op1 Ogqi -Opn Ogqn, ot : 
所 以 正则 方程 存在 乘 子 M = 1 ( 见 第 161 小 节 最 后 一 段 ). 

因为 (39) 的 乘 子 已 知 , 故 得 到 其 一 般 积 分 只 需 2n - 1 个 第 一 积分 , 建立 第 2m 
个 第 一 积分 就 可 以 使 问题 完全 求解 . 

我 们 将 发 现 , 还 有 一 个 简化 正则 方程 求解 的 可 能 . 设 哈 密 顿 陋 数 万 不 显 含 时 间 ， 
那么 在 (40) 中 去 掉 最 后 一 个 包含 dt 的 项 可 得 2n - 1 个 方程 , 仍然 有 乘 子 M = 1 
所 以 为 了 得 到 一 般 积 分 只 需 2n 一 2 个 第 一 积分 .又 由 于 这 种 情况 下 系统 是 广义 保 
守 的 , 故 有 1 个 第 一 积分 我 们 早已 知道 . 这 就 是 广义 能 量 积分 互 = h = const ( 见 第 
151 小 节 ), 所 以 得 到 一 般 积分 还 需要 2n - 3 个 第 一 积分 . 例如 , 如 果 n = 2 则 除了 
能 量 积分 了 H = h 只 需 再 找 一 个 第 一 积分 . 

例 1 (限制 性 三 体 问 题 ( 见 第 124 小 节 )) 设 小 质量 的 质点 书 在 2 个 有 限 质 量 
质点 5S 和 J 的 引力 作用 下 运动 , PP 对 其 它 2 个 点 的 运动 没有 影响 . 假设 点 J 相对 5 
活着 圆 轨 道 运动 , 而 PP 在 这 个 轨道 平面 内 运动 ( 即 平面 限制 性 三 体 问 题 ). 

取 测 量 单位 使 得 S 和 J 的 质量 之 和 、 它 们 之 间 
的 不 变 距离 、 它 们 的 转动 周期 都 等 于 1. 设 m 是 P 
”点 质量 ,而 1 一 有 入 分 别 是 5 和 J 的 质量 
我 们 研究 已 点 在 旋转 坐标 系 Oxy 中 的 运动 , 该 
坐标 系 原 点 位 于 3 和 J 的 质心 ,Ox 轴 指 向 J (图 
138). 用 xz,y 表示 书 点 的 坐标 , 根据 速度 合成 定理 
(第 31 小 节 ) 可 得 已 点 绝对 速度 投影 如 下 : 


vz 一 人 一 1/ Vy 一 2 十 2. 


[164] $2. 含 循环 坐标 的 系统 . 229 . 


P 点 的 动能 为 


1 
T=3m(v +w) = B+N+T, (41) 

其 中 | | 
1» 一 5m( 十 y), 71 = m(zy 和 Ly), To 一 5 十 y): (42) 

PP 点 的 势能 为 
工 一 人 FH 2 2 2 _ /~ 2 2 
I=-m— -me ri= (+) + r= (21+p) + (43) 
1 2 


已 点 的 运动 方程 可 以 写成 哈密 顿 正则 方程 的 形式 . 哈密 顿 函数 不 显 禽 时 间 , 所 以 存 
在 广义 能 量 积 分 一 一 雅 可 比 积分 : 


T» — To + I =h= const. (44) 


因为 自由 度 n= 2, 得 到 一 般 积 分 还 需 1 个 第 一 积分 . 


$2. 含 循环 坐标 的 系统 


164. 循环 坐标 ”运动 微分 方程 得 以 简化 的 一 个 重要 的 源 果 是 循环 坐标 . 我 们 研 
究 完 整 系统 在 有 势力 场 中 的 运动 . 设 系统 有 n 个 自由 度 , 而 q1,q2,… ,qn .是 广义 坐 
标 . 如 果 go 不 包含 在 拉 格 天 日 也 数 中 , 即 9L/8g。 = 0, 则 称 为 循环 坐标 . 叫 

定理 设 go 是 循环 坐标 , 则 其 相应 的 广义 冲 量 是 第 一 积分 : pa = ca = const, 这 
时 其 它 广义 坐标 随时 间 的 变化 就 如 同 n 一 1 个 自由 度 的 系统 , 而 ca 看 作 参 数 . 


证 明 哈密 顿 形式 的 系统 运动 方程 为 


dai OH dps 0 万 , 
一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 1 2 “”””》 9 ] 
dt Opi dt OQq; (; 7 n) ( ) 


其 中 H = Hl(qi,:… ) da 一 1) dat+l)*** ,dn, Pl1,°** ,Pa-—l,Pa,Patl, , Dn t). 如 果 在 (1) 
中 i=a 则 8H/6gqa = 0， dpa/dt =0, 所 以 pa = ca = const. 在 (1) 中 代入 pa = ca 
得 到 2n 一 2 阶 方程 组 

dai OH dp; 2 万 


df Bp dt Bq; (= 2 ,nm i 0), (2) 


其 中 H= H(qi,*…: ) da—1, dat+l)*** ,dn, D1 °° ,Pa—l, Ca, Patl,* , pn, t) 
积分 方程 (2) 给 出 


qi = qi(t, cay C1,*** ,C2n—2), Di = Dilt, Ca, C1,*** ,C2n—2)) (3) 


@ 由 第 148 小 节 和 第 153 小 节 可 知 , 8L/8ga = -8H/6qa = -9R/6qa, 所 以 如 果 qo 是 循环 坐标 ， 
则 它 也 不 出 现在 哈密 顿 庆 数 和 罗斯 函数 中 , 反之 依然 . 
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其 中 c1,… , con-2 是 任意 常数 . 循环 坐标 ge 对 时 间 的 依赖 性 由 (1) 中 的 一 个 方程 


确定 
dqw _ OH 


Do) (4) 
dt OPa 
其 中 右边 部 分 利用 孙 数 (3) 的 代入 ， 用 t 和 2n—1l1 个 常数 Ca Cly'** ,Con—2 表示 . 积 
分 方程 (4) 给 出 


da 一 Bd 十 C， 
其 中 ec 是 第 2n 个 常数 . 
类 似 地 , 如 果 不 是 1 个 而 是 1 个 广义 坐标 是 循环 坐标 , 则 有 ! 个 广义 冲 量 是 第 一 
积分 , 微分 方程 组 (1) 可 以 降 21 阶 . 口 
165. 利用 罗斯 方程 降 阶 设 g (a = 十 1,… ,n) 是 循环 坐标 , 那么 有 m 一 大 
个 第 一 积分 
-27 _ 一 =k+1,.…,n) (5) 
Pa = ga — Ca = const (a 一 玉 十 1 ,n). 
设 拉 格 朗 日 函数 对 变量 du 的 海 斯 式 不 等 于 零 : 
927 | 
| 7 ®) 
罗斯 函数 (第 153 小 节 ) 为 , 
R= 》 cada—L, (7) 
C 一 大 十 1 


其 中 du 利用 方程 (5) 由 gi, Gi, ca,t (i=1,2,.…,k; a=k+l1,.…,n) 表示 . 由 罗 
斯 函数 不 包含 循环 坐标 相应 的 广义 速度 


R= R(gqi,diycot) (i=1,2,.,k; Qa=k+1,..…,n). (8) 


所 以 罗斯 方程 的 一 部 分 。 
doR 0O0R 
dt Od Og 

描述 非 循环 坐标 随时 间 的 变化 , 可 以 独立 于 方程 组 的 其 它 部 分 积分 . 方程 组 的 其 它 

部 分 


=0 (i=1,2,...,k) (9) 


dgqa _ OR dpa 


全 = 元， 和 =0 (a=k+1,...,n) (10) 
相应 于 循环 坐标 . 
积分 2k 阶 微分 方程 组 (9) 给 出 
gi = qi(t, ca, C1, C1,**: , Ck, Ck ) (i = 1,2,.…. ,k), (11) 


在 条 件 (6) 满足 时 方程 (5) 对 于 da 可 解 . 
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其 中 cc 《= 1,2,… ,k) 是 任意 常数 . 然后 由 (10) 的 前 n -大 个 方程 得 到 循环 坐 
标 依赖 时 间 的 关系 


t= /和 dt 的 (a 一 到 十 1 … ,n), (12) 


其 中 在 函数 9R/6c。 中 gi; 要 用 其 表达 式 (11) 代替 . 

在 第 164 小 节 和 本 小 节 中 给 出 的 运动 微分 方程 组 降 阶 过 程 , 是 在 积分 运动 方程 
时 最 有 效 和 实践 中 最 重要 的 方法 . 由 问题 的 任何 对 称 性 都 可 以 给 出 广义 坐标 的 选择 ， 
使 得 某 些 广义 坐标 qu 是 循环 坐标 , 导致 存在 第 一 积分 pa = const, 正 像 我 们 已 经 看 
到 的 , 这 将 研究 运动 归结 为 研究 少 于 广义 坐标 数 的 系统 的 运动 . 对 于 2 个 自由 度 的 
广义 保守 系统 , 存在 1 个 循环 坐标 使 运动 微分 方程 完全 可 积 (第 164 小 节 ). 

例 1 (球面 摆 的 运动 ) 球面 摆 ( 见 第 138 小 节 的 例 1) 有 2 个 自由 度 , 如 果 广 义 
坐标 取 为 0 和 (图 134), 则 动能 和 势能 为 


T= sml? (0? + sin? 672),， II = mgl cosb. 
因为 拉 格 朗 日 函数 
L=T-I1= sml? (0 + sin? 92) — mgl cosb 
不 包含 p, 故 这 个 广义 坐标 是 循环 坐标 , 其 相应 的 第 一 积分 为 


Do = 和 -= = ml? sin202 = ml*woa, (13) 


其 中 a 是 任意 无 量 纲 常数 , 记号 wo = V37i 是 为 了 方便 引入 的 . 
因为 由 (13) 可 得 ， 


, Wo 
= — 14 
p= ho™ (14) 
所 以 对 于 罗斯 函数 
R=pop—L 
有 如 下 表达 式 网 
1 : 1 ml’wia 
R= -m0 +3 a + mgl cosb. (15) 
方程 
doR oR_ 
dt80 00 | 
相应 于 一 个 自由 度 系 统 , 其 动能 和 势能 分 别 为 
T* = 工 7n1262， II = mglcos0+ ~ 2 1 ee 
2 sin20 


这 个 系统 称 为 导出 系统 , 函数 IT* 是 导出 势能 或 者 罗斯 势能 . 
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导出 系统 有 能 量 积分 


1 2 2 2 1 
ml woo _ 1 228, (16) 


1 . 
二 710120” 1 cosb 十 二 
了 7 十 mgtl CoSL 十 7 om20 


其 中 8 是 无 量 纲 常数 . 
引入 记号 u = cosb， 那么 序 二 一 sin90, 由 (16) 可 得 : 


部 = G(u), (17) 

其 中 G(w) 是 三 次 多 项 式 
cd = (1 一)(8 — 2u)—o, “(18) 
也 可 以 写成 i 
G(W = 2(u — wi) (wu — ua)(u — ua), (19) 


其 中 U1, U2, U3 是 方程 G(u) = 0 的 根 . 
我 们 发 现 , G(+oo) = +oo, G(-oo) = 一 00, G( 土 1) 


人 二 一 2 < 0 (如 果 a 了 关 0). 因为 G(w) 是 连续 函数 , 故 
至 少 有 1 个 根 不 小 于 1, 例如 vs. 在 区 间 -1<w 和 十 1 

-1 ! ,，， 应 该 存在 二 使 函数 G(w) 为 正 或 者 等 于 零 ,否则 等 式 
eu 号 (17) 不 可 能 对 实数 4 成立 由 于 球面 摆 的 运动 在 物理 


上 是 存在 的 , wu 应 该 是 实数 . 由 此 可 知 , 函数 G(w) 在 
区 间 -1<&u< 十 1 有 2 个 实 根 w1,u2 和 1 个 根 ua>1. 
图 139 浮 数 G(u) 曲线 如 图 139 所 示 . 
因为 对 于 实际 运动 有 G(w)>0, 故我 们 感 兴趣 的 wu 的 变化 区 间 为 ui<u<uo, 这 
相应 于 摆 在 实际 运动 中 9 角 的 变换 区 间 0,<0<01. 
我 们 来 研究 相应 于 不 同 常数 a, 人 的 运动 . 可 以 发 现 , 由 G(w)>0 和 wu1<u<u2 可 
知 , 6 不 能 完全 自由 , 而 应 该 满足 不 等 式 6> 一 2. 如 果 B = 一 2, 则 常数 a 只 能 等 于 
零 ,相应 于 摆 的 竖 直 平衡 位 置 (w= 二 1 即 9 = 7). 
函数 G(w) 有 极 大 值 点 


uw = 56- VBP+1), (20) 
并 且 
Glus) = f(8) — 02, 
其 中 


f(8) = lp? + 12)? + 368 — B3. (21) 
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对 于 实际 运动 必须 满足 G(us)>0, 即 


<o*<f(8). 
0 f(6) (22) NW 
在 图 140 中 满足 不 等 式 (22) 的 参数 a,B 位 于 平面 上 非 


阴影 区 域 或 其 边界 上 . 该 区 域 的 上 边界 由 方程 a? = /DO) 一 2 pb 
给 出 , 它 与 08 轴 交 于 点 (-2,0), 当 8 _， oo 时 有 渐 近 线 WN 5 
a? = pb. 

为 了 对 摆 的 运动 分 类 , 我 们 研究 下 面 3 种 可 能 情况 : 

1) a = 0. 由 (14) 可 知 , 在 p = go = const 情况 下 , 问题 变 为 在 平面 p = po 内 
的 单 摆 运动 . 这 个 问题 在 第 93 小 节 - 第 96 小 节 中 已 经 详细 讨论 过 . 

2) 0 < a2 < f(B), 这 种 情况 下 角 0 在 区 间 09。<0<01 内 变化 . 在 以 悬挂 点 为 中 心 
半径 为 1 的 球面 上 ,9 = 01 和 4 二 0, 地 出 两 个 圆 , 分 别 位 于 平面 z = z1 =1cosb 和 
Zz 二 Z2 二 lcos02 内 .质点 在 平面 z= 二 zI 和 z= 二 zo 之 间 运 动 , 交替 地 与 两 个 平面 相 切 
(图 141). 

这 时 点 的 中 间 位 置 总 是 位 于 过 悬挂 点 O 的 水 平面 下 (图 134), 即 w1 二 uz < 0. 
为 了 证 明 这 一 点 , 令 (19) 的 一 阶 系数 等 于 零 , 得 


图 140 


2(u1u2 十 WL1U3 十 273 ) 一 一 2， 
由 此 得 
1 十 U1U2 
v3 一 一 一 一 一 . 
Ul 十 U2 


因为 us > 0, luiu2| < 1, 则 立即 得 到 wi 十 u2 <0. 

由 方程 (14) 可 见 , 角 p 或 者 单调 增加 (如 果 a > 0), 或 者 单调 减少 (如 果 a < 0). 
图 142 务 出 了 相应 于 图 141 的 质点 运动 的 轨迹 在 平面 Ozy 上 的 投影 , 这 时 平面 z = 
2 和 z = z2 都 位 于 悬挂 点 下 面 ( 取 a > 0). 这 个 投影 交替 地 与 半径 为 pl = lsin01 
和 pa = 1sinb。 的 圆 相 切 , 就 像 沿 着 半 长 轴 绕 水 平 轴 向 运动 方向 转动 的 椭圆 运动 


141 图 142 


为 了 积分 方程 (17), 我 们 做 变量 替换 
VU= Vit (U2 一 Vi) sin2 v. (23) 


再 由 (17) 和 (19) 得 新 变量 的 微分 方程 


0” = FB (us — ui1)(1 — k? sin? v), (24) 
其 中 
k? = W201 (0<k*<1). 
V3 — U1 
如 果 二 ul 时 刻 取 为 初始 时 刻 , 则 由 (24) 可 得 
" dw 
T 一 一 一 = FPF(v,k), 25. 
1 — k? sin? w Wd (25) 


其 中 FF(v,k) 是 第 一 类 椭圆 积分 ( 见 第 95 小 节 ), 而 
T= wo ot. 


u = Ul 十 (u2 一 ui)sn27. (26) 


因为 椭圆 函数 sn7 的 周期 为 4K(k), 其 中 K(k) 是 第 二 类 全 椭圆 积 分 , 故 sn27 的 周 
期 小 2 倍 , 所 以 对 于 了 = 2nK(k) 有 w=w, 对 于 T= (2n 十 1)K(k) 有 w= ws(n = 
1,2,…). 于 是 角 09 在 91 和 0 之 间 周 期 振动 , 其 振动 周期 为 
_ _2V2K(k) 
X 二 7 二 人 (27) 
当 角 9 作为 时 间 的 函数 求 出 后 , 由 (14) 通过 一 次 积分 可 以 求 出 p(t). 

3) a2 = f(B). 在 这 种 情况 下 多 项 式 G(w) 的 根 wi,u2 相同 , 且 wl = v2 = vy， 
问题 变 为 圆锥 摆 ， 和 角 0 在 运动 中 是 常数 , 9 = 0。 = arccosu。 > T/2， 质点 活着 平 
面 z 二 Zz 二 lcos0。 < 0 内 半径 为 lsin0; 的 圆周 运动 , 它 在 圆周 上 转动 的 时 间 为 
2xV 一 g/zx. 连接 质点 的 杆 画 出 以 Oz 为 对 称 轴 的 圆锥 . 


那么 由 (23) 可 知 ， 


83. 泊 松 括号 与 第 一 积分 
166. 泊 松 括号 设 w 和 w 是 qi,… ,gn,pPi1,… ,pn;t 的 二 次 连续 可 微 函 数 , 表 


达 式 
/Ou Ov Ou Ov 
(9) = 2 (器 api api 沁 ) 站 


i 二 1 
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称 为 函数 v 和 w 的 泊 松 括号 . 

下 面 介绍 泊 松 括号 的 基本 性 质 . 设 w,wv,w 是 q1,… ,qn,p1,… ,Pn;t 的 二 次 连续 
可 微 函 数 , 那么 

(1) (4,v) = —(v, %), 

(2) (cu,v) = c(u,v) (c= const), 

(3) (w+ v,w) = (uw) 十 (v,w), 

(4) 新 (ww?) = ( 狗 ,?) + (w, 儿 )， 

(5) ((w, 2),w) + ((vV,w), 4) + ((w, vu),v) = 0. 
前 4 个 性 质 可 以 直接 利用 泊 松 括号 定义 (1) 得 到 , 第 5 个 性 质 称 为 泊 松 恒等式 , 其 
证 明 尽 管 不 复杂 , 但 是 并 不 轻松 . 为 了 减少 计算 量 , 我 们 可 以 利用 下 面 事实 : 恒等式 
(5) 左边 的 每 个 被 加 项 都 是 二 阶 偏 导数 与 2 个 一 阶 偏 导数 的 乘积 , 所 以 为 了 证 明 该 
恒等式 左边 等 于 零 , 只 需 证 明 它 不 包含 任何 一 个 二 阶 导数 , 例如 函数 ww 的 二 阶 导数 
(因为 w,w,w 在 恒等式 (5) 中 对 称 出 现 ). 

盟 数 ， 的 二 阶 导数 可 能 出 现在 恒等式 (5) 的 第 1 个 和 第 3 个 被 加 项 中 , 根据 性 
质 1 和 2 可 以 将 它们 写成 . 


((u， v), w) 十 ((w, Uw), JU) 一 (w, (v, u)) (v, (w, 1)). 
现在 不 难 直 接 计算 验证 , 这 个 等 式 左边 部 分 不 包含 函数 v 的 任何 二 阶 导数 . 
167. 雅 可 比 - 泊 松 定理 。 设 变量 gi,p; 满足 哈密 顿 方程 


dgs_8H dm 06H /, ,| 
dt Op;’ dt Og; (i = 1,2, , 1). (2) 
函数 f(gqi;, pi,t) 是 第 一 积分 的 充分 必要 条 件 是 它 沿 着 方程 (2) 的 解 曲线 对 时 间 的 全 
导数 恒 等 于 零 : df/dt = 0. 我 们 将 这 个 条 件 用 泊 松 括号 表示 . 沿 着 方程 (2) 的 解 曲 
线 有 


Yf - af 一 Of dg Of dpi of of 9 万 3 
-人 + (2 县 dt "gp 于 ) = 名 + (Mo - 0pi Oqi / 


利用 泊 松 括号 记号 (1), f 是 第 一 积分 的 充分 必 要 条 件 为 


1+,H) = (3) 


于 是 有 下 面 的 著名 定理 :. 
定理 ( 雅 可 比 - 泊 松 定理 ) 如 果 有 和 所 是 (2) 的 第 一 积分 , 则 它们 的 泊 松 括号 
( 户 , 户 ) 也 是 第 一 积分 
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证 明 设 有 和 fo 是 第 一 积分 , 那么 根据 (3) 有 


“+, H) -0, “+ (fo,H)=0 (4) 


需要 证 明 的 是 ， 
Uh Of fa) (Ff),H) = (5) 


我 们 对 该 公式 左边 作 变 换 . 恨 据 治 松 括号 的 性 质 4 有 


2 和 -( 蚊 站 + 用) 


如 果 将 导数 9 所 /8t 和 9j2/8t 用 (4) 作 替 换 ; 然后 利用 泊 松 括号 的 性 质 1 和 2, 得 


fa) (fH), fo) (fi (fo, HD)) = ((H, fi), fo) + (fa, H), fi). 


代入 等 式 (5) 左边 得 
((H, f1), f2) 十 ((f2, H), fi) + ((fi1, f2), H). 


根据 泊 松 括号 的 性 质 5 上 式 恒 等 于 零 , 雅 可 比 - 泊 松 定理 得 证 . 口 

例 1 (质点 在 给 定 中 心 引 力 下 的 运动 ) 设 Oq1q9293 是 固定 定 备 卡 儿 坐 标 系 ， 加 
II(r) 是 引力 势能 , 其 中 r2 = ?十 2 十 G3. 如 果 质 点 的 质量 取 为 1, 则 哈密 顿 澡 数 
为 


1 
H= 3(p + pz 十 p3) 十 II(r). 


fi = gq2p3 — qap2, f2 = qa3p1 一 01D3. 
容易 验证 , ( 户 , 吾 ) = 0 和 (fz, 及) = 0, 即 户 和 户 是 第 一 积分 , 它们 分 别 是 质点 对 
中 心 O 的 动量 矩 (因为 力 场 有 势 , 这 个 动量 给 是 定常 的 ) 在 Og! 和 Og 轴 上 的 投影 . 
根据 雅 可 比 - 泊 松 定理 ,函数 (及, f2) 也 是 第 一 积分 


~ /Of Of _ 90fi 9f2 
(fi, f2) = 2 (如 过 Bp Bp, Oa, 让 )= = qip2 一 92D1. 
这 个 第 一 积分 是 动量 和 矩 在 Ogqs 轴 上 的 投影 . 

雅 可 比 - 泊 松 定理 似乎 表明 , 总 是 可 以 根据 2 个 已 知 的 第 一 积分 找到 另 一 个 第 
一 积分 , 然后 再 找 一 个 , 直到 得 到 (2) 的 一 般 积分 所 需 的 第 一 积分 数目 . 事实 并 非 如 
此 , 实际 上 泊 松 括号 经 常 或 者 是 常数 , 或 者 是 已 知 第 一 积分 的 函数 . 

希望 从 2 个 已 知 的 第 一 积分 得 到 更 多 第 一 积分 , 甚至 得 到 一 般 积 分 所 需 的 全 部 
第 一 积分 , 需要 2 个 最 初 的 第 一 积分 中 至 少 有 一 个 可 以 刻画 出 给 定 问题 的 局 部 特征 ， 
能 够 完全 反映 该 问题 的 物理 本 质 : 如 果 最 初 的 第 一 积分 都 是 由 对 所 有 系统 都 成 立 的 
动力 学 定理 获得 的 , 则 一 般 不 能 有 效 地 应 用 雅 可 比 - 泊 松 定理 . 


pb N27 
84. 正则 变换 
168. 正则 变换 的 概念 ” 我们 将 哈密 顿 方程 写成 向 量 -和 矩阵 形式 
一 =JH,, (1) 
其 中 z 是 2n 维 列 疝 量 , zx’ = (q',p’)， gg = (qi1)… ,qn)，P’ = (pl,*… ,pn); 


? (2) 


E, 是 n 阶 单位 和 矩阵; H = 五 (z,t) 是 哈密 顿 函数 , 及 ; 是 1 x 2n 的 行 向 量 ， 
H, = (Ha, H?) 一 (Ha,, “… ,Hoa,, Hp,,* , Hp, )- 


容易 发 现 ， 
J'= J i= J?=-E,, detJj=1. (3) 


求解 (1) 通常 是 非常 困难 的 , 所 以 要 寻找 简化 研究 运动 的 途径 . 例如 , 在 82 中 
已 经 看 到 , 存在 一 个 循环 坐标 就 可 以 使 方程 (1) 降 2 阶 , 成 功 地 选择 广义 坐标 可 以 显 
著 地 简化 对 运动 的 研究 , 有 时 甚至 完全 没 必要 研究 . 这 种 情况 在 第 165 小 节 中 分 析 
球面 摆 运 动 时 碰 到 过 . 

设 在 相 空 间 q1,… ,gqn,pi1,… ,pn 的 某 个 区 域 中 , 可 逆 的 二 次 连续 可 微 的 变量 变 
换 gq,p 一 Q, PP 以 时 间 + 为 参数 : 


i 一 Qi(qg, D， t), PF 一 已 (qdq,P， t) (i 一 1 2 ) 1), (4) 
或 者 ， 引入 记号 6 = (@', P'"), ‘= (1,…… , Qn), P’ = (P,:… ,PP,), 
¢ = C(z,t). (5) 


则 用 新 变量 写 出 的 方程 (1) 可 能 具有 更 简单 的 结构 , 其 求解 可 能 也 比 原 方程 简 
单 , 但 是 , 用 新 变量 写 出 的 方程 可 能 不 是 哈密 顿 方程 . 我 们 下 面 只 研究 不 破坏 哈密 顿 
方程 形式 的 变换 (4), 这 就 是 正则 变换 . 下 面 给 出 正则 变换 的 定义 、 正 则 性 判 据 和 寻 
找 变换 后 方程 的 哈密 顿 函数 的 方法 ， 

正则 变换 的 实际 意义 是 为 了 简化 运动 方程 , 在 相 空 间 中 选择 新 的 广义 坐标 使 其 
比 原 广义 坐标 更 方便 地 求解 系统 的 运动 . 正则 变换 方法 是 研究 哈密 顿 方程 时 广泛 应 
用 的 有 效 方法 . 
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设 M 是 变换 (4) 的 雅 可 比 和 矩阵 


Ogq1 Ogn Op1 Opn, 

oc 2Q 908 On ... OQn OQn ... On 
M= 和 =|I94 pl || Og Ogqn Opi Opn 
Oz oP 0P OP ,.. OP OB... OP 

Ogq Op Dal Ogn Op1 Opn 

OP, ... OP, OPi ... OP 

Ogq1 Ogn Opi Opn, 


如 果 存 在 常数 c 关 0 使 雅 可 比 矩 阵 (6) 满足 恒等式 


M'JM = cJ 


[168] 


(7) 


其 中 和 矩阵 J 由 等 式 (2) 确定 , 则 变换 (4) 称 为 正则 变换 , 常数 c 称 为 正则 变换 的 价 ， 


如 果 c = 1 则 变换 称 为 单价 的 


评注 1 满足 c=1 的 恒等式 (7) 的 矩阵 RM 称 为 辛 给 阵 ， 如 果 在 (7) 中 c 关 1 
则 疆 阵 AM 称 为 广义 辛 和 矩阵 ( 价 为 c). 因为 根据 (3) 有 det .J = 1, 故 根据 行列 式 乘法 


定理 由 (7) 可 知 
det M = +c”, 


即 广义 痒 矩 阵 是 非 退 化 的 . 


评注 2 设 在 相 空间 中 先后 做 2 个 正则 变换 : 价 为 cl 的 变换 C1 = C1(z,t) 和 价 
为 c2 的 变换 C62 = C2(C1,), 那么 复合 变换 4 = 6(z 胃 三 Ga(Gi(z, 思 昌 也 是 正则 变换 ， 


价 等 于 cico. 
事实 上 , 根据 条 件 


NiJANMI 一 c1d, Mi 一 OC1/0z 


和 
M;,JM;» 一 Co, AI 一 062/061， 
所 以 有 
_ 0 _ O00 _ 
oz CO0z M2M, 
于 是 


M’'JM 一 (M2 M1)J(M»Mi) 一 MiMJM»Mi 一 MiczJNMi 
一 co MI JM 一 c2Ccl1v. 


根据 正则 变换 定义 (7) 可 知 , 上 面 结论 正确 . 
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进一步 假设 给 定价 为 c 的 正则 变换 《 = C(z,), 那么 逆 变换 z = z(G, 也 是 正 
则 变换 , 它 的 价 等 于 1/c. 
事实 上 , 将 (7) 两 边 左 乘 和 矩阵 (MO) -+ 右 乘 和 矩阵 M-: 得 


-J = (M) -JM . (8) 
考虑 到 矩阵 转 置 和 逆 运 算 可 交换 得 
-J = (M- YJM-. (9) 


因为 逆 变 换 z = z(C,t) 的 雅 可 比 和 矩阵 是 M1!, 故道 变换 是 正则 的 并 且 价 等 于 1/c 

我 们 还 可 以 发 现 , 恒 等 变 换 8; = gi, Pi = p; (i = 1,2,… ,n) 显然 是 正则 的 , 于 
是 可 知 , 所 有 正则 变化 构成 群 , 单价 正则 变换 构成 子 群 . 

169. 正则 变换 判 据 利用 等 式 (7) 容易 验证 变换 (4) 是 否 正则 . 我 们 再 介绍 某 
些 正则 性 判 据 , 它们 与 条 件 (7) 等 价 , 也 可 以 作为 变换 (4) 的 正则 性 定义 . 

首先 引入 拉 格 朗 日 括号 概念 并 用 这 个 术语 给 出 正则 性 判 据 . 设 给 定 2n 个 关于 
z,y 以 及 其 它 变量 的 函数 yj, (7 = 1,2,… ,n), 那么 这 些 函 数 的 拉 格 朗 日 括号 


是 指 
Pd-( 营 辣 - 光 各) (10) 
定理 ”如果 取 (4) 的 Qj;,PP 为 pj;,w;, 则 (4) 是 正则 变换 的 充分 必要 条 件 为 
[gis gx] =0, [pap#] =0, [gsps] =c6y (Gkh= D2 sn), (1) 


其 中 6ik 是 克 罗 尼 克 记 号 ( 当 j= 二 时 6k 二 1, 当 i 关上 时 6ip 二 0),c 是 正则 变换 
的 价 . 
证 明 直接 验证 就 可 以 得 到 证 明 : 事实 上 , 等 式 (7) 左边 可 以 写成 下 面 块 矩阵 形 


(3) aP _ E23 aQ (加 ) 加 _ 的 】 aQ 
M’'JM = oa ,oq Oa ,94 Og ,oP oa ,OP (12) 
(器 ) 加- ( 儿 ) 器 (器 ) 锋 -( 狼 ) 如 
利用 记号 (10) 计算 该 矩阵 左上 角 的 块 矩 阵 
0QN\V ap /spP\ 6aQ | 过 /89j6P 6060Q; OP, in 
(a) (2) 0 - 2 = ||[gi, gl 
i,k=1 
类 似 地 计算 验证 矩阵 (12) 的 其 它 块 矩阵 可 知 , 等 式 (7) 可 以 写成 
earls lleis pxllleral | 0 eel (19) 
—||[gi, pp 和 上 Pi, pp 二 1 -cE 0 


我 们 发 现 (11) 和 (13) 等 价 , 该 定理 得 证 . 口 
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下 面 介 绍 利用 拉 格 朗 日 括号 给 出 的 变换 (4) 为 正则 性 的 判 据 . 


定理 变换 (4) 是 正则 变换 的 充分 必要 条 件 为 变量 9 … ,gn,P1,… ,pn 的 函数 
Qj, Pi 的 泊 松 括号 满足 


(i, Qk) = 0, (Pi Px) =0, (Qi, Px) 一 COij (2 k= 1,2, “ , 1). (14) 


证 明 通过 直接 验证 (14) 和 (7) 等 价 来 证 明 该 定理 . 将 (8) 两 边 的 矩阵 求 逆 , 根 
据 (3) 有 J 了 = J-!= 一 J, 那么 有 


MJM' = cJ， (15) 


该 方程 与 (7) 等 价 . 上 式 左边 可 以 写成 块 矩 阵 


MJM -=| 更 (器 ) - 各 (3) 加 (器 ) 多 (如) , (16) 
努 (如 ) -如 (如) 器 (器 ) -名 (器) 
计算 该 矩阵 左上 角 的 块 矩阵 


2 


1 


人 
Og; Op;} Op; 09; 


nN 


一 ||(@i, Qn) k=1: 


0Q [0Q\ 08 /06QY 
可 (好) -如 (有 ) -| 
类 似 地 计算 验证 矩阵 (16) 的 其 它 块 矩阵 可 知 , 等 式 (15) 可 以 写成 


0 cE 
—cE 0 


ee eol Me oes (1 


—||(@i, Pe) ll r=1 ||(B, Pe) 
我 们 发 现 (14) 和 (13) 等 价 , 该 定理 得 证 . 0O 


这 个 正则 性 判 据 就 像 定 义 (7) 一 样 , 可 以 按 显 式 给 出 的 变换 (4) 来 确定 其 是 否 
正则 . 下 面 的 正则 性 判 据 对 将 来 建立 正则 变换 理论 非常 重要 . 


定理 变换 (4) 是 正则 变换 的 充分 必要 条 件 为 存在 非 零 常数 c 使 表达 式 


c》 pk6gk — >_ Pe6Qk (18) 
k=1 k=1 


是 某 个 函数 拨 (q,p;t) 的 全 微分 . 
这 里 全 微分 5F 和 6Qk (k= 1,2,.…: ,n) 是 对 变量 gq,p 的 运算 , 而 t 作为 参数 . 
证 明 只 需 证 明 (18) 是 全 微分 且 与 (11) 等 价 . 由 (4) 得 


-一 i re 0 一 | )“”“"””) 。 
se = (Bm + Bott) (k= 1,2 n) 
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将 上 式 代 入 (18) 并 改变 求 和 顺序 得 
3 + Yidpi), (19) 
t=1 


其 中 引入 了 记号 
X= nD, -> 0 
1=1 i pi 


表达 式 (19) 是 全 微分 的 条 件 是 下 面 等 式 成 立 
OX; OX OY OY BX: _ OY 
Bqk box: bn Opi’ on Og 


利用 (20) 直接 计算 可 知 , (21) 可 以 分 别 写成 
[qi, gx] =0, [pi,pxr]|=0, [gi,pr] = coin (i,k=1,2,...,n). 
因为 这 些 等 式 与 (11) 相同 , 定理 得 证 . 口 
170. 正则 变换 下 哈密 顿 方程 的 不 变性 ”如果 变换 (4) 是 正则 的 , 则 用 新 变量 写 
出 的 方程 还 是 具有 哈密 顿 形式 , 确切 地 说 有 下 面 定理 : 


定理 在 正则 变换 (4) 下 任何 哈密 顿 方程 都 变 为 哈密 顿 方程, 新 方程 的 哈密 屯 
函数 为 H(C,t): 


(i,k = 1,2,...,n). (21) 


dc 


了 一 IJK (22) 
证 明 事实 上 , 由 (1) 和 (5) 有 
dc6_ 66dz 6 ;06 
tt Mt (23) 


又 由 于 je 
H’ = (HK = (HeM) = M’'H,, 
故 考虑 到 恒等式 (15) 可 以 将 等 式 (23) 写成 
de ac 


我 们 来 证 明 , 如 果 变 换 (4) 是 正则 的 , 则 
= JW (25) 


其 中 W 是 变量 ¢,t 的 某 个 函数 . 事实 上 , 在 关系 式 (3) 和 (6) 的 基础 上 , 由 (25) 得 
下 面 一 系列 等 式 : 


0 / 0 / 0 Oc 
国 -w 图 -mw 图 mrr-r 
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即 关 系 式 (25) 等 价 于 
rr = (¥) JM, (26) 
其 中 W 看 作 是 变量 q,p,t 的 函数 . 等 式 (26) 的 标量 形式 为 2n 个 关系 式 


旦 (各 各- 各 委 )* (k= 2 


一 --。 (到 史学 2 三 亚 (l=1,2,..…,n), 
其 中 记号 本 ,更 | 的 引入 只 是 为 了 书写 简捷 .Bi 和 亚 ; 是 某 个 函数 内 对 ge 和 产 的 
导数 当 且 仅 当 
OB OB; 0 OY; 0B. OY; 
pq Ogk’” bi pk pn Og 
直接 验证 可 知 , 这 些 等 式 可 以 写成 


(i,k = 1,2,...,n). 


0 0 9 
Fr [9s qn] =0, [pis Px] = 0, pl =0 (i,k=1,2,.…,n). (27) 


因为 (4) 是 正则 变换 , 故 等 式 (11) 成 立 , 由 此 可 推出 (27), 进而 得 到 (25). 
于 是 方程 (24) 可 以 写成 

d 
全 = = J(cH + We). 

如 果 用 Xk 表示 函数 cH + W, 则 上 面 方程 有 哈密 顿 形式 


dc 
dt 


纯 数 1 是 新 的 哈密 顿 隧 数 , 定理 得 证 . 口 
下 面 给 出 几 个 简单 但 在 实际 中 非常 重要 的 正则 变换 的 例子 . 老 哈 密 顿 杯 数 和 新 
哈密 顿 函 数 分 别 用 五 (q,p,t) 和 XH(Q,p,t) 表示 . 
例 1 恒 等 变 换 


= JNH.. 


Qi = qj, P;=p; (7 = 1,2,.… ,n), (28) 
这 是 单价 正则 变换 , H = H(Q, P,t). 
例 2 变换 
_ Qj; = pj) P; = g; (7 = 1,2,.…. ,7n), (29) 
这 是 价 为 c = 一 1 的 正则 变换 , 它 改变 了 广义 坐标 和 广义 冲 量 的 作用 , Ht = 一 H(P， 
Q,t). 
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1 


例 3 变换 
Q;=ag;, P=pBp; (j=1,2,:…,n; Q= const,p = const,ab #0), (30) 


这 是 正则 变换 ， 
H= ap 万 (ae ip :) . 
a Bb 
例 4 变换 


Q;=ap;, P=PBq; (f=1,2,:…,n; Q= const,p = const,ap #0), (31) 


这 是 正则 变换 ， 


H = ~aBH (5 jt . 
Bb a 


例 2 和 例 4 表明 , 在 正则 变换 下 广义 坐标 和 广义 冲 量 之 间 的 区 别 消 失 了 . 使 用 
称谓 “ 冲 量 " 和 “坐标 ”纯粹 是 一 种 约定 , 所 以 对 于 变量 对 Qi 和 PP,“ 正 则 共 思 变 量 ” 的 
名 称 更 方便 . 

例 5 相 空 间 中 坐标 原点 的 平移 


Q=q—f(t), P=p- g(t) (32) 
是 单价 正则 变换 . 新 变量 Q, PP 满足 哈密 顿 函数 为 
H= AH(Q+IO,P+g)d) +a.Q -YT.P (33) 
的 微分 方程 . 
例 6 变换 
dj 三 V2r; sin p;, Dj; 一 V 2rj cos /7j (7 = 1,2,.…- , 1) (34) 


是 单价 正则 变换 , 将 平面 笛 卡 儿 上 坐标 性 质 的 正则 共 轿 变量 gj,p; 变 为 极 坐标 性 质 的 
正则 共 轿 变量 pjiyT; (Pi 是 “坐标 ”， Tj 是 “ 冲 量 ”). 
如 果 老 哈密 顿 函数 为 


1 nN 
H=32,N(Y+9), (35) 
j=1 


则 变量 pj,rj 的 方程 相应 的 哈密 顿 函 数 为 


H= Nr (36) 
j=1 
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例 7 变换 
Qj; = qi; — ip;, P; = gq; + ip; (7 = 1,2,:.… ,n) (37) 
实现 复 共 示 变 换 , 其 中 i 是 虚数 单位 (i? = 一 1), 这 是 价 为 2i 的 正则 变换 , 且 
_om/P+QR P-Q 

H = 2iH (号 ? 机 四 (38) 

例如 , 如 果 老 哈密 顿 函数 形式 为 (35), 则 有 
H=i> NNQiP. (39) 

j=1 


171. 正则 变换 与 运动 过 程 ”哈密 顿 方程 描述 的 运动 过 程 是 非常 重要 的 正则 变 
换 的 例子 . 

设 哈 密 顿 方程 (1) 在 t= 0 时 z’ = z= (qb,p0), 那么 向 量 函 数 6 = 6'(z0,t) = 
(g (qo, po, t),p (qo, Po， t)) 满足 恒等式 
全 一 JJ， (40) 
它 给 出 了 相 空 间 变 换 qo, po 一 q,p. 

定理 哈密 顿 系统 的 运动 给 出 的 相 空 间 变 换 是 单价 正则 变换 . 

证 明 需要 证 明 雅 可 比 和 矩阵 M = 0c/8zo 满足 c= 1 的 恒等式 (7), 即 

M'JM = J, (41) 
为 此 要 找到 矩阵 M 和 7M' 满足 的 微分 方程 . 将 恒等式 (40) 两 边 对 zo 微分 得 
4 96 _ JH 


dt Ozo CC Ozo’ 
或 者 
MM JHeM. (42) 
将 等 式 两 边 转 置 并 考虑 到 关系 式 (3) 以 及 和 矩阵 Hic 的 对 称 性 , 有 
一 - = M’'H/.T = -RM 及 ce (43) 


考虑 到 (42) 和 (43), 计算 矩阵 M'JM 对 时 间 的 导数 得 


/ 
AMIM) CAM MI MHIIM + MITHeM. 


dt dt dt 
根据 (3) 有 J? = —E2n, 故 
/ 
M 
0) 二 M'HeeM 一 NM EeecAM 三 0， 


由 此 可 知 , 矩阵 M'JIM 是 常数 矩阵 . 又 由 于 当 上 = 0 时 该 矩阵 等 于 J 了, 所 以 对 任意 
t 都 有 (41) 成 立 . 定理 得 证 . 口 
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172. 保持 相 体 积 的 刘 维 尔 定理 ” 设 Go 是 相 空 间 qi,… ,qn,p1,… ,pn 的 某 个 
区 域 . 从 其 中 的 每 个 点 qi0,… ,qno, P10;,… ,pno 为 初始 点 “发 出 ”的 方程 组 (1) 的 一 
条 轨迹 . 设 Gt 是 t 时 刻 点 gq = q(qo, po,t), p = p(qo, po;t) 的 集合 , Wo 是 区 域 Go 的 
体积 , 而 Vi 是 区 域 Gi 的 体积 . : 

定理 ( 刘 维 尔 定理 ) 在 哈密 顿 系统 的 运动 过 程 中 相 体 积 保持 不 变 , 即 对 任意 + 
有 Vi = 

证 明 我 们 有 等 式 


w=/: | dqi10:*…* dgqnodp10:** dpno,， 


和 | dgqgi:…* dqndp1 9 


在 第 2 个 积分 中 将 变量 di,*** ,dn,D1,.** ,Dn 变换 为 d10， ) dn0, P10) “** ,Dno0,) 根据 
数学 分 析 课 程 可 知 ， 


Ve = ff laet Mlago .dgnodpro :+ dpno, (45) 
Go 


其 中 (利用 前 小 节 记 号 ) M = 66/6zo, 和 矩阵 M 满足 (41)， 因 为 detJ = 1 故 
det M = 土 l. 义 t=0 时 MM = En， det 2M = det Ezn = 十 1. 由 M 的 连续 性 可 知 ， 
对 任何 t+ 都 有 det M = 上 +1. 由 (44) 和 (45) 可 知 VW = Ww. 定理 得 证 . 口 


173. 自由 正则 变换 及 其 母 函 数 ” 设 变换 (4) 正则 且 在 相 空 间 的 某 个 区 域内 满 
足 条 件 
det 于 天 0， (46) 


那么 变换 (4) 称 为 自由 正则 变换 . 
在 条 件 (46) 成 立时 利用 等 式 (4) 中 前 ”个 , 可 以 用 gq,Q,t 表示 p, 那么 表达 式 
(18) 可 以 写成 


c 》 pk6gk 一 >》 ProQk 一 6F(q, plq, 0, t), t) 一 09(9， Q, t), (47) 
k=1 k=1 
其 中 5 是 将 p 用 p(q, Q,t) 代替 后 的 函数 FF. 
由 等 式 (47) 给 出 关系 式 
OS os 
Bg; = Chi, 00; ” 一 五 (i=1,2,...,n), (48) 


函数 5 称 为 自由 正则 变换 (4) 的 母 函 数 . 
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显然 有 下 面 命题 及 其 逆 命 题 成 立 ， 如 果 给 定 二 次 连续 可 微 函 数 S(q; @,)' 和 数 
c 关 0, 则 在 条 件 


Nn 


O25 
OQiOqk 
下 公式 (48) 给 出 价 为 c 的 自 由 正则 变换 . 

在 条 件 (49) 下 公式 (48) 可 以 写成 (4) 的 形式 . 事实 上 , 条 件 (49) 说 明 (48) 的 
前 n 个 关系 式 对 于 Qi 可 解 , 解 为 Qi = Qi(q,p,t), 代入 (48) 的 后 n 个 关系 式 得 
P= P(gq,p,t). z 

在 第 170 小 节 中 我 们 已 得 到 方程 (24) 并 证 明了 它 可 以 写成 哈密 顿 方程 形式 , 我 
们 利用 母 聘 数 5 来 写 出 这 个 方程 . 在 方程 (24) 中 五 是 用 新 变量 表示 的 哈密 顿 函数 


Oc\ /8Q’(g,p,t) 0P’(p,gq,t) 
-RD) 
在 (48) 的 前 n 个 关系 式 中 用 Q = Q(gq,p,t) 代替 Q, 结果 这 个 等 式 成 为 对 于 老 变 量 
gq,p,t 的 恒等式 . 将 该 式 对 时 间 t 微分 得 

~ OS OQrx OS 

5505 Ot " Og 
改变 微分 顺序 并 利用 (48) 的 后 n 个 关系 式 得 


二 党 DG OF | 029 


det (49) 


i,k=1 


=0 (i=1,2,...,n). 


=0 (i=1,2,..…,n). 


Ot Dai + Fea, 

用 向量 -和 矩阵 记号 , 该 等 式 可 以 写成 
8Q’ BP 85 
-Be B60 十 Boa = 0， 

或 者 

6Q' _ D29 Og 9 (去 ) (51) 

Ot ogq dP OP\OT) . 
进而 , 由 (48) 的 后 n 个 关系 式 给 出 

ap’. O25 8 /68S\ 

Qt 0 59 (多) (52) 


由 (50),(51) 和 (52) 得 


7 AN 

起 = 了 (去 宙 ) 
于 是 方程 (24) 有 

dC OS 


和 =7(ea+ 杰 )， (53) 
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以 及 新 哈密 顿 函 数 
KH=cH+ 2 (54) 


ot 
其 中 互 和 35 应 该 用 Q, P,t 表示 . 

可 见 , 如 果 给 定 母 函数 5S(q, @,t) 和 正则 变换 的 价 c, 则 新 老 变 量 之 间 的 关系 由 
(48) 确定 , 而 相应 于 新 变量 Q, P 的 哈密 顿 函数 由 公式 (54) 计算 . 我 们 发 现 , 在 将 方 
程 (1) 变换 为 新 变量 过 程 中 需要 的 所 有 计算 都 不 是 对 2m 个 函数 (4), 而 是 对 2 个 天 
数 9 和 互 , 显然 , 这 对 于 研究 自由 度 n 很 大 的 具体 问题 是 非常 重要 的 . 

可 以 先 给 定 新 哈密 顿 函数 的 结构 XA(Q, P,), 然后 尝试 选择 母 消 数 5 使 其 满足 
等 式 (54), 考虑 到 公式 (48), 该 等 式 写 成 


下 +cH 区 (Be) 9 =H (e. 一 (区 ) 9 ， (55) 
例如 可 以 做 变换 使 某 些 (甚至 全 部 ) “坐标 "Q;”(i = 1,2,… ,n) 不 包含 在 新 哈密 顿 
阴 数 中 . 如 果 成 功 选 择 5 满足 方程 (55), 则 在 所 研究 问题 的 新 变量 中 存在 循环 坐标 ， 
可 以 使 ( 见 第 164 小 节 ) 方程 降 2k 阶 (k 为 循环 坐标 数 ). 如 果 所 有 坐标 都 是 循环 坐 
标 , 则 问题 可 以 完全 求解 , 这 时 有 XH = XH(P,+), 运动 方程 用 新 变量 写成 

dQi OH dP: On 


a OB ih) -0 


如 果 Qio, Po 是 8;, PB 的 初始 值 , 则 


=0 (i=1,2,.… ,7n), 


t 
Oi; -上 fi(Py,t)dt+Qio, P=Po (i=1,2,.…,n). 
0 


于 是 , 我 们 有 了 简化 运动 方程 的 完全 确定 的 方法 , 它 给 出 动力 学 方程 (1) 积分 的 新 方 
法 一 一 寻找 满足 偏 微 分 方程 (55) 的 函数 5. 

例 1 在 第 170 小 节 中 例 1,3 和 5 不 是 自由 正则 变换 , 它们 的 变量 g,Q@ 是 相关 
的 , 不 能 自由 给 定 . 

例 2 在 第 170 小 节 中 其 它 例子 是 自由 正则 变换 , 并 且 对 于 变换 (29) 有 


c=-1, $=-》 gqQ;, (56) 
j=1 
对 于 变换 (31) 有 
c 一 一 ax0， 5 = -8B>》 9Qj， (57) 
j=1 
对 于 变换 (34) 有 


1 nN 
c=1, $=32,% cotp (58) 
j=1 
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对 于 变换 (37) 有 
c=2i, 5= 2_(% — 2q9;Qi 十 3 (59) 
174. 其 它 类 型 的 母 函 数 ”我 们 已 经 看 到 , 不 是 所 有 的 正则 变换 都 是 自由 的 , 所 


以 不 是 每 个 正则 变换 都 可 以 利用 母 函数 S(g, Q,t) 给 出 . 然而 , 可 以 变换 到 其 它 类 型 
的 母 函 数 . 例如 设 变换 (4) 满足 


oP 


那么 由 (4) 的 后 n 个 可 以 将 了 用 gq, P,t 表示 , 并 可 以 得 到 正则 变换 (4) 的 母 函 数 
51, 该 函数 不 依赖 于 (q,Q, 汶 ,而 是 依赖 于 (gq, P,t).2 事实 上 , 我 们 将 (18) 改写 为 


c>》 php 一》 用 5Qk — >_ Qk6Ps + >, QkdP: = 6F(q,p,t) 


k=1 k=1 k=1 k=1 
或 者 , , , 
CY _prbgk + >, Qi6P =56 (ran t) 十 oo ， 
k=1 k=1 k=1 
最 后 可 以 写成 , | 
c》 pkjge 十 》Qk5 及 = 651(g, P,t), (61) 
k=1 k=1 


其 中 用 S1 表示 函数 + > ， QsP, 并 且 在 其 变量 中 Qk 要 用 (4) 的 前 n 个 表达 
式 代替 , 然后 变量 p 要 用 (4) 的 后 n 个 等 式 得 到 的 p(g, P,t) 代替. 
由 (61) 可 得 


De = pe 0 (i = 1,2,.…. ,n), (62) 
就 像 自由 正则 变换 一 样 可 以 得 到 变换 后 系统 的 哈密 顿 函数 表达 式 
KH = cHT+ 2 (63) 


其 中 五 和 951/6t. 应 该 用 新 变量 写 出 . 下 面 的 命题 及 其 道 命 题 成 立 ， 如 果 给 定数 
c 关 0 和 二 次 连续 可 微 函 数 51(gq, P,t), 该 函数 满足 条 件 

O25S1 
Ogi0F. 


det 0, (64) 


i,k=1 
则 公式 (62) 给 出 价 为 e 的 正则 变换 , 在 条 件 (64) 下 公式 (62) 可 以 写成 等 式 (4) 的 
形式 


中 就 是 说 , 如 果 正 则 变换 是 自由 的 , 则 其 母 函数 不 一 定 是 (g, Q,t) 的 函数 5S. 例如 不 等 式 (46) 和 
(60) 同时 满足 , 则 自由 正则 变换 的 母 函 数 也 可 以 是 (g, P,t) 的 函数 51. 
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我 们 已 经 看 到 2 种 类 型 的 母 阴 数 S(q,Q,b 和 S51(gq, P,t), 这 些 晴 数 经 和 常用 于 
动力 学 方程 的 积分 (精确 地 或 近似 地 ). 但 是 g 和 PP 不 总 是 可 以 取 为 独立 变量 的 . 
然而 吕 ,， 如 果 给 定 2n 个 独立 变量 qi,pi 的 2n 个 独立 函数 8;, P, 则 在 4m 个 变量 
Qi, PP,gqi,p; (i = 二 1,2,…,n) 中 总 是 可 以 选 出 2n 个 独立 的 , 使 得 母 函 数 U 依赖 于 
相应 的 变量 


qi1,*** ,ql Plt1 ,Pn 1 ,ks Pkt1,. ,Pn (1>0,k<n), (65) 
也 可 能 依赖 于 时 间 (在 选择 的 2n 个 变量 (65) 中 正则 共 斩 变 量 g;, p; 或 者 Qi, 成 
对 出 现 ), 这 时 正则 变量 变换 和 新 哈密 顿 函 数 由 下 面 公 式 确 定 
OU OU OU OU 
Bm Bp 0 0b- 
(i=1,.… ,Ll; g=l+l,:,n; 7=1,.,k; h=k+1,..…,n), 
OU 


Qh (66) 


例 1 恒 等 变换 
Qj; = qj, P; = 92; (7 = 1,2,.…. ,n) 
由 母 函 数 ， 
S51= 》 gj 万 (68) 
j=1 
给 出 , 这 时 c = 1. 
例 2 对 于 变换 (30) 有 
C 一 Q0O， S1 一 a 》 9 万 (69) 
j=1 
例 3 对 于 正则 变换 (32) 有 
c=1，8= >》 9 万 +>》 (g(t)g; — f(t)P,). (70) 
j=1 j=1 


例 4 设 给 定 广义 坐标 的 任意 可 微 且 可 递 的 变换 g 一 Q 如 下 
Qi = 上方 (q1 , qn, t) (i% = 1,2,.…: , 1). (71) 


在 该 变换 中 新 变量 只 用 老 坐 标 ( 非 冲 量 ) 表示 , 是 常见 的 正则 变换 . 事实 上 , 如 果 令 
c 一 1 且 


91 = >》 万 方 (Ga ,gn,t), (72) 
7 一 1 


吓人 参见 : TaHTrMaxep B. P. JIekrr no aHaAnTHYECKON MeXaHHKe，M.: Hayra, 1966. 
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则 根据 (62), 新 老 变量 之 间 的 关系 为 


pi= Po (i = 1,2,.…. ,n). (73) 


例 5 我 们 来 看 上 面 例子 的 重要 情形 : 变换 到 旋转 坐标 系 . 设 


其 中 4 是 正 交 纯 阵 (A' = A-1), 不 一 定 是 常数 和 矩阵. 通过 直接 计算 不 难 验 证 , 公式 
(74) 与 变换 
P= 4p (75) 


确定 了 单价 正则 变换 . 根据 公式 (72), 该 变换 相应 的 母 函 数 为 
S1 = P. Ag. (76) 
值得 注意 的 是 ,广义 冲 量 变换 公式 与 广义 坐标 相同 . 
新 哈密 顿 函数 Tt(Q, 书 , 昌 可 以 根据 老 哈 密 顿 函数 电 (q,p,t) 按 公式 (63) 计算 
OS1 


H(Q, P,t) = H(A’'Q, A'P,t) + Fi- (77) 
如 果 A 是 常数 矩阵 , 则 891/6t = 0. 如 果 A 和 不 是 常数 和 矩阵, 则 
05 _pd4，_P.d44- 
ae? a « (78) 


因为 A 是 正 交 甜 阵 , 故 导 数 A 反对 称 ( 见 第 24 小 节 ). 设 


A = wa3 0 —wijl; 
一 w2 WI1 0 
如 果 引 入 向 量 w = (wi,w2,w3), 则 
d4 :'_ 
4 'Q=wxQ, 


且 公 式 (78) 可 以 写成 

O51 | 

a =P'lwxQ)=w:lQ xP), 
于 是 可 得 相应 于 在 旋转 坐标 系 中 运动 的 哈密 顿 函数 : 


H= H(A'Q, A'P,t)+w:[Q x P|. (79) 
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例 6 (从 簿 卡 儿 坐标 到 极 坐 标的 变换 ) 设 


2 = 7 Cosy, y = 7 sin 9, (80) 
如 果 C= 二 1, 而 
S1 = pzrT COs ¥ + pyr sin y, 
则 由 等 式 
-co - COS % 十 pv Sin 901 7 Sin 9 十 Dy7 COS 
pr = Br 一 Dz PTDy Vp,) Po gp pz PTPy Wp 
sin . COS 
pz = Pr COSP 一 — py, Dy = pr SINY 十 一 pp， (81) 
公式 (80) 和 (81) 给 出 单价 正则 变换 z， y, Pzr, Py 人 OT, P,Pr, Poy-: 例如 
1 
H= 2 (Pr +py) 十 HI(Vz2 十 22)， (82) 
则 
_1, ，。 1， 
H 2777 (pr 十 3Dy) 十 II(7) (83) 
例 7 (从 稍 卡 儿 和 坐标 到 球 坐 标的 变换 ) 设 
T=rsin0cosyp, Y=r7rsin0sing, z=7cosb, (84) 
如 果 cC= 二 1, 而 
S1 = pzrT sin 0 cos 9 + pyr sin 0 sin 9 + pzr COsO, 
则 由 等 式 
_99 ,99 ,0 
pr 一 Or ， po 一 Op pe = 00 
求 出 z 
. sin COS 0 cos 
pz = Sinbcos ppr 一 pe 一 一 0)， 
. . COS cos0 sin 
py = sin 0 sin Pr 十 Dy 一 pg， (85) 


sing 
pz 一 COS Opr 一 ~ Pe: 


公式 (84) 和 (85) 给 出 单价 正则 变换 T,Y,z, Pr, Py, Pz 一 7 yp, 0, pr, pp, pe- 例如 对 于 


1 
H= 2 (Pr +py+pz)+I(Vz? + + 22), (86) 
有 ， 
1 ，? Do pe 
一 一 - 一 ) 十 工 (7). 8 
人 5 人 pr 十 亡 Sin55 + 72)+ (7) (87) 
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例 8 设 给 定 广义 冲 量 的 某 个 可 微 可 逆 变 换 


pi = gi(Pi, PP, ,P,t) (i = 1,2,.…. ,n), det $2 #0 (88) 

公式 (88) 给 出 了 新 老 广 义 冲 量 ( 非 广义 坐标 ) 之 间 的 关系 ， 

令 c 二 1, 而 
S1 = >》 grgk(P, Pa, , Pn, t), (89) 
k=1 
那么 由 公式 (62) 求 出 

9 _ Na 1 129. 

Qi = oP, -256 (i = 1,2, , 1). (90) 


这 是 对 于 g1, gq,.… ,gs 的 线性 非 齐 次 方程 组 , 其 系数 行列 式 是 (88) 的 雅 可 比 行列 式 . 
因为 该 行列 式 不 等 于 零 , 故 方程 组 (90) 唯一 确定 q1,go,:… ,qn 作为 Q@, P,t 的 函数 : 


qi = hi(Q1, 2 , Qn, P,P ,Pn,t) (i = 1,2,.… ,n). (91) 


公式 (88) 和 (91) 给 出 了 单价 正则 变换 . 


85. 运动 方程 积分 的 雅 可 比方 法 


175， 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 ”正则 变换 理论 提供 了 积分 正则 方程 


dq OH dp; OH ， 
一 -一 一 一 一 一 1 2 *°*® 1 
dt Op; 》 dt Dai @ ) 一》 》 n) ( ) 


的 雅 可 比方 法 . 如 果 对 该 方程 进行 下 面 单 价目 由 正则 变换 
098 65 
Og; 一 pi) OQ; 一 
其 中 母 函 数 9 的 目 变 量 为 Gd1) , dn, Q1, , Vn, t, 则 根据 第 173 小 节 ， 方程 (1) 变 
为 


—F (i = 1,2,.… ,n), .(2) 


dQ; OH dP. OH 


dt OP’ dt 960; 
其 中 新 哈密 顿 淆 数 1t 由 下 式 确定 


(i = 1,2,... ,n), (3) 


(4) 


该 等 式 右边 部 分 (计算 偏 导数 95/6t 之 后 ) 的 qi, pi 应 该 借助 方程 (2) 用 Q;, PB 表示 . 
如 果 选 择 函 数 5 使 = 0, 则 方程 (3) 可 以 立即 积分 出 来 


ot ) 


Qi = oi, P= pb (i = 1 2 ,n), (5) 
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其 中 ai, Bi 是 任意 常数 如果 函数 5S 满足 第 173 小 节 的 (49), 则 由 (2) 可 以 求 出 原 
变量 随时 间 和 2n 个 常数 ui, 6; 的 变化 规律 : 


di 一 qi(t, Qj, Bj), pi = pi(t, oj B;)-. (6) 
根据 (2) 和 (4), 盟 数 5 应 满足 方程 
OS ， OS 
Br +H (a Bet) 二 0. (7) 


这 个 偏 微分 方程 称 为 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 , 其 中 9 是 qi1,… ,gn,t 的 郴 数 , 而 Q1,…， 
Qn 看 作 参 数 . 
偏 微分 方程 的 通 解 依赖 于 任意 函数 , 这 个 解 称 为 该 方程 的 一 般 积分 . 然而 , 在 求 
解 力学 问题 中 有 用 的 不 是 一 般 积 分 , 而 是 方程 (7) 的 全 积分 . 方程 (7) 的 全 积分 是 指 
其 依赖 于 n 个 任意 常数 ol, a2,… ,an 的 解 S(qi, oi,t), 并 且 满 足 
029 
OgqiO0k ||i p=1 
于 是 我 们 得 到 下 面 的 以 研究 方程 (7) 为 基础 的 求解 动力 学 方程 (1) 的 方法 : 
”定理 ( 雅 可 比 定理 ) 如 果 函 数 5S(gi;, qi,t) 是 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (7) 的 包含 no 
个 任意 常数 Ql,Q2,… ,an 的 全 积分 , 则 方程 (1) 的 解 (6) 由 下 面 关系 式 给 出 
OS OS 
Ba 6 
其 中 友 是 任意 常数 
雅 可 比 定理 将 常 微分 方程 (1) 的 求解 转化 为 寻找 偏 微分 方程 (7) 的 全 积分 , 后 
者 显然 不 比 前 者 简单 , 甚至 更 复杂 . 但 是 雅 可 比方 法 在 目前 求 方程 (1) 的 精确 解 的 
方法 中 还 是 十 分 有 效 的 , 也 是 近似 求解 正则 方程 的 最 有 效 的 方法 之 一 . 
不 存在 寻找 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (7) 全 积分 的 一 般 方法 . 下 面 只 给 出 某 些 寻找 全 
积分 的 特殊 方法 . 


det | 


(8) 


=—B (i=1,2,..…,n), (9) 


么 有 
H= H(gqi,:.: ,qk,p1,°** ,Pk, Pk+1,*** ,Pn t), 
方程 (7) 全 积分 为 
S = Qk+1gk+1 十 … 十 angn 十 9 (gi).* ,qk 01,.** ,Qk, t). (10) 
将 (10) 代入 (7) 可 得 5* 的 方程 | 
0s .8 (a ge Bo, Pt ont =0, (11) 


于 是 , 寻找 方程 (7) 全 积分 变 为 研究 方程 (11), 其 中 3* 依赖 于 上 +1 个 变量 , 而 不 是 
n 十 1 个 , 即 减少 的 独立 变量 数 等 于 循环 坐标 数 . 


177. 保守 系统 和 广义 保守 系统 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 ” 设 哈密 顿 函 数 不 显 含 时 
间 : 
H= H(qi,.…: , dn, 0D1 , Pn), 
那么 存在 广义 能 量 积 分 H = h, 其 中 h 是 任意 常数 . 在 方程 (7) 中 令 


5 = -用 十 (12) 
其 中 函数 V 不 显 含 t, 它 满足 方程 
OV oOV 
H (0 Be ) =h (13) 


该 方程 就 是 保守 系统 和 广义 保守 系统 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 ， 由 (13) 求 出 V = 
V (qi ,qn, Q1,** , Qn—1;h), 其 中 Q1,°°* ,Qn—l 是 独立 于 h 的 任意 常数 . 由 (12) 
有 

S = —ht+V(gqi,:… ; dn, QT , Qn—1,h). (14) 


如 果 函 数 5 满足 条 件 (8) (a = h), 则 (14) 是 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (7) 的 全 积分 , 等 
式 (9) 给 出 关系 式 


OV OV 四 

ga, =p; (i=1,2,..…,n), Bo = hb (i = 1,2, ,nC— 1), (15) 
OV 
和 一 上 一 0， (16) 


其 中 已 ， “0 , Bn 是 任意 常数 . 
(15) 中 的 后 n 一 1 个 是 几何 关系 式 : 它们 给 出 n 维 坐标 空间 中 的 轨迹 , 它们 和 (16) 
一 起 给 出 沿 着 轨迹 运动 的 规律 . (15) 中 的 前 n 个 关系 式 确定 冲 量 p。， (i = 1,2,:… ,n). 


178. 哈密 顿 特征 函数 ”等 式 (14) 右边 的 函数 V 称 为 哈密 上 顿 特征 函数 , 该 函数 
满足 (13), 在 第 177 小 节 中 作为 母 函 数 5S 的 不 显 含 时 间 的 部 分 而 引入 , 母 消 数 5 给 
出 的 自由 正则 变换 将 保守 或 广义 保守 系统 的 哈密 顿 晴 数 末 (q1,… , qn,P1,… ,pn) 变 
为 函数 XH =.0. 

函数 刀 (9 ,qn, al ,an 可 以 看 作 某 个 正则 变换 的 母 函 数 , 这 个 变换 
的 性 质 与 函数 5S 给 出 的 变换 性 质 不 同 . 我 们 研究 单价 正则 变换 : 新 冲 量 P; 等 于 常 
数 a (i = 1,2,… ,n), 并 且 an = hh. 设 相应 的 母 阴 数 是 V(qi,… ,qn, 记 i,… ,Pn-1， 
忆 ). 根据 第 174 小 节 新 老 变 量 之 间 的 关系 为 

_OV eV 6VY 


(17) 


由 互 = 瑚 = an 可 得 
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该 方程 与 (13) 一 致 . 又 由 于 V 不 显 含 t, 由 第 174 小 节 的 (63) 可 得 新 哈密 顿 函 数 
H=P,. (18) 


因此 , 哈密 顿 特征 函数 给 出 的 正则 变换 , 使 哈密 顿 函 数 互 (q1,… ,qn,p1,.… ,pn) 变换 
为 新 广义 坐标 Q; (i = 1,2,.… ,n) 都 是 循环 坐标 的 形式 . 


对 新 变量 有 jp py 
ra (i = 1,2,.…. ,n), (19) 
dQ; OH 
a BB" (20) 


其 中 5in 是 克 罗 尼 克 记 号 . 所 以 利用 (17) 相应 于 公式 (15), (16) 求 得 : 
P=a;=const, Qi;=—PB;=const (i=1,2,.…,n— 1), 


P,=h=const, Qn—t= -bn, = const. 
评注 3 在 哈密 顿 特征 函数 中 , 新 冲 量 ai 的 选择 在 一 定 程度 上 是 任意 的 . 一 般 
来 说 常数 Ql,:… ,Qn_1 没有 确定 的 物理 意义 , 只 是 在 寻找 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 全 积 
分 过 程 中 的 一 组 常数 . 
我 们 对 冲 量 al,…… ,an 做 任意 可 徽 可 北 变 换 ai) ,Qn 一 QQ: 


al = gi1(Q1,*…: , On) ;Qn = gn(Q1, , On, ) (21) 


可 以 对 冲 量 变换 (21) 进行 所 有 共 轿 变量 的 单价 正则 变换 Qi,ai 一 Qi af (i = 
1,2,… ,n), 为 此 只 需 取 母 函数 为 ( 见 第 174 小 节 中 的 例 8) 


5 = Qkgr(ot,... ,os). 


k=1 
哈密 顿 函数 用 新 变量 写成 


2 
H = gn(Qal ,0%,). (22) 


新 冲 量 ax 的 优点 是 它们 可 以 与 问题 的 物理 本 质 相 联系 . 在 86 中 将 介绍 一 种 特殊 的 
代替 ai 的 新 冲 量 选择 . 


179. 分 离 变 量 ”利用 分 离 变 量 可 以 找到 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (7) 的 全 积分 . 分 
离 变 量 方法 是 将 方程 (7) 的 解 写成 函数 和 的 形式 ， 每 个 被 加 函数 只 依赖 于 变量 
qi,… ,gn 中 的 一 个 和 时 间 (当然 , 还 有 任意 常数 ): 


5 = Solt) 十 91(91 t) 十 S2(g2,t) 十 .… 十 Sn(qn,t). (23) 
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遗憾 的 是 , 对 于 一 般 的 哈密 顿 函数 , 不 存在 一 个 简单 的 准则 来 讨论 方程 (7) 中 变量 分 
离 的 可 能 性 9. 下 面 只 介绍 对 于 保守 系统 或 广义 保守 系统 分 离 变量 的 2 种 简单 情况 : 
1. 设 
H=H(fi(qi,p1),.… , fn (qn, Pn))) (24) 
即 哈密 顿 函 数 依赖 于 ”个 函数 廊 , 而 每 个 函数 f 只 依赖 于 一 对 “ 目 己 的 ?正则 共 斩 
变量 g;,pi;. 假设 


5 关 0 6 一 2 (25) 


哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (13) 写成 
(ee) 


oV y 二 一 ® ee 。 
fi @ 3 ) 一 Qi (i 一 1,2, | ,Nn), (27) 
在 条 件 (25) 下 从 等 式 (27) 可 以 解 出 


必 


= gi(gi, 0i), (28) 
那么 ， 
Y = i(qi, Qi)dqgi, 
2 / gi(qi, Qi)dg 
而 郴 数 
5= -1i+y》、 / gi(qi, Qi)dg; (29) 
i=1 ， 
是 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (7) 的 解 . 在 (29) 中 hh 是 任意 常数 a1,… ,an 的 图 数 : 
h= H(Q,... ,on). (30) 
因为 OS O 
00i0ak Da (i,k = 1,2, , 1), 
根据 (27) 和 (28) 有 j 
Qi _ | 
Dak Ofi/Opk Oik, (31) 
故 条 件 (8) 可 以 写成 


[I 狗 #0 


中 对 这 个 问题 的 研究 参见 : ApoBs-Aposoii M. C. O6 nHTrerpnpoBaHnn ypaBHeHnA TaMnnbpTOHAa- 
ArKo6u MeTONOM pa3nenenua IepeMeHHPBIX // HMM, 1963, T. 27, Bhan. 6, C. 973-987. 


[179] §5。 运动 方程 积分 的 雅 可 比方 法 - 257 . 


并 且 是 显然 成 立 的 . 于 是 , 函数 (29) 是 方程 (7) 的 全 积分 . 


2. 设 需 数 H 表示 为 “因数 的 一 数 ”， 其 中 函数 fi 依赖 于 前 一 个 蚂 数 fii 和 “ 自 
己 的 ” 正则 共 斩 变 量 对 Gi, Di: 


H = fn(fn-1, qn, Pn), fn-1 = fn-i(fn_2, qn-1, pn-i1) 


等 等 , 即 哈 密 顿 消 数 为 


H= fn{::: fs{f2[fi(q1, D1), 92,p2], 93,p3},:** ,qn, Pn}. (32) 
假设 这 £0 (i=1,2,...,n), (33) 


为 了 得 到 方程 (13) 的 解 , 令 


1 1 4d1， Oqi 1， 2 1, 4d2， Da 2)， ) 


fn (wm 3 ) 一 Qn = h, 
Ogqn 


在 条 件 (33) 下 , 从 这 些 等 式 可 以 解 出 


OV G0) Vg 00),... 
Baqi 91(4d1, Q1)) Bao 92(\4d3s Q1, Q2)), ) 


OV ( oa 
Dg, 一 qn\dn, Qn—1, Qnj). 


郴 数 S= -oant+》、 / gi(qi, Qi-1, 0i) dg (34) 
i 二 1 


是 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (7) 的 解 . 容易 验证 , 不 等 式 (8) 在 条 件 (33) 下 成 立 , 所 以 函 
数 (34) 是 方程 (7) 的 全 积分 . 

以 上 介绍 了 非常 特殊 的 情况 , 特殊 的 哈密 顿 函数 结构 使 得 存在 建立 哈密 顿 - 雅 可 
比方 程 一 般 积分 的 一 般 方法 . 但 是 可 以 发 现 , 上 面 的 分 离 变 量 方法 可 以 应 用 于 重要 
的 力学 问题 , 如 谐振 子 问题 、 物 理 摆 运动 问题 、 二 体 问题 、 重 刚体 定点 运动 的 拉 格 表 
日 情况 等 等 . 

下 面 介绍 几 个 例子 . 


例 1 (质点 在 地 球 表面 上 方 的 紧 直 自由 降落 ) 设 Og 轴 竖 直 向 上 , m 为 质点 的 
质量 , 则 
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H= Lp? — mgg, 
2m 
其 中 p 是 相应 于 广义 坐标 g 的 冲 量 , g 是 重力 加 速度 . 
如 果 


1 2 
— p22 =h= a， 
3m? m9d = ho 


则 
p= V2m(a+ mggq), (35) 

哈密 顿 - 雅 可 比方 程 

OS 1 (元 


2 
守 + 吉 (名) -ma (36) 


Ham 
S = -at+ | Vimte tmga)dg 
相应 于 公式 (9) 有 
85 ，83 
Og PP da 
这 些 关系 式 的 第 1 个 给 出 等 式 (35), 由 第 2 个 可 得 


-t+ a = -bp 
2 va 十 71090 


tN/ 2 - 

“pf 7 9 

任意 常数 a, 8 由 初始 条 件 确定 . 设 +t=0 时 g=0,9=0, 那么 由 (35), (36) 和 等 式 
Dp 二 md 可 得 Qa 二 6=0 以 及 


或 者 


2 
z q = 全 p= mgt. 

例 2 (支撑 于 水 平面 和 竖 直 墙 上 杆 的 运动 ) 设 长 为 21 质量 为 mm 的 均匀 细 杆 在 
均匀 重力 场 中 运动 , 杆 的 下 端 沿 着 光滑 水 平面 移动 , 而 上 端 在 运动 中 洛 着 光滑 竖 直 轴 
O2 (图 143), 求 该 问题 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 全 积分 . 

设 qi 是 杆 在 OXY 平面 上 投影 与 OX 轴 的 夹 角 , 而 go 是 杆 与 竖 直 方向 的 夹 角 ， 
与 杆 固 连 的 坐标 系 Gzxyz 的 各 坐标 轴 为 中 心 惯性 主轴 , 且 Gy 轴 位 于 杆 与 OZ 构成 
的 平面 内 . 杆 的 动能 和 势能 为 


1 1 
T = 53(Ap + Bg? 二 Cr?)++ 3mVG, II = mgl cos g», 


其 中 A, B,C 是 杆 对 Gx,Gy,Gz 轴 的 惯性 矩 , 而 p,g,r 是 杆 的 角速度 在 Gx,Gy,Gz 
轴 上 的 投影 , vc 是 杆 质心 的 速度 , g 是 重力 加 速度 . 
对 于 细 杆 有 4 一 B = sml?， C=0. 又 
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p= 92， 4 一 dlsin g2, 
veé = LD (sin? q2G? + 部 )， 
故 
T= Sml?(sin? g2 人 1 + 部) 
利用 拉 格 朗 日 函数 卫 二 全 _ 开 求 得 广义 冲 量 


OL 4 . . 
D1 一 Od1 一 aml sin? d29d1， 
_OL_4 yp, 


因为 系统 是 保守 的 , 哈密 顿 函数 为 末 = 人 十 革 可 以 写成 下 面 形式 
Ee -+ 十 到 ) 

p3 | + mgl cos q2. 
sin? 


令 


877m12? 


那么 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 全 积分 为 


ax 
(3 村 + 哆 ) 二 + mgl cos go2 二 Q2， 
sin” gq» 


8ml2 
S = —Q2t + A191 +| (as2 — mgl cos gq2) 一 


180. 哈密 顿 系统 完全 可 积 的 刘 维 尔 定理 在 第 163 小 节 中 利用 乘 子 理论 已 经 
证 明 , 对 于 方程 


dg OH dp OH 


dt ~ Op;’ dt Og (i = 1,2,.… ,n), (37) 

其 中 万 = 玉 (q;, pi,t), 建立 其 一 般 积 分 只 需 找 到 2ni 一 1 个 第 一 积分 , 构造 第 2n 个 积 

分 可 以 使 问题 完全 解 出 . 在 第 175 小 节 - 第 179 小 节 中 叙述 的 积分 方程 (37) 的 雅 可 

比方 法 给 出 了 更 强 的 结果 : 在 很 多 情况 下 完全 解 出 方程 (37) 只 需 知 道 它 的 ”个 第 一 
对 于 qi,*** ,qn,P1,.*.* ,Pn,t 的 项 数 Uli; 2 ** ,Ul), A 括号 (Ws, Uk) (i, 
定理 ( 刘 维 尔 定理 ) 设 方程 (37) 的 n 个 第 一 积分 


fi(qi,*… ; dn, Pl,*** , Pn, t) 一 Qi 一 const (i 一 1, 2,…， ,Nn) (38) 
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相互 对 合 , 即 
(fr,fs)=0 (7,s = 1,2,.…. ,n), (39) 
A oa(f fn) 
l,jJn 
OpD1 , Pn) A0 (40) 


那么 方程 (37) 可 以 完全 求解 . 
证 明 首先 我 们 可 以 发 现 , 在 条 件 (40) 下 从 方程 (38) 可 以 解 出 广义 冲 量 


Di = Pi(q1,*** ,qn; Q1,*** , Qn, t) (i = 1,2,.… ,n). (41) 
我 们 将 证 明 , 在 定理 条 件 下 有 
ao _ Opk (hl12.. 
Dar ™ Da, (i,k = 1,2,..…. ,n). (42) 


在 方程 (38) 中 将 ps 代替 为 (41) 中 的 pi, 然后 将 得 到 的 第 > 个 恒等式 对 g; 微 
分 得 
Ofr Of. OPk _ 
Og; + 外 7 Opk Ogq 


在 该 式 两 边 乘 以 9f,/6p; 然后 对 i 求 和 得 


Ofr Ofs 一 二 Of Ofs OK 
十 一 -一 一 0 ， = 1,2,.…,， ， 43 
> Ogq; Op:; 2 OpPk OP; Og; (r,s n) (43) 


类 似 地 , 在 方程 (38) 中 将 第 > 个 恒等式 对 qx 微分 ( 当 pi; = w 时 ) 然后 对 求 和 得 


ofr Ofs Ofr 0fs Op:; _ 
> 7 Opk Og + 和 > Opk Opi Ogk 由 


k=1 ?一 1 


如 果 将 上 式 第 一 个 求 和 中 的 下 标 k 换 成 i 并 在 第 二 个 求 和 中 改变 求 和 顺序 , 则 得 


Of. ofs Of. Ofs Op 
一 0 ,3 一 1 2, ,Nn). 44 
3 Op; Og; + > Opk Op; Ogk (r > n) ( ) 


将 等 式 (43) 和 (44) 逐 项 相 减 , 并 考虑 到 条 件 (39) 得 


of of (00: pr) 0 vi 
2 2 Bor Op, (% Da. ) =0 (r,s=1,2,.… ,n). (45) 
从 这 些 关系 式 中 取 ”个 相应 于 某 个 固定 值 > 的 部 分 , 写成 
cfan -0 (s = 1,2,.…. ,n), (46) 


] Opi 
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其 中 


~ Ofr /Op: Opk 
二 Opk (路 Se) | 
在 条 件 (40) 下 方程 (46) 5 只 有 平凡 解 即 
一 Of Op; Op . 

Bp (路 一 Be | =0 (or = 1,2,..…. ,n). (47) 
从 这 些 关系 式 中 取 n 个 相应 于 某 个 固定 值 i 的 部 分 , 完全 类 似 地 可 以 证 明 , 所 有 在 
(47) 的 圆 括号 内 的 表达 式 都 等 于 零 , 即 等 式 (42) 成 立 . 

利用 (41), 将 (37) 中 的 哈密 顿 函 数 中 的 p; 代 以 ws 后 表示 为 H*, 我 们 将 证 明 


ce: =- (i = 1,2,.… ,n). (48) 


i 


由 (37),(41) 和 (42) 有 
OH dp _ dyp; 1) 守 和 _ 和 + Op; OH 


Og dt dt Ogq: Op;’ 
于 是 有 
pw mn OHOp;} OH* 
-ge - j= Op; Og Ogqi; 
于 是 (48) 得 证 . 
设 S 是 di,*** , qn,t 和 常数 CQ1) ** ,Qn 的 也 数 ， 满足 
85 35 ， 
Og; = pi) a 本 —H 》 (49) 


等 式 (42) 和 (48) 是 这 个 函数 5 存在 的 充分 必要 条 件 . 由 数学 分 析 可 知 , 只 需 积分 即 
计算 已 知 函 数 的 积分 . 就 可 以 找到 这 样 的 函数 5. 

等 式 (49) 表明 , 函数 5 满足 相应 于 系统 (37) 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 , 我 们 将 证 
明 5S 是 该 方程 的 全 积分 , 为 此 只 需 验 证 不 等 式 (8) 成 立 . 利用 (49) 的 前 ” 个 等 式 ， 


该 不 等 式 写 成 
Opoil| 


det Ba 


0, (50) 
i,k=1 


这 个 不 等 式 是 方程 (41) 对 ai,… ,an 可 解 的 充分 必要 条 件 . (41) 等 价 于 原 积 分 (38)， 

而 该 积分 在 得 到 (41) 时 已 经 解 出 了 a1,… ,an, 于 是 不 等 式 (50) 成 立 , 5S 是 全 积分 . 
- 当 已 知 全 积分 5 时 , 利用 关系 式 (9) 就 完成 了 方程 (37) 的 求解 . 

可 以 发 现 , 远 不 是 每 个 方程 (37) 都 可 以 完全 求解 的 , 通常 无 法 找到 足够 数量 的 

第 一 积分 . 这 不 是 因为 找 第 一 积分 在 技术 上 复杂 , 而 是 因为 存在 原理 性 的 原因 得 不 

到 可 积 性 巴 . 口 


中 对 这 个 问题 的 详细 陈述 参见 : Ko3nos B. B. HarerpnpyemocTb HL HemHTerpHpPyeMocrE B 
raMHJIPTOHOBO 首 MexaHunre // YMH, 1983, T. 38, Ban. 1, C. 3-67. 
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86. 作用 -- 角 变量 


181. 单 自 由 度 情况 ”我 们 继续 研究 在 第 177 小 节 -第 179 小 节 开 始 研究 的 关于 
保守 和 广义 保守 系统 的 几 个 问题 . 我 们 研究 下 面 周 期 运动 的 系统 , 对 这 样 的 系统 , 德 
洛 内 提出 了 在 第 178 小 节 的 哈密 顿 特征 函数 中 特殊 的 定常 冲 量 or (i = 1,2,:… ,n) 
的 选择 . 这 些 新 冲 量 是 在 寻找 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 全 积分 时 出 现 的 oi 的 n 个 独立 函 
数 , 称 为 作用 (准确 定义 见 下 面 ), 下 面 经 常用 五 表示 , 它们 的 正则 共 斩 坐 标 wi 称 为 
角 变 量 . 用 作用 - 角 变 量 描述 具有 周期 性 的 运动 非常 方便 , 在 摄 动 理论 中 有 广泛 的 应 
用 . 

为 了 理解 德 洛 内 方法 的 本 质 , 我 们 从 单 自由 度 情 况 开 始 . 对 于 单 自由 度 系统 , 相 
空间 是 二 维 平面 gq,p, 周期 运动 只 可 能 有 2 种 类 型 : 

在 第 1 种 类 型 运动 中 函数 q(t), p(t) 是 同 周期 的 . 运动 的 映射 点 在 相 平面 内 画 出 
封闭 曲线 , 这 是 振动 情况 . 在 第 93 小 节 -第 96 小 节 中 讨论 的 单 摆 振 动 就 是 一 个 例子 ， 
该 运动 在 图 94 中 对 应 着 包围 中 心 型 奇 点 的 封闭 曲线 . 

在 第 2 种 类 型 运动 中 g(t) 不 是 周期 的 , 但 当 它 增 大 或 减少 go 时 , 系统 构 形 不 变 . 
相 曲 线 p = p(q) 是 非 封闭 的 , 对 变量 g 有 周期 go.. 第 2 种 类 型 的 周期 运动 称 为 转动 ， 
最 简单 的 例子 是 刚体 定 轴 转 动 , 坐标 g 是 刚体 转角 , 它 改变 go = 27 而 不 改变 刚体 的 
位 置 . 在 图 94 中 转动 情况 对 应 于 分 界线 上 下 的 非 封 团 相 曲 线 . 

设 瑟 = 五 (qp) 是 单 自由 度 系统 的 哈密 顿 郴 数 , 并 且 89H/68p 关 0, 那么 根据 第 
177 小 节 - 第 179 小 节 哈 密 顿 特征 函数 为 V =V(g,a), 其 中 =h 是 积分 五 =h 的 
积分 常数 . 由 第 178 小 节 的 公式 (17) 有 


?= 5 (1) 


为 代替 a 我 们 引入 | 


其 中 积分 沿 着 g 的 变化 周期 (振动 或 转动 , 要 看 方程 H(g,p) = h 确定 的 相 曲 线 ), 了 
称 为 作用 变量 . 由 (2) 可 知 , 了 在 振动 情况 下 等 于 封闭 相 曲 线 内 的 面积 除 以 2r, 在 转 
动情 况 下 等 于 相 曲 线 与 g 轴 上 长 度 为 go 的 线段 之 间 的 面积 除 以 27. 
将 (1) 代入 (2) 得 

-1 fra (3) 
即 7 = I(a)， 在 条 件 dI/da 关 0 下 由 -(3) 得 a = a(7), 于 是 得 到 新 哈密 顿 晴 数 
H = al(7) ( 见 第 178 小 节 ). 引入 作用 - 角 变 量 的 单价 正则 变换 g,p 一 ww 的 母 函 数 
是 qT 的 图 数 了 = Ya,a( 门 ). 角 变量 ww 由 下 面 等 式 确定 


OV 
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于 是 , 引入 单 自 由 度 哈密 顿 系 统 的 作用 - 角 变 量 有 如 下 步骤 : 由 方程 H(g,p) = 
求 出 函数 p = p(g,h), 然后 计算 变量 I 得 h 的 本 数 : 


I= 由 p(g, h)dg; (5) 


求 函 数 = I(h) 的 反 函 数 得 h = h(1). 给 出 变换 yp， w, 了 的 母 函 数 为 


V(a,D) = /poMD)ag (6) 
隐 变 换 gq,p 一 ww,T 由 下 面 公 式 给 出 
OV OV 
p= 3 “= 可 | (7) 
新 哈密 顿 函 数 为 
H=H(1) = AD (8) 
用 作用 - 角 变 量 写成 的 运动 方程 为 
d7 OH dw Of 
qa Bd = 57 = oD) (9) 
由 此 可 得 
T=10=const, w=w(lo)t+t wo. (10) 


w 称 为 周期 运动 的 频率 . 求 w 的 过 程 只 需要 积分 和 求解 某 些 变 量 
可 以 发 现 , 当 坐 标 g 变化 一 个 周期 (振动 或 转动 情况 ), 角 变量 增加 2r. 事实 上 ， 
用 Aw 表示 w 在 9 的 一 个 周期 内 的 增 量 , 考虑 到 (4) 有 
Ow OV 


Avw = 和 一 57559d9 
将 对 z 的 导数 移 到 积分 号 前 面 , 注意 到 (3) 有 
oO [OV 0 


这 就 可 以 理解 为 什么 称 w 为 角 变量 . 在 一 个 周期 内 w 改变 2r, 与 刚体 定 轴 转 
动 完全 类 似 (频率 w 类 似 于 角速度 , w 类 似 于 转角 ) . 
例 1 (刚体 定 轴 转动 ) 假设 没有 外 力矩 ， 4 是 刚体 对 转动 轴 的 惯性 和 矩 ，P 是 转 
角 , 则 
T= 工 402， II=0 pp = Ay, H= De 
2 24 
设 所 > 0, 由 方程 且 二 hh 求 得 ps = V2Ah, 于 是 


/9 4 27 
I podw 一 Ss 上 dw 一 V 2Ah; 
0 


~ 27 
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例 2 (频率 为 w 的 谐振 子 ) 哈密 顿 函 数 取 为 


1 
~ H= jw(g +p°). 


由 方程 也 二 h 得 了 = 十/ 人 _ 02. 如 果 在 等 式 


1= 译 fr 


的 右边 做 变换 g = 二 V2h/wsinzx, 则 得 
27 
1= 二/ cos’ zdz = 2 
TW Jo LU 


即 
7H = wlI. 


变换 g,p 一 w, 了 的 母 函 数 为 


v=+ /VE-rar -+ /Vi Ra 
由 公式 (7) 得 引入 作用 - 角 变 量 的 变换 
q = V2Isinw, p= V2Icosw. (11) 
变换 (11) 在 第 170 小 节 的 例 6 已 经 见 过 . 


182. 单 摆 运 动 问题 的 作用 - 角 变 量 单 摆 运动 问题 在 第 93 小 节 - 第 96 小 节 中 
已 经 详细 讨论 过 . 改变 一 些 记号 将 单 押运 动 微分 方程 写成 


dg 二 + wesing=0. . (12) 
这 个 二 阶 方程 也 可 以 写成 哈密 顿 函 数 为 
H= 二 一 wy cosg (13) 


的 两 个 一 阶 微分 方程 
为 了 引入 作用 - 角 变量 , 要 分 别 考虑 振动 和 转动 2 种 情况 
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在 振动 情况 下 , 积分 HH = h 的 积分 常数 满足 不 等 式 . 一 wi < h < wi. 设 8 是 振 
幅 , 如 果 ki = sin 5 则 


h = 2wdk? — we, (14) 
而 作用 的 计算 公式 为 
1 人 1 /? 
-未 r= vas (15) 
其 中 
p= 2wot/ ii 一 sin? 7 (16) 
引入 变量 来 代替 g 
v= arcsin (二 sing ) ) (17) 
表达 式 (15) 可 以 改写 成 
Tn 
_ 8wo /3 k? cos?2 
一 | a 
1 
(18) 
5 9 d 
= 由 ri ; 
1 
即 
-20 [p(n) -和 一 万) 天 (bo 中 (19) 


其 中 天 和 瑟 分 别 是 第 类 和 第 一 类 全 椭圆 积 分 
等 式 (19) 确定 了 ki 的 函数 . 将 它 的 两 边 对 1 微分 , 考虑 到 第 95 小 节 的 公式 
(21), 得 
of _ -0 
Ok1 


可 见 总 “0 因此 根据 隐 函 数 定理 , 等 式 (19) 对 有 可 解 , 并 且 函 数 局 对 了 的 导数 
为 


—— kK 人 (ki). (20) 


Ok1 A 
一 二 一 一 一. 21 
ol 8woki1K (ki) ( ) 


新 哈密 顿 函数 1 只 依赖 于 7, 由 (14) 和 (19) 确定 , 去 掉 不 重要 的 常数 -wi 得 
H = 2wd kt, (22) 


其 中 i = ku(T) 是 I(ki) 的 反 函 数 , 由 (19) 确定 . 
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由 (21) 和 (22) 求 得 振动 频率 
ON OH Ok1 TWO 


"1= 57 7 ki 67 ™ 23K) (23) 
对 于 振动 周期 7 二 2 有 T= 人 与 第 96 小 节 中 得 到 的 一 致 
正则 变换 wp 一 w,7 的 母 函 数 (6) 在 变量 替换 (17) 下 得 
V(g,T) = dwo[E(Y, ki) — (1 — k2)F(, ki)], (24) 


其 中 已 和 互 分 别 是 第 一 类 和 第 二 类 椭圆 积分 , 多 由 等 式 (17) 确定 , 而 hl = ki(7) 由 
(19) 确定 . 

根据 (7) 的 第 2 个 公式 , 角 变 量 为 2 
ev OV Oh 


将 (24) 两 边 对 ki 微分 给 出 
OV OE OE Ov OF oF Oy 
Bk = 0 元 + 苑 珊 +2nP-G- 肝 (过 + 襄 趟 )| (26) 
又 由 (17) 得 py ny 
sin 
Ok! ki COSY (27) 
利用 这 个 公式 以 及 第 95 小 节 中 关系 式 (13), (14), (19) 和 (20), 等 式 (26) 变 为 
O 
了 = 4wokiF(Y, 有 (28) 


考虑 到 (21) 和 (28), 由 公式 (25) 得 出 


» 
pwn)= 人 dr 
的 0 /1—k2sin’z 


即 
= am 和 人) (29) 


nT 


由 (16),(17) 和 (29) 可 得 单 摆 振 动情 况 下 引入 作用 - 角 变 量 的 正则 变换 


q 一 28arcsin [am (~ 可] ， 


Dp = 2wokicn 全 a) . (30) 


@ 原 文 下 面 公 式 有 误 , 已 更 正 . 
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这 个 变换 是 单价 的 , 对 w 以 27 为 周期 , 它 将 哈密 顿 哈 函数 (13) 变 为 (22). 
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下 面 研 究 摆 转动 情况 , 这 时 能 量 积 分 中 的 h 满足 不 等 式 h > wf. 因为 将 p,q 替 
换 为 -p, 一 g 哈密 顿 函 数 (13) 不 变 , 故我 们 只 研究 p 为 正 的 转动 情况 . 设 上 = 0 时 有 


q = 0,p = po > 0, 那么 


1 2w2 
h= 5p0 wb 一 尼 wb 

其 中 > 

4w 9w2 

2 SW0 _ 0 
相 曲 线 p = p(g,h) 由 下 面 方程 给 出 
2wo 2 
Dp 二 By 1 一 K2 sin? > 


作用 了 的 表达 式 为 
= 去 r= 名 三 1 一 克 sin? 5d9， 
或 者 利用 被 积 表达 式 的 偶数 性 并 做 变换 g = 2z 得 


4wo 
:和 V1- ksin’ Zdz， 


4woB (ka) 
Tko 


利用 第 95 小 节 中 关系 式 (21), 由 (34) 求 得 
OI dwoK (ko) 


Bp 
I= 


Ok nkz 
因为 97/6ka 关 0, 故 等 式 (34) 对 各 可 解 , 并 且 ks 对 了 的 微分 为 
Oks nkz 


Or 4woK(k2) 
新 哈密 顿 函数 由 (31) 和 (34) 确定 . 去 掉 不 重要 的 常数 -wi 得 


其 中 ks = kz(7) 是 I(ko) 的 反 取 数 , 由 (34) 确定 . 
考虑 到 (35), 转动 频率 表达 式 为 


ox on Ok> TWO 
WwW» 二 一 


OI Di OI kK (K2) 


(31) 


(32) 


(33) 


(34) 


(35) 


(38) 


(37) 
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在 时 间 段 2r/ws 内 q 的 增 量 为 27. 
母 函 数 (6) 的 表达 式 为 


V(g,D) = 7 (下 ) (38) 
角 变量 的 引入 借助 公式 
_ OV _ OV Ok 
“Tor Ok Of 


利用 (35) 和 第 95 小 节 中 的 (20) 该 公式 变 为 


tee p(n) 


nT 


由 此 式 和 (33) 得 


q = 2am (EY) ， p= dn (ee ) (39) 
其 中 ks = ko(7) 由 (34) 确定 . 公式 (39) 给 出 单价 正则 变换 将 哈密 顿 葡 数 (13) 变 为 
(36). / 


183. n 个 自由 度 系统 的 作用 -- 角 变量 ”只 考虑 第 177 小 节 中 由 哈密 顿 特征 函数 
确定 的 方程 (13) 是 分 离 变量 的 , 那么 


V = Vi(g,Q1, 02,.… , Qn-_1,h). (40) 
i=1 
由 此 式 和 第 178 小 市 中 的 公式 (17) 得 
5 一 A = pi(qi, al 02,** Qn-1,h) (i= 1,2,...,n). (41) 
这 些 方程 给 出 了 2n 维 相 空间 q1,… ,gn,p1,… ,pn 中 的 轨迹 在 平面 qi,pi(i = 1， 
2,… ,n) 上 的 投影 . 假设 在 每 个 平面 内 的 运动 都 是 周期 的 , 即 在 平面 qi,p; 内 曲线 
(41) 是 封闭 的 或 者 对 变量 % 是 以 gm 为 周期 的 
由 于 系统 是 完全 分 离 变 量 的 , 对 于 固定 的 az，…… ,Qn-_1;,h, 在 平面 gi,p; (= 
1,2,… ,n) 内 的 运动 都 是 独立 的 , 可 以 像 在 第 181 小 节 中 对 单 自由 度 情况 那样 研究 ， 
于 是 有 1 1 OV 
n= rd (i = 1,2,.… ,n), (42) 


其 中 积分 沿 着 运动 的 一 个 整 周 期 . 等 式 (42) 确定 n 个 函数 五 = 天 (at aa 
Qn_1h), 由 于 dm (i = 1,2,…,n) 的 独立 性 , 这 些 孙 数 五 是 独立 的 . 五 …… ,也 
可 以 取 为 新 冲 量 (代替 Q1, CQ2， , Qn—1, h), 那么 


Q1 一 fi(n,12,.… , Ln,), Q2 二 fo(11, 12,:…: , Tn), ; 
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an 1 一 万 -100 7 ,hn), an = fn(D, TL, 1,). 
将 它们 代替 (40) 得 
=T( gw 五 
关系 OV OV 
Pi= gr Wi= G7 (i= 1,2,... ,n) (43) 


隐 式 给 出 的 单价 正则 变换 将 原 变 量 qi, p; 变 为 作用 - 角 变 量 ,wi. 新 哈密 顿 函数 为 


H = fn(D1, 2, ,In). (44) 
新 坐标 ( 角 wi) 是 循环 坐标 . 
用 新 变量 写成 的 运动 方程 为 


dt ) dt 07 


其 中 w; 是 周期 运动 (在 平面 qi,zi 内 ) 的 频率 . 

可 见 , 德 洛 内 方法 可 以 通过 研究 函数 互 和 V 得 到 所 有 的 频率 , 完全 不 需要 研究 
系统 的 运动 . 

我 们 将 证 明 , 第 i 个 角 变量 w; 在 第 ; 个 坐标 变化 一 个 完整 周期 后 得 到 增 量 为 


Aw:; 一 270ij， 
其 中 6;; 是 克 罗 尼 克 记 号 . 事实 上 , 利用 公式 (42) 和 (43) 求 出 
Owi OV ,i 0 OV 0 
Aw:i 一 5 一 OL0g; 4d; 一 OL Bo 一 B72") 一 270ij. 


评注 4 如 果 di 是 循环 坐标 , 则 相应 的 冲 量 p; 是 常数 , 在 qi,pi 平面 内 的 轨迹 
是 直线 , 那么 在 gi,p; 平面 内 的 运动 可 以 认为 是 以 任意 gio 为 周期 的 (转动 类 型 ) 取 


qio 一 2r, 则 
一 27 2 人 pidq = 过 qi = Di 
即 在 q; 是 循环 坐标 情况 下 作用 五 与 冲 量 Pi 一 致 


184. 二 体 问 题 中 的 作用 -- 角 变量 ”二 体 问题 在 第 8 章 81 研究 过 , 这 里 将 研究 
该 问题 中 的 作用 - 角 变量 .我 们 继续 使 用 第 8 章 81 的 记号 , 认为 轨道 是 椭圆 (或 
者 特殊 情况 是 圆 )，P 点 到 引力 中 心 O 的 距离 7 满足 不 等 式 ri<r<r2, 其 中 r1 = 
a(1 一 e)， 72 =.al(l 十 e) (a 是 轨道 半 长 轴 , e 是 偏心 率 ). 由 此 式 以 及 第 8 章 81 的 公 


式 可 得 2 
ri 十 ra 一 2a0， Tir2s =a(l—e’)=ap= 于-， (45) 
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其 中 p 是 轨道 参数 , c 是 面积 积分 常数 ,k 在 第 115 小 节 给 出 了 定义 . 


[184] 


第 115 小 节 的 二 体 问题 方程 (1) 相应 于 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 , 其 拉 格 朗 日 函数 
为 L=T-_ 其 中 工 = 3 TT - -2 速度 平方 v? 用 球 坐 标 ( 见 图 9) 写 出 的 表 


达 式 为 第 9 小 节 中 的 (30), 所 以 
L= (1? +r?sin? 6? 十 r20) 十 =， 


广义 冲 量 为 
Dr =7, Do = r2 sin? Gp, pe = r20, 


而 哈密 顿 消 数 互 = 工 十 I 写成 


1 p2 D2 k 
H== [yp 2 二 2 | -< 
(e+ r2sin20 + 7r2 7 


vp 是 循环 坐标 , 所 以 ps = ao = const, 哈密 顿 特征 函数 为 


V = aypyp + / pod0 十 / Drdr， 


和 2 2 
» Qy 2 2 QQ 2k 
一 一 一 = AQ = const, 十 一 一 一 = 二 2Q3 = const, 


常数 2as 等 于 第 117 小 节 中 能 量 积分 (7) 中 的 常数 h, 对 椭圆 轨 道 是 负数 . 


由 (49) 可 得 


9k a2 2aas(r — 71)(r2 —7) 
2 0 
pr=203+ -= 


比较 Tr 的 同 次 系数 给 出 Q0, 0Q3 与 T1,72 的 关系 : 


k 
1 十 72 二 一 一 ， 7172 三 一 三 ， 
CQ3 2 


比较 (45) 第 1 式 和 (51) 的 第 1 式 得 


比较 (45) 第 2 式 和 (51) 的 第 2 式 得 
CQ6 一 C， 


即 (49) 中 的 常数 ae 等 于 面积 积分 常数 . 
下 面 引 入 作用 五, 五, 了. 因为 yp 是 循环 坐标 , 故 根据 上 小 节 的 评注 有 


Lo = py = ay. 


(46) 


(47) 


(48) 


(49) 


(50) 


(51) 


(52) 


(53) 


(54) 
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I, Jo 由 下 面 等 式 确定 


1 1 
= 二 ¢ podb， 厂 = 元 由 prdr. (55) 


为 了 计算 (55) 的 第 1 个 积分 , 我 们 发 现 对 于 球 坐 标 有 下 面 关 系 式 中 
2T = pr? + ppp + ped. (56) 


如 果 在 轨道 平面 内 引入 极 坐 标 7,w (> 为 真 近 点 角 ), 则 2T = 2 十 7? 训 ，p， = 
Tr， pv 三 r2v. 对 于 冲 量 pv 考虑 到 面积 积分 r=c 和 公式 (53) 有 Dy = C= Qo. 表 
达 式 2T = pw? 十 pvv 可 以 写成 


27 = Dr + Qorv. (57) 
比较 公式 (56) 和 (57) 的 左边 , 考虑 到 等 式 (54) 可 得 
ped0 = aodv — Tdy. (58) 


点 已 沿 着 轨道 转动 一 圈 , 角 0 完成 一 次 振动 , 角 ” 和 改变 了 2r, 所 以 由 公式 (58) 
可 得 (55) 的 第 1 个 积分 万 = ao 1p, 即 


Co 一 Lo 十 76. (59) 


当 7 从 ri 增加 到 ra 时 (55) 的 第 2 个 积分 中 Pr 为 正 , 而 当 7 从 ma 减 小 到 六 
时 z, 为 负 . 考虑 到 关系 式 (50) 有 


六 二 一 1/ Ye dr (60) 


为 了 计算 该 公式 右边 的 积分 , 用 新 变量 z(7) 代替 7， 


Tr1 十 2 
1 十 Z2 


那么 


T(r1)=0, Zz(r2)= 十 co， 


所 以 
2V os 一 ~ | 人 


全 二 寺 十 r272)(1 十 Z7)a 


(61) 


中 参见 : Tonaxcreiin TT. Knaccnueckan mexaHgnka. M.: Hayra, 1975. 
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(61) 中 被 积 表达 式 可 以 写成 


rz2 1 7r1 1 T1792 1 J. 1 
(71 十 7r222)(1 十 72)2 加 ro 一 TI 17o 一 7r1 1 十 72 To 一 7T1 7]1 十 ro72 (1 十 72)2 


又 由 于 
dz | wy ”> dz 7 ™» dr 不 
| 1 二 z2 2 | ri 二 ror? 2Vrirz’ | (1 十 z2)2 4 
故 通过 积分 和 不 复杂 的 变换 , (61) 写成 
V 一 2Q3 


太一 a(n + 72 — 2Vrir2). (62) 
应 用 (51) 的 m + ra 和 rir 的 表达 式 , 并 考虑 到 等 式 (59), (62) 可 以 写成 如 下 公式 
b= i +h) (63) 


根据 (47) 和 (49) 有 = as, 所 以 考虑 到 引入 作用 - 角 变量 的 正则 变换 是 单价 的 , 由 
(63) 得 到 如 下 用 变量 到 ,和 ,了 表示 的 哈密 顿 陋 数 : 


k2 
2(1 + Ts + 1o)> 
相应 于 , I, 1 的 角 变 量 记 为 wj, wy, wo, 因为 
or _ ON _ ON 
ol. DJ Ol 
故 相应 的 频率 wi, wp,we 都 相等 ， 因为 质点 沿 着 椭圆 轨道 的 运动 是 周期 的 ( 见 第 
121 小 节 ), 这 个 结论 是 正确 的 . 
185. 德 洛 内 元 素 我们 引入 比 变量 ,1,16,wr, wp,we 有 更 明确 几何 意义 和 
力学 意义 的 新 变量 7 wi (i = 1 2,3). 为 此 先 做 变换 


KH = (64) 


W1 一 We 一 由 bg， Wo = Wom Wr Ws = Wr, (65) 


n=, Lb=1lo+l, B=I+1,+ ho. (66) 


利用 第 169 小 节 中 的 某 个 判 据 可 以 验证 , 等 式 (65) (66) 给 出 单价 正则 变换 . 用 

新 变量 写成 的 哈密 顿 函数 为 
H = 了 (67) 

272 


下 面 解释 变量 六 ,ww (i = 1,2,3) 的 意义 . 考虑 到 万 = as 由 (52) 和 (67) 求 出 ， 
Is = Vka. 、 (68) 
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进而 有 
dt Ol 及 (ka)3/2 5 


其 中 n 是 平 运动 ( 见 第 121 小 节 中 公式 (20)), 即 ws 与 平 近 点 角 n(t 一 7) 相差 一 个 
常数 ( 见 第 122 小 节 ; 7 是 P 点 过 近 心 点 时 间 ), 假设 该 常数 为 零 , 则 


1w3 三 nl(t 一 T). (69 ) 


下 面 来 看 正则 共 轿 变量 有 ,wo. 由 (53),(59) 和 (66) 可 知 , 王 =c, 即 有 是 点 书 
对 引力 中 心 的 动量 矩 大 小 . 又 由 (45) 可 知 c= Vka(l 一 e2), 所 以 


1» = Vkal(l — e2). (70) 
因为 dw2/dt = 0H/61 = 0, 故 wo 是 在 轨道 平面 内 的 某 个 常 值 角度 , 令 
2 一 以， (71) 


其 中 w 是 从 节点 到 近 心 点 的 角 距 离 ( 见 第 123 小 节 ). 

最 后 来 看 变量 石 ,wa. 根据 (54) 和 (66), 五 = ay, 即 五 是 尸 点 动量 矩 在 Oz 轴 
上 的 投影 ( 见 图 9 和 图 126). 考虑 到 dwi /dt = 97/570 = 0 得 , wi 是 平面 Oxy 内 的 
某 个 常 值 角度 , 我 们 取 wi 为 升 交 点 赤 经 9, 于 是 有 ( 见 图 126 和 公式 (70)): 


N=ccosi= Tcosi= Vka(ll ~—e?)cosi, wi= 0, (72) 
其 中 i 是 轨道 倾角 . 

这 样 引 入 的 正则 共 斩 变 量 ,12, 13, wi, 2w2, ws 称 为 德 洛 内 正则 变量 或 者 简称 德 
洛 内 元 素 , 效仿 德 洛 内 用 记号 H,G,L,h,g,l 来 表示 (不 要 混淆 德 洛 内 元 素 记号 
万 ,了 工 , 尹 与 哈密 顿 函 数 、 拉 格 朗 日 函数 和 能 量 积分 常数 )， 由 式 (68)~(72) 可 得 德 
洛 内 元 素 与 通常 的 轨道 要 素 之 间 的 关系 : 

L=Vka, l=n(t—7), 


G= Vka(ll —e?), g=w, (73) 
H= Vka(ll ~e?)cosi, h=Q0. 
二 体 问 题 的 哈密 顿 函 数 用 德 洛 内 变量 可 以 写成 
k2 
jr 
两 组 庞 加 菜 正 则 元 素 . 对 于 很 多 应 用 (例如 研究 行星 的 运动 ) 需要 正则 共 罗 变 
量 中 有 些 在 小 偏心 率 和 小 倾角 时 是 小 量 , 庞 加 莱 引 和 2 组 这 样 的 变量 , 称 为 庞 加 莱 
元 素 . 


(74) 
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第 1 组 庞 加 菜 元 素 A,T, 2, 入 ,Y,z 与 德 洛 内 元 素 的 关系 由 单价 正则 变换 得 到 : 
A=L, T=L-G, 2=G-H, 
A=il+g+h, Y= -gh, z=—h. (75) 
由 此 式 和 (73) 可 将 元 素 A,T, 2, 和,y,z 用 通常 轨道 要 素 表示 出 来 
A=Vka, AM=n(t—7)+w+Q), 
T=Vkall— Vi~e), y=-w—0, (76) 
2Z = Vka(l ~ e2)(1 — cosi), z= -0. 
对 于 小 偏心 率 和 小 倾角 的 轨道 , 元 素 TI, 2 分 别 是 e2,2 的 量 级 . 
第 2 组 庞 加 菜 元 素 人 ,入 与 第 1 组 相同 其 它 4 个 元 素 由 下 面 公式 定义 (&,p 是 


冲 量 , m,g 是 坐标 ): 
£= V2Tcosy, 7 = V2rsin’y, 


p= V2Z cosz, 9q= V22 sinz. (77) 


对 于 小 偏心 率 和 小 倾角 的 轨道 , &,n 和 p,q 分别 是 e 和 i 的 量 级 . 
对 于 第 1 和 第 2 组 庞 加 莱 元 素 , 二 体 问题 的 哈密 顿 函数 为 
k2 
一 一 5A5 (78) 
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186. 引子 ”实际 力学 系统 运动 微分 方程 的 精确 积分 只 在 极 少数 情况 下 是 可 能 
的 , 所 以 产生 了 很 多 近似 地 研究 力学 系统 的 方法 , 其 运动 方程 不 能 精确 积分 , 但 同时 
其 某 个 简化 问题 有 精确 解 . 这 个 简化 问题 称 为 无 摄 动 问题 , 这 些 方 法 构成 了 摄 动 理 
论 , 该 理论 在 很 多 用 微分 方程 描述 过 程 的 科学 技术 领域 有 非常 广泛 的 应 用 . 

在 摄 动 理论 中 假设 实际 系统 ( 摄 动 系统 ) 与 简化 模型 (无 摄 动 系统 ) 之 间 的 差别 
可 以 看 作 微 小 摄 动 . 例如 , 在 力学 系统 上 除了 作用 着 基本 力 , 还 有 与 基本 力 相 比 很 小 
的 其 它 力 , 这 就 是 摄 动 . 又 如 , 如 果 忽 略 太阳 并 认为 地 球 和 月 球 是 质点 , 则 月 球 绕 地 
球 运动 的 无 摄 动 问题 就 是 二 体 问 题 . 太阳 引力 的 影响 以 及 地 球 、 月 球 与 质点 的 差别 
是 小 量 , 可 以 认为 是 摄 动 , 可 以 用 摄 动 方 法 考虑 . 

有 时 力学 系统 的 运动 方程 非常 复杂 , 无 法 得 到 精确 解 , 但 是 可 以 选取 一 个 其 它 
系统 使 其 与 原 系统 差不多 一 样 , 而 且 运 动 方 程 可 以 精确 求解 . 原 系统 和 所 选取 的 系 
统 的 差别 归结 为 微小 摄 动 . 

在 力学 中 详细 研究 运动 方程 可 以 精确 积分 求解 的 系统 , 这 是 因为 它们 常 作为 复 
杂 实 际 系统 的 无 摄 动 问题 . 
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用 摄 动 理论 的 方法 可 以 研究 力学 系统 在 有 限时 间 内 (尽管 有 时 时 间 很 长 ) 的 
运动 . 
本 节 应 用 摄 动 理论 中 的 正则 变换 研究 哈密 顿 方程 描述 的 系统 的 运动 . 
187. 力学 问题 的 常数 变异 ”假设 在 力学 系统 的 运动 方程 


dqg; OH dp; OH 。 
一 ~ 一 一 -一 一 一 一 1 2... 1 
dB da, (i = 1,2,... ,n) (1) 


中 的 哈密 顿 函 数 万 (gi, pi,t) 可 以 写成 


H= Hot+Hi, (2) 


并 且 阴 数 Ho 对 应 的 微分 方程 


dg _OHo dp: __9H 


dt Op’ dt Og 
可 以 积分 出 来 . 设 (3) 的 解 为 


(= 1,2,... ,n) (3) 


di 二 qi(q10,*…: ,; dn0, D10,*** , Pno, t), Di = pi(q10,*…: ; dn0, P10,"* , Pno, t), (4) 


其 中 di0 和 Pio 是 t=0 时 di, Di 的 初 值 . 为 了 积分 方程 (1), 我 们 取 di0, Di0 为 新 变 
量 , 按 公式 (4) 作 变 量 替换 , 这 就 是 哈密 顿 方程 (1) 描述 的 力学 系统 的 任意 常数 变异 
问题 . 

公式 (4) 给 出 ( 见 第 171 小 节 ) 单 价 正则 变换 , 这 个 变换 有 逆 变 换 : 


di0 二 qio(q1,*… ;dn D1) , pn, t), Di0 = pio(q1,*…: ; dm P1,°** , Pn, t), (5) 


它 也 是 单价 正则 变换 . 于 是 函数 (5) 的 泊 松 括号 满足 下 面 等 式 ( 见 第 167 小 节 ): 


(qio, qk0) = 0, (pio, Pk0) = 0, (qio, Pk0) = ik. (6) 
此 外 , 根据 第 167 小 节 , 作为 方程 (3) 的 积分 , 也 数 (5) 满足 等 式 
+ (gi0, Ho) = 0, SP + (pi0, Ho) =0. (7) 


我 们 将 利用 (1) 求 新 变量 qio, pio 对 时 间 的 导数 . 将 表达 式 (5) 微分 并 考虑 到 等 式 (7) 
和 (2) 得 
dqio _ Ogqio > ( 守 dgqk Ogqio mp _ Ogio + (gio, H) 


dt a Bq dt Op dt dt 


一 一 (qio, Ho) 十 (qio, H) 一 (qio, H 一 Ho) 一 (gio, Hi1), (8) 
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dpi0 _ Opio > (ee dqk ，Opio dpk ) _ Opio 


dt ”6 ao dt pk dd) ot + (pio, 


= —(pio, Ho) + (pio, H) = (pio, H — Ho) = (pio, Hi). 
设 H* 是 作 变 量 替换 (4) 后 的 晒 数 Hi, 那么 


OH -次 ( 色 名 ， OH pe 
‘Og Ci \0g0 Og opo Ogqk 


oHi -Vy 人 Ogqio eh pi ) 
Opy 全 \ Oq10 Opk Bo am 


利用 这 些 等 式 和 关系 式 (6) 得 


一 paio OHi! oOgio 0H :) 
i0, Hi) = 一 — 
(qi0, H1) 2 (于 Opk Opk Oqk 


-Vy Oqio 3 (Ba Ogqio .0H 5 ) 
Ogqk 7 \ Oq10 Opk ” pi Opk 


Ogqio (人 pqo OH: 2 ) 
— 一 十 一 一 -一 
2 Bo :> 


Oqi0o Ogk Oplo Ogk 


H) 


k=1 
~ OH? ~ OH: 
一 i0， 十 人 ”Ndz0)， 
2 5 (qio, qio) By. (qio, pi0) 
OH 
Opio 
类 似 地 
(pio, Hi) = oi dl0) 一 5 (pio pi0) = _c21 
ee 而 Ogqio 
利用 (11) 和 (12) 将 方程 本 (9) 写成 
dqio 0 dpio _ oH (= 1,2,... ,n), 


dt Opo” dt Ogqio 
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(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


如 果 五 = i 则 gio,pio 是 常数 , 而 描述 它们 变化 的 方程 是 以 Ho 十 Hi 为 哈密 顿 函 数 
的 正则 方程 , 并 且 相 应 的 哈密 顿 函数 H* 通过 公式 (4) 将 qi,p; 代入 “ 摄 动 " 隐 数 本 


获得 , 公式 (4) 是 以 Ho 为 哈密 顿 陋 数 的 “无 摄 动 " 柯 西 问题 的 解 . 


方程 (1) 的 任意 常数 变异 问题 也 可 以 用 其 它 方 法 研究 . 设 “ 无 摄 动 "方程 (3) 的 


解 利用 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 


OS OS 
去 + Ho (Bt) 一 0 


(14) 
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求 得 , 设 5 = 5(q… ,qna ,an 昌 是 该 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 全 积分 . 对 方程 
(1) 按 第 175 小 节 的 公式 (9), 以 全 积分 5 为 母 函数 作 正 则 变换 
89 95 
Og; = pi, Oa, 
在 这 个 变换 下 新 坐标 为 a1,… , an, 新 冲 量 为 81,… , Bn. 新 哈密 顿 明 数 KH(a,:… ， 
an, B1,… ,Bn) 按 下 面 公 式 计 算 ( 见 第 173 小 节 ): 
OS 


和 = Ho+ 且 + 部 


注意 到 方程 (14) 有 M = H:*, 其 中 H* 是 根据 方程 (15) 用 ai, Bi,t 表示 的 函数 Hi. 
如 果 在 “ 摄 动 ” 系 统 中 Hi = 0, 则 新 变量 ai, 86， (i = 1,2,… ,n) 是 常数 , 并 满足 方程 


da; OHY dB; OH? 
dt OB; 》 dt Oa; (i = 1,2, , 1). (16) 


为 了 得 到 方程 (1) 的 解 , 需要 由 方程 (15) 求 出 函数 


= -PB (i=1,2,...,n), (15) 


di = qi(Q1,.…: , Qn D1,* , Bn., t), pi = pi(Q1, ,am PB1,**- , Pn, t) 


并 将 方程 (16) 的 解 a;, 6; 代入 . 

可 以 发 现 , 在 得 到 方程 (13) 和 (16) 时 没有 假设 “ 摄 动 ” Hi 是 小 量 , 然而 , 当 Hi 
与 Ho 相 比 是 小 量 时 , 例如 , 函数 Hi 为 小 量 s 的 量 级 并 要 求 在 < 很 小 的 情况 下 求解 
方程 (11), 上 述 任意 常数 变异 问题 的 求解 更 加 有 效 . 


188. 经 典 摄 动 理论 设 方程 (1) 的 哈密 顿 函 数 可 以 写成 小 参数 e 的 级 数 形式 : 


H= Hot+eHi+:., (17) 


当 e = 0 时 方程 (1) 可 积 ( 即 可 以 找到 其 一 般 积分 ), 选择 正则 共 斩 变量 g;, p; 使 相应 
的 无 摄 动 问题 的 哈密 顿 函 数 Ho 只 依赖 于 冲 量 , 即 


Ho 一 Hol(p1, 四 , Pn ). 


例如 , 当 无 摄 动 系统 可 以 利用 分 离 变量 通过 雅 可 比方 法 积分 , 而 其 运动 具有 周期 性 ， 
那么 p; 是 作用 变量 , 而 用 作用 - 角 变 量 写 出 的 摄 动 瓦 - Ho 对 角 变 量 q1,… ,qn 是 以 
2r 为 周期 的 . 


da; _ 0Ho wail ,,, ) dp; 0 (18) 
dt 一 Dpi 一 Wi\D1,， ) Dn)), dt 一 
可 以 积分 出 来 


pi 一 Di0 = const， di 一 wi(Dp10…… ,Pn0)t + qio. (19) 
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对 于 在 非 零 小 参数 s 下 运动 的 近似 研究 , 在 力学 中 有 以 正则 变换 为 基础 的 摄 动 
理论 为 专门 工具 . 我 们 这 里 局 限于 研究 单 自 由 度 保 守 或 广义 保守 系统 (n = 1),2 哈 
密 顿 阴 数 (17) 有 


H = Ho(p) + eHi(g,P)+*…, (20) 

其 中 友 , 可 以 写成 傅 里 叶 级 数 形式 
Hi = 豆 人 +y (ax(p) coskg + bi(p) sinkg), (21) 

k=1 


其 中 互 (p) 是 函数 Hi 的 平均 值 : ， 
_ 1 Tt 
Hi(») = 去 / Hi(g, p)dg. 
我 们 要 寻找 正则 变换 g,p 一 9*,p* 将 哈密 顿 函数 (20) 变 为 
H= Hi(p')+e Hi(q',p") +-.…, (22) 


该 变换 近似 于 恒 等 变换 , 由 下 面 公式 给 出 ( 见 第 174 小 证 ) 
,05 _ 051 


Op* ， 也 Og 


q (23) 


其 中 
S1(g,p”*) = gp* + eS1 (oo (24) 
选择 暂时 未 知 的 函数 5(1 使 哈密 顿 函数 用 新 变量 写成 (22). 
将 (22) 代入 (23) 得 8S0 (gp 
Op* 
OS (g,p*) 
Oq : 


4 =qg+é 


9 


p=p 十 6 
精确 到 = 量 级 可 得 显 式 的 变换 
一 ak*# 一 951 (gm) 
d d Op* 9 
O51 (gq*,p*) 
Og* 
因为 变换 是 单价 的 , 而 函数 51 不 显 含 t, 故 根据 第 174 小 节 的 公式 (63), 新 哈密 顿 晴 
数 由 老 哈密 顿 函 数 通过 用 新 变量 代替 q,p 获得 . 将 (25) 代入 了 艺 数 (20) 得 


H= Ho(p*) + eH1(p’) 
SV(g,p*) 它 
十 E op") a 十.》 (akp(p*) cos kg* + br(p*)sin kg*)| + ,， 
k=1 


p=p*+e (25) 


(26) 


@ 然 而 , 当 n>2 时 摄 动 理论 会 出 现 单 自由 度 系统 所 没有 的 原理 性 困难 . 参见 : Cu.: Apaomsa B. 


HH. Manple 3HaMeHaTeIM WU IPO6meMPI :yCTOMYUMUBOCTH NBUKEHUA B KAACCHYUECKON WH HeOecHOH 
MexaHMKe // YMH, 1963, T. 18, Bhin. 6, OC. 91-192. 
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其 中 
w(p) = 2 


为 了 使 具有 形式 (22), 需要 在 函数 (26) 上 消去 依 检 于 d* 的 s 量 级 的 项 , 为 此 令 


(27) 


网 1 br(p*)coskg* — ax(p* sin kg” 


这 样 选择 的 函数 S(? 使 得 公式 (26) 中 方 括 号 内 的 表达 式 恒 等 于 零 , 新 哈密 顿 函数 
具有 形式 (22), 且 

Hi(p’) = Ho(p*) + eHi(p’). (29) 
如 果 在 函数 (22) 中 去 掉 e 的 二 阶 以 上 的 项 , 则 其 相应 的 方程 

dg” DOH0) dp* 


dt Op* dt 
立刻 可 以 积分 出 来 . 将 这 个 解 代 和 人 变换 公式 (25) 得 原 变量 g,p 的 摄 动 系统 的 近似 


蔽 


上 面 我 们 给 出 了 e 的 一 阶 近似 报 动 理论 , 可 以 类 似 地 研究 高 阶 近似 . 


189. 线性 哈密 顿 微分 方程 设 (1) 的 哈密 顿 隐 数 不 显 含 时 间 且 系统 有 di, Pi 
(i = 1,2,… ,n) 为 常数 的 解 ， 这 个 解 对 应 于 运动 方程 (1) 描述 的 力学 系统 的 平衡 
位 置 . 因为 坐标 原点 平移 是 正则 变换 ( 见 第 170 小 节 的 例 5) , 不 失 一 般 性 可 以 假设 
这 个 平衡 位 置 对 应 于 相 空 间 qi,… ,qn,p1,… ,pn 的 原点 . 
在 下 一 小 市 我 们 将 证 明 , 利用 正则 变换 可 以 得 到 系统 在 平衡 位 置 附近 运动 的 近 
似 描述 , 为 此 我 们 先 研 究 常 系数 线性 哈密 顿 系统 的 某 些 问题 . 
线性 哈密 顿 方程 可 以 写成 
dz 
dt 
其 中 zy,znjk， (k= 1,2,… ,n) 是 正则 共 轿 变量 (zk 是 坐标 , zn+k 是 冲 量 ), 像 在 
第 168 小 节 中 一 样 , 利用 记号 


一 = JHz, 7 一 (Zz1,: ,Tn, mn 十 1) , Z2m )， (30) 


-| oP (J’=J!1=-J, T=-En, detJ=1), 
—_E, 0 
在 方程 (30) 中 HH 是 2n 阶 实 对 称 常数 矩阵 . 
我 们 研究 特征 方程 
D(A) = det(JH — ME2n,) =0. (31) 


定理 特征 多 项 式 p( 和 ) 是 入 的 偶 函 数 ， 
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证 明 该 定理 的 证 明 由 下 面 一 系列 等 式 给 出 : 
p(N) = det(JH — AE2n) = det(JH — AE2n) = det(H'J’ — ME2n) 
= det( 一 五 J — ME2n) = det(J*?HJ + AJE2nJ]) = det J(JH + ME2n)J 
= det J . det(JH + AEzn) det J = det(JH + ME2n) = p(—\). 
可 见 ,方程 (31) 只 包含 和 的 偶数 阶 , 所 以 如 果 和 = a 是 根 , 则 和 = -a 也 一 定 是 


根 . 我 们 只 研究 方程 (31) 只 有 纯 虚 根 的 情况 , 设 Xx = ick， Xn+k = 一 ion (i 是 虚数 
单位 ,= 1 2,…… ,n). 对 应 于 哈密 顿 函数 


H = 3 tn) (32) 
的 正则 方程 称 为 方程 (30) 的 规范 型 @. 下 面 我 们 求实 线性 单价 正则 变换 zi 一 yj; (j = 
1, 2,… ,2n) 将 方程 (30) 变 为 规范 型 : 


d * 
可 =JH 2 y 一 (91， “Yn, Yntl,*: , Y2n), (33) 


其 中 H* 相应 于 (32) 是 实 对 角 和 矩阵 , 其 元 素 为 hx; = h* ng = ok (k= 1,2,.… ,n). 
设 


r= Ay (34) 
是 待 求 变 换 , 由 (30), (33) 和 (34) 可 知 , 常数 矩阵 4 应 该 满足 矩阵 方程 
AJH* = JHA. (35) 
由 于 (34) 是 正则 变换 , 矩阵 4 应 该 是 辛 矩 阵 , 即 满足 矩阵 方程 
4'/J4= (36) 


为 了 得 到 规范 化 变换 (34), 需要 从 方程 (35) 的 无 穷 解 集中 选择 一 个 满足 方程 (36). 
我 们 将 求 4 = BC 形式 的 方程 (35) 的 解 , 其 中 


c- | (37) 
_ip, E, 
那么 由 (35) 可 得 矩阵 B 的 方程 : 

BD =JHB,. (38) 


其 中 D 是 矩阵 JH 的 对 角形 式 ， 其 对 角 元 素 为 dkk = 一 dnjykpntk = iok (k= 
1,2,.… ,n), 可 见 和 矩阵 B 将 矩阵 JH 变 为 对 角形 式 . 和 矩阵 B 可 以 按 下 面 方式 构 
@ 哈 密 顿 函数 (32) 相应 于 ”个 解 耦 的 谐振 子 , 它们 的 频率 为 |ck| (k= 1,2,:… ,n). 
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造 上 : 以 矩阵 JH 的 特征 向 量 为 列 , 就 是 说 , 设 和 矩阵 B 的 第 列 为 相应 于 特征 值 
和 x = io 的 特征 向 量 ex, 而 第 n 十 列 为 相应 于 特征 值 和 n+k = 一 iok 的 特征 向 量 
en+k (k=1,2,... ,7n). 

特征 向 量 精确 到 相差 乘 子 , 对 于 向 量 ek 和 en+k 取 同 样 的 乘 子 . 此 外 我 们 取 这 
些 向 量 的 分 量 为 复 共 斩 的 , 这 样 的 选择 保证 4 是 实 矩 阵 . 特征 向 量 的 任意 乘 子 由 正 
则 变换 (34) 的 条 件 (36) 得 到 的 规范 化 条 件 确定 . 

将 4= BC 代入 方程 (36) 得 


C'B'JBC = 7. (39) 
将 矩阵 B'JB 用 F 表示 , 其 元 素 fi 等 于 向 量 en 和 Jei 的 标量 积 : 
fml 一 (em ， J el). 


因为 任意 2 个 向 量 a,b 都 满足 等 式 (a . Jb) = 一 (Ja :b), 故 和 矩阵 F 是 反对 称 的 . 我 
们 还 可 以 证 明 , 如 果 |m 一 中 关 7 则 fi: = 0, 为 此 我 们 研究 一 个 显然 的 等 式 


(em : J He) = (em : HJ?e). 
变换 其 左右 部 分 得 
(em -: J* He) = (J’'H'em : Je), 
(em .JJEei) = ~—(JHenm : Je), 
(em * Ne) 一 一 (Xmem 。 Je). 


最 后 一 个 等 式 可 以 写成 
(和 Am 十 NA) fm =0. (40) 


因为 根据 构造 矩阵 B 特征 值 的 顺序 , 只 有 在 Im-—l=n 情况 下 才 有 X + XN = 0. 
由 等 式 (40) 可 知 , 如 果 |m 一 中 关 n 则 frr = 0, 于 是 和 矩阵 B'JB 有 下 面 结构 : 

0 G 
-GG 0 


其 中 G 是 ” 阶 对 角 矩 阵 , 其 元 素 为 gek = (ep: Jen+k). 这 些 元 素 都 不 等 于 零 , 否则 
矩阵 (41) 的 行列 式 等 于 零 , 而 


B'JB = (41) 


» 


det B'JB = det B' det J det B = (det B)? #0, 


这 是 因为 矩阵 B 是 由 矩阵 JH 的 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 向量 构成 的 . 


中 参见 : TagrMaxep @. P. Teopxa MarpyaI M,: Hayra, 1967. 
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设 rp 和 sk 是 对 应 于 特征 值 和 x 的 特征 向 量 的 实 部 和 虚 部 , 那么 考虑 到 向 量 ex 
和 en+k 的 相应 分 量 的 复 共 轿 性 质 , 可 得 矩阵 G 的 元 素 表达 式 


gpk = —2i(rp: Jsx) (k=1,2,...,n). (42) 
由 等 式 (37), (38) 和 (41) 可 得 保证 4 为 辛 矩阵 的 条 件 : 
4(m Jsxk)=1. (43) 


这 个 等 式 一 方面 是 特征 向 量 ek 规范 化 的 条 件 , 男 一 方面 也 是 在 哈密 顿 函数 (32) 中 
选择 ok 符号 的 条 件 . 事实 上 , 令 方 程 


Jek =iokek (ek = Tk + isk) 
的 两 边 实 部 和 虚 部 分 别 相等 , 可 得 ri 和 sx 满足 的 方程 : 
JHrr 一 一 OKSK) JH sr 一 OkTk. 


同时 改变 ck 和 向 量 rk 的 符号 不 会 改变 这 些 方 程 , 标量 积 (rk : Jsk) 的 符号 变 为 反 
号 , 所 以 总 是 可 以 通过 选择 哈密 顿 函 数 (32) 中 ox 的 符号 和 相应 的 规范 化 特征 问 量 
ek 使 等 式 (43) 成 立 . 

进行 一 些 计算 可 知 , 矩阵 4 的 第 列 为 向 量 -2sk, 第 n 十 k 列 为 向 量 2rk. 


190. 比尔 科 果 夫 变 换 . 哈密 顿 方程 在 平衡 位 置 附 近 的 近似 积分 设 相 空间 原 
点 相应 于 n 个 自由 度 的 保守 系统 或 广义 保守 系统 的 平衡 位 置 , 假设 哈密 顿 函 数 在 相 
空间 原点 附近 某 个 领域 内 是 解析 的 , 并 且 可 以 分 解 为 从 平方 项 开始 的 级 数 : 


H= HH,»+ Has3+ Hat:.…, (44) 


其 中 HH, 是 广义 坐标 和 冲 量 的 mm 阶 齐 次 多 项 式 ( 齐 次 型 ). 增加 常数 (等 于 哈密 顿 也 
数 在 平衡 位 置 的 值 ) 不 影响 运动 方程 , 可 以 在 (32) 中 去 掉 . 

设 相 应 于 哈密 顿 函 数 Hz 的 线性 运动 微分 方程 的 特征 方程 只 有 纯 虚 根 ox(k = 
1,2,… ,n), 那么 根据 上 一 小 节 的 证 明 , 通过 适当 选择 正则 共 斩 变量 可 以 将 函数 有 H， 
写成 等 式 (32) 左 端 形式 . 如 果 做 下 面 正则 变换 包 


Gk = Yk —iyntk, Pk = Yt+iyntk (k=1,2,...,n), (45) 
则 级 数 (44) 的 平方 部 分 为 
H2 = i》 akgkPk. (46) 
k=1 


比较 第 170 小 节 的 例 6. 
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线性 化 系统 的 运动 是 频率 为 lck| (k= 1,2,… ,n) 的 nn 个 谐振 子 的 振动 全 加 . 如 果 
在 (44) 中 Hi 在 m>3 时 不 恒 等 于 零 , 则 运动 方程 是 非 线 性 的 . 为 了 研究 这 种 情况 
下 的 运动 , 我 们 利用 称 为 比尔 科 果 夫 变 换 的 正则 变换 简化 哈密 顿 函数 (44). 
正则 变换 qx, pk 一 44,Ph 由 下 面 公式 给 出 
OS3 


053 
/ 一 一 一 一 一 一 / 一 一 一 k 一 1 2, … ， 47 
qx = qk 十 Bp Dk = Px 十 Dax ( ) n) (47) 


其 中 三 次 式 53(gqk,p4) 需要 尝试 选择 用 新 变量 写 出 的 哈密 顿 消 数 中 不 包含 q ,ph 的 
三 阶 项 . z 
在 (44) 中 ， Ha(qk, Pk) 可 以 写成 


Hs= 2 ji 名 9 (48) 
ZL 十 … 十 /mr 三 3 
其 中 系数 jw 是 常数 , v1,… ,pn 是 非 负 整数 . 类 似 (48), 郴 数 3s 写成 : 
53 = 2 Sv1 ,hn gl gr 人 Do (49) 
Vli 十 … 十 Ln 二 3 


其 中 应 该 选择 常 系数 s,，.…. ,使 新 哈密 顿 函数 中 三 阶 项 等 于 零 . 

由 (47) 可 知 , 老 变 量 gk,px 在 坐标 原点 % = 0,ph = 0 的 邻 域内 是 解析 函数 , 可 
以 写成 级 数 
其 中 省 略 号 为 gy ,pl ( = 1,2,…,n) 的 二 阶 以 上 项 . 将 这 些 表 达 式 代入 函数 
(47) 可 得 新 哈密 顿 肾 数 


十 .…， pk = Dx 十 (50) 


/ 。 上 rr-_/ 。 一 / 09 / 05 / / 
H = i 》 okpqkph +iD ok (a -ng ) + Ha(qk; Pk) +**， 
k=1 k=1 Og Opk 
其 中 省 略 号 为 gf ,pl (k= 1,2,… ,n) 的 三 阶 以 上 项 . 
可 见 , 哈密 顿 函 数 的 二 阶 部 分 保持 目 己 的 形式 , 三 阶 项 .Hs 为 


Ce O93 O93 
HS=i》 ox (4 = — ph 3 ) + Hs(qk, pk)- 
3 2 “qd “py 


令 瑚 = 三 0, 注意 到 公式 (48), (49) 并 令 该 等 式 中 gf … qrpY… pt" 的 系数 等 于 
零 得 s .… ， 的 方程 : 
[om — 1) + + on(Vn — Jn)]sv. 三 这 en (51) 


成 立 下 面 关 系 式 


pit + vn pnlgvi + hit + vn + Wn = 3. 
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由 此 式 和 (51) 可 知 , 如 果 满 足 0 < | 有 有 | 十 … 十 |kn|<3 的 整数 启 …… ,kn 使 
jacol 十 … 十 jnon 0, (52) 
则 根据 公式 
hy .pn 

选择 s， … 站 可 以 使 新 哈密 顿 函 数 HH' 不 包含 q ,ph 的 三 阶 项 . 

我 们 可 以 类 似 地 尝试 利用 另 一 个 正则 变换 q/ ,pt 一 q,pk 消去 哈密 顿 函数 HH” 
中 的 HY. 然而 , 这 是 不 可 行 的 , 在 新 哈密 顿 函数 中 还 会 保留 四 阶 项 . 

如 果 系 统 没有 前 四 阶 共振 , 即 当 0 < | 有 | 十 … 十 |kn|<4 时 不 等 式 (52) 成 立 , 则 
除了 包含 同 阶 % 和 ph 的 项 , 可 以 消去 哈密 顿 函数 HH” 中 的 四 阶 项 . 事实 上 , 如 果 对 
所 有 上 = 1,2,… ,n 有 wi = px, 方程 (51) 不 可 解 , 那么 在 HY 中 保留 齐 次 项 


Sy1,% ,pn 一 


A/ 的 攻 


hy wn (G1 PT) (qn pn 
V1 二 v2 十 … 十 Z 一 2 


用 数学 归纳 法 不 难 证 明 , 如 果 系 统 没有 前 ! 阶 共振 , 即 
jiol 十 … 十 iron 天 0，0<| 呈 | 十 … 十 | 区 1， 


则 存在 由 坐标 原点 邻 域内 收敛 的 级 数 给 出 的 正则 变换 qx = 十 …， px 二 六 十 …， 
使 得 哈密 顿 函 数 (44) 用 qx*, px 表示 为 


= 互 + H(g*,p*), (53) 


其 中 巨 是 个 积 qrp?,… ,gq*p* 的 不 高 于 1/2 阶 的 多 项 式 , 而 HH 是 qx,px 的 阶 数 
不 低 于 1+ 1 的 收敛 级 数 . 在 这 种 情况 下 称 哈 密 顿 函数 化 为 精确 到 ! 阶 的 比尔 科 果 
夫 规 范 型 . 

写成 (53) 形式 的 哈密 顿 函 数 对 正则 运动 微分 方程 的 近似 求解 是 非常 有 效 的 , 为 
此 我 们 在 (53) 中 上 略 去 相 比 互 包含 qx*, zx 的 更 高 阶 项 的 瑟 , 那么 H* = 互 , 哈密 顿 函 
数 H* = H(grp*,... ,gq*p*) 对 应 的 正则 方程 可 以 完全 求解 . 事实 上 , 令 令 74 = 二 qxpx, 那 
么 哈密 顿 函数 互 对 应 的 正则 方程 写成 


dx 6 五， do 瑟 
-外 一 一 -gr 一 上 一 = 1,2,. 4 
dt Om dt ror (k= "中 (54) 
由 此 可 知 dnw/dt = 0, 即 7% = cx = const (k= 1,2,…,n). 将 这 些 7 的 值 代入 方 
程 (54) 得 ] 

Gk _ A x dpk A x 
dt 一 人 kgk， dq Axpk, (55) 


@ 也 就 是 说 , 系统 没有 前 3 阶 共振 . 
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其 中 Ak 是 导数 6 万 /897 在 nh = ck 时 的 值 . 由 (55) 得 
qi(t) = qt(0)esrt, px(t)= pi(0)e hrt (56) 


(gx(0)px(0) = ck; k=1,2,...,n). 


原 方程 的 近似 解 由 等 式 (56) 利用 上 面 介绍 的 比尔 科 果 夫 正 则 变换 公式 , 用 新 变量 表 
示 老 变量 后 获得 的 . 不 难 验证 , 这 种 情况 下 线性 化 系统 特征 方程 的 纯 虚 根 还 是 纯 虚 
根 , A = iQk (k= 1,2,… ,n), 老 变 量 是 自 变量 Qt 的 正弦 和 余弦 的 级 数 . 

如 果 系 统 没 有 共振 , 则 利用 比尔 科 果 夫 变 换 可 以 规范 化 哈密 顿 函数 到 足够 高 阶 
(1 一 oo), 规范 化 的 含 所 有 阶 数 的 哈密 顿 函数 只 依赖 于 变量 qxpx (k = 1,2,:… ,n)， 
那么 运动 方程 经 变换 后 可 以 完全 求解 , 并 且 方 程 右 端 不 需要 忽略 任何 项 . 这 似乎 意 
味 着 运动 方程 的 局 部 可 积 性 (在 平衡 位 置 的 邻 域内 ). 然而 不 是 这 样 , 这 是 因为 经 规 
范 化 的 含 所 有 阶 数 的 哈密 顿 函数 的 比尔 科 果 夫 变换 是 发 散 的 名. 

最 近 几 十 年 来 产生 了 将 正则 变换 应 用 于 摄 动 理论 的 新 方法 , 例如 杰 普 利 -和 霍 利 方 
法 . 从 代数 的 观点 看 该 方法 比 经 典 方法 有 优点 , 例如 , 该 方法 不 需要 处 理 级 数 , 公式 
是 循环 的 , 必要 的 变换 可 以 足够 简单 , 便于 计算 机 实现 @. 

例 1 ( 单 摆 振 动 ) 哈密 顿 函数 可 以 写成 ( 见 第 149 小 节 的 例子 ) 


1 2 
= IDo 一 mgl cos %. 
为 方便 起 见 , 引入 无 量 纲 变量 PPl tb 
/ _ Py ;_ /9 


则 变换 ,pp 一 VD 是 价 为 c= 1/(miV91) 的 正则 变换 ( 见 第 170 小 节 的 例 3). 再 
考虑 到 新 自 变量 t 代替 二 导 致 哈密 顿 函 数 除 以 Vg/l, 可 得 用 无 量 纲 变 量 写 出 的 运 
动 方程 所 对 应 的 哈密 顿 函 数 为 


1 
H= 5pp 一 cos p'. (58) 


我 们 研究 单 摆 在 平衡 位 置 p = 0 附近 的 运动 , 这 种 情况 下 yp/,pl, 是 小 量 . 将 函数 (58) 
分 解 为 pp/ 的 级 数 , 去 掉 与 运动 微分 方程 无 关 的 第 数 项 , 得 


_ 1 /2 /2 /4 


中 微分 方程 组 规范 化 问题 的 研究 现状 以 及 文献 资料 可 参见 : Bpiono A. HI. Anannuruyeckan 
中 opMa mr 中 epeHIIampHPIX ypaBHeHHH // Tpynp! MOCKOBCKOTO MaTEMATHYECKOTrO O6mecTBa. 
1971, T. 25, C. 119-262; 1972, T. 26, C. 199—239. 

名 参见 : Nxkaranpf IT. E. O. MeTronbl TeopMH BO3MYIIEHUM NANA HEAIMHEUHPIX cHCTEM, M.: 
Hayra, 1979. 
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其 中 省 略 号 表示 高 于 pp 的 四 阶 项 . 如 果 在 (59) 中 忽略 非 二 阶 项 , 则 运动 方程 是 
线性 的 , 在 这 种 近似 下 单 摆 的 运动 是 简 谐振 动 . 为 了 说 明 运 动 方程 中 非 线 性 项 的 影 
响 , 考虑 (59) 中 的 (1/24)w'4 项 , 利用 比尔 科 果 夫 变 换 研究 非 线性 振动 . 

做 变换 (正则 , 价 为 c= 2i) 


q=9 一 ipo， 2D= +ip,, (60) 
得 
H= H+H4+t+:.…,， 
其 中 
H, = igp, Hs = ~ (a + 4g3p + 6g2p? + 49p3 + p’). 
不 复杂 的 计算 表明 , 母 函数 gp* 十 S4(q,p*), 其 中 
1 1 3 1 ,a 1 ,4 
54 = 7689 +g6? 一 着 到 ~ 768? ， 
给 出 的 比尔 科 果 夫 变 换 g,p 一 9*,p* 将 哈密 顿 函 数 变 为 
i 
万 * 一 j * py /2 1 
i(q*p*) 55(9°p"), (61) 


并 且 变 量 gp 用 gq*,p* 表示 为 
1 1 
d= 9 — T0529 qs —6gqp  —p 3) p=p*+ oa (a 十 6q 六 —2p*). (62) 
在 公式 (61) 和 (62) 中 略 去 了 高 阶 项 . 
哈密 顿 函数 (61) 的 正则 方程 是 可 积 的 , 如 果 828,ps 是 9*,p* 的 初始 值 , 则 
gq* = geiot ， p* 一 oreriot ， (63) 
其 中 引入 了 记号 | 
0 = 1 76(90p0). (64) 
单 摆 非 线性 振动 的 近似 解 由 公式 (57), (60) 和 (62) 得 到 , 在 这 些 公式 中 yp,ps 用 写 
出 解 (63) 的 新 变量 表示 . 
设 t 二 0 时 刻 对 应 单 摆 偏 离 竖 直方 向 的 角度 6 的 最 大 值 ， 那么 由 公式 (57)， 
(60) 和 (62) 得 
2 一 工 一 工 62 
该 公式 精确 到 6 的 二 阶 项 . 在 同样 的 精度 下 , 单 摆 非 线性 振动 的 周期 为 


-和 


这 与 第 96 小 节 中 借助 第 ee) 
表达 式 (公式 (28)) 一 致 . 


第 十 二 章 
撞击 运动 理论 


81. 基本 概念 与 公理 


191. 撞击 力 与 撞击 冲 量 设 力学 系统 由 N 个 质点 PPB,(v = 1,2,… ,NN) 组 成 ， 
至 今 我 们 所 研究 的 运动 中 质点 书 的 速度 大 小 和 方向 都 是 连续 变化 的 . 在 实践 中 有 
时 会 发 生 这 样 的 现象 : 在 从 某 时 刻 t = to 开始 的 短 时 间 + 内 , 系统 质点 的 速度 发 生 
突变 , 而 其 位 置 没有 显著 的 变化 , 这 种 情况 下 我 们 称 系 统 爱 到 撞击 . 被 抛 向 墙 并 反弹 
回来 的 弹性 球 的 运动 就 是 一 个 例子 . 

撞击 现象 产生 很 大 的 力 , 这 些 力 的 作用 时 间 r 非常 小 , 以 至 于 系统 来 不 及 发 生 
显著 的 位 移 , 这 样 的 力 称 为 撞击 力 . 

系统 在 撞击 力作 用 下 的 运动 称 为 撞击 运动 . 设 作 用 在 质点 已 上 的 撞击 力 五, 的 
冲 量 ( 称 为 撞击 冲 量 ) 为 


to 十 三 
=|/ Fdt (v=1,2,...,N). (1) 
to 


在 解析 描述 撞击 运动 时 , 假设 撞击 发 生 的 时 间 r 是 无 穷 小 量 , 但 撞击 冲 量 的 大 小 是 
有 限量 . 由 于 在 撞击 时 间 7 内 系统 质点 的 速度 是 有 限量 , 当 7 一 0 时 其 位 移 可 以 忽 
略 , 在 撞击 力作 用 下 质点 P 的 加 速度 w, 无 穷 大 , 因此 不 能 作为 撞击 运动 的 运动 学 
特征 量 . 按照 运动 学 的 观点 , 除了 时 刻 如 和 质点 已 的 位 置 以 外 , 在 撞击 运动 中 只 需 
研究 如 前 瞬时 和 to 后 瞬时 的 速度 向 量 , 这 些 速度 称 为 撞击 前 速度 和 撞击 后 速度 , 用 
v7 和 v+ 表示 . 
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192. 公理 设 丈 是 作用 在 质点 P, 的 合力 , mv 为 该 质点 的 质量 , ov 为 该 质 
点 的 绝对 加 速度 , 将 方程 mvaov = 瓦 从 to 到 to 十 7 积分 得 


my(v+ v7)=L, (v=1,2,...,N). (2) 


这 些 等 式 右 边 只 包含 撞击 力 的 冲 量 , 这 是 因为 常规 力 的 大 小 为 有 限量 , 当 r 一 0 
时 其 冲 量 是 可 以 忽略 不 计 的 小 量 , 可 见 常 规 力 不 影响 系统 质点 速度 的 突变 . 例如 , 当 
球 撞击 墙 时 重力 对 撞击 运动 的 影响 可 以 忽略 不 计 . 

关系 式 (2) 表明 , 质点 动量 在 撞击 时 的 改变 量 等 于 撞击 冲 量 . 

当 撞 击 力作 用 于 非 自由 系统 时 , 一 般 来 说 会 产生 撞击 约束 反 力 , 因此 系统 每 个 
点 的 速度 变化 不 仅 取决 于 作用 其 上 的 (主动 ) 撞击 力 的 冲 量 , 而 且 还 取决 于 约束 反 力 
的 撞击 冲 量 . 

关系 式 (2) 是 撞击 运动 理论 的 基础 , 可 以 代替 动力 学 基本 公理 (牛顿 第 二 定律 ). 
在 关系 式 (2) 中 速度 改变 量 Auw = v+ 一 wv; 可 看 作 加 速度 , 而 撞击 冲 量 五 可 看 作 
力 . 

在 撞击 运动 理论 中 还 有 一 些 公理 , 类 似 于 通常 的 动力 学 公理 : 相互 碰撞 的 2 个 
质点 的 撞击 冲 量 大 小 相等 、 方 向 相反 、 作 用 线 相同 ; 每 个 质点 的 总 撞击 冲 量 等 于 主动 
力 撞 击 冲 量 与 约束 反 力 撞击 冲 量 之 和 . 


193. 撞击 冲 量 的 主 向 量 与 主 矩 ”在 研究 质点 系 已 (> = 1,2,… ,入 ) 的 撞击 运 
动 时 , 经 常 将 撞击 冲 量 分 为 外 冲 量 和 内 冲 量 ， 它们 分 别 是 系统 的 外 力 和 内 力 的 冲 量 
系统 撞击 运动 基本 方程 (2) 可 以 写成 


mAvy = TI) 十 TI (v=1,2,..……,N), (3) 


其 中 I 是 作用 在 质点 PP 的 外 撞击 冲 量 之 和 , 天 是 作用 在 质点 P, 的 内 撞击 冲 量 
之 和 . 
系统 所 有 撞击 冲 量 之 和 


称 为 撞击 冲 量 的 主 向 量 . 
设 mw 是 质点 PB 对 O 点 的 向 径 , 撞击 冲 量 对 O 点 的 矩 之 和 


N Cc 
Lo= rx, (5) 
2 一 1 


称 为 撞击 冲 量 对 该 点 的 主 甜 . 
在 表达 式 (4) 和 (5) 的 右边 , 内 撞击 冲 量 两 两 抵消 , 因此 有 


N 
S = S0 = 1, = L) = > x 了 (e)， (6) 


一 工 


[196] 8$2. 撞击 运动 的 动力 学 普遍 定理 . 289 - 


即 系统 撞击 冲 量 的 主 向 量 和 主 矩 分 别 等 于 外 撞击 冲 量 的 主 向 量 和 主 甜 . 


194. 撞击 运动 理论 的 任务 ”如 果 撞 击 前 系统 的 运动 状态 已 知 , 则 研究 撞击 运动 
的 目的 是 确定 撞击 后 系统 的 运动 状态 . 有 时 将 问题 分 为 2 类 : 1) 给 定 撞击 冲 量 求 系 
统 质 点 的 速度 变化 ; 2) 给 定 系 统 质点 速度 变化 求 撞击 冲 量 , 有 时 还 需 确 定 约束 反 力 
的 撞击 冲 量 . 


82. 撞击 运动 的 动力 学 普遍 定理 
195. 动量 定理 ”将 第 193 小 节 的 方程 (3) 乘 以 常 质量 m, 后 相 加 得 


N N N 
A (> mo 一 > 十 > TO 
2 一 | v=1 v=1 
或 者 
AQ = So， (1) 
即 在 撞击 中 系统 动量 的 改变 量 等 于 外 撞击 冲 量 的 主 向 量 
因为 8 = Moc, 其 中 M 是 系统 的 质量 ，M = 》 mw = const, vc 是 质心 速度 ， 


于 是 方程 (1) 可 以 写成 ~ 

MAuc = S$(°), (2) 
即 系统 质心 的 撞击 运动 就 像 一 个 质点 的 撞击 运动 ， 该 质点 的 质量 等 于 系统 质量 ， 作 
用 在 该 质点 上 的 撞击 冲 量 等 于 作用 在 系统 上 的 外 撞击 冲 量 . 

例 1 以 速度 v 飞行 的 炮弹 在 空气 中 炸 为 质量 相等 
的 2 块 , 第 1 块 弹片 的 速度 与 初始 运动 方向 成 a 角 , 其 
速度 大 小 为 2v, 求 第 二 块 弹片 的 速度 . 

由 于 没有 外 撞击 冲 量 , 炮弹 初始 动量 向 量 等 于 弹片 
动量 向 量 之 和 . 设 m 为 炮弹 质量 , 8 是 第 二 块 弹片 的 2”? 
速度 向 量 v2 与 炮弹 运动 方向 夹 角 , 根据 图 144 容易 得 图 144 
v2 = dvsin(a/2), B= 7/2- a/2. 

在 求解 中 没有 用 到 气动 力 和 重力 , 这 是 因为 它们 不 
是 撞击 力 . 

196. 动量 抵 定 理 设 4 是 空间 中 任意 点 , 可 以 是 固定 点 或 者 运动 的 点 ,pv 是 


系统 的 质点 已 对 4 点 的 向 径 , 将 第 193 小 他 的 方程 (3 (3) 左 叉 乘 o, 后 求 和 , 考虑 到 
mv 是 常数 ， 在 撞击 时 .p， 不 变 ， 可 得 


N N 
人 (> pv X mo 一 >》 pv X T(e) 十 >》 pv X 了 人. 
v=1 v=1 


7 一 工 


Ed 
Ed 
Ed 
Ed 
Ed 
Cd 
Ed 
Ed 
Ed 
Ed 
Ed 
Ed 
PP 


左边 的 和 是 系统 对 4 点 的 绝对 动量 矩 Ka. 考虑 到 第 193 小 节 的 方程 (5) 和 (6), 上 
面 等 式 可 以 写成 
AKa = 工人 (3) 


即 系统 对 任意 点 的 动量 矩 的 改变 量 等 于 外 撞击 冲 量 对 该 点 的 主 甜 . 


例 1 两 个 半径 为 rr 和 ra 的 皮带 轮 分 别 以 角速度 wl 和 wo 转动 (图 145), 且 
wiT1 二 w27r2. 在 皮带 轮 上 绕 有 未 拉 紧 的 皮带 . 在 某 时 刻 皮带 被 拉 紧 , 因此 产生 撞击 ， 
求 撞击 后 皮带 轮 的 角速度 Ql 和 Qa 以 及 皮带 张力 的 撞击 冲 量 了 假设 撞击 后 皮带 保 
持 拉 紧 状态 , 皮带 轮 对 自己 转动 轴 的 惯性 矩 分 别 为 厂 和 .有 . 


< 对 第 1 个 皮带 轮 使 用 公式 (3), 并 考虑 到 转动 
轴 处 的 约束 反 力 冲 量 对 该 轴 的 适 为 零 , 得 


J1(01 一 Ww1 ) 一 一 771. (4) 
对 第 2 个 皮带 轮 有 
图 145 
.202 一 w2) 一 Ir,. (5) 
又 由 于 皮带 保持 拉 紧 状态 , 有 
《42171 一 4227r2. (6) 


由 (4)-(6) 求 出 


人 1 加 Jrowl 十 Jorlwo2 _ 0 7 二 J1J2(wWIT1 一 272 ) 


To .rz 十 Jor? 7 J173 十 Jor? 
如 果 开 始 时 皮带 轮转 动 方向 相反 , 则 拉 紧 皮带 可 以 使 转动 减速 , 如 果 等 式 Jirawl 十 
Jp71wo2 一 (0 成 立 ， 则 皮带 轮 完 全 被 制 动 . 
例 2 质量 为 m 长 为 1 的 均 质 细 杆 处 于 静止 状态 , 在 其 一 端 垂 直 于 杆 作用 冲 量 
了 (图 146), 求 撞击 后 杆 的 运动 状态 . 


” ' 设 vo 为 杆 质心 的 速度 , w 为 撞击 后 杆 的 角速度 , 由 公式 (2) 和 
(3) 


得 2 个 方程 
图 146 
72U0 一 了 1 pw 二 rt 
9 了 2 2 
由 此 求 出 
了 67 
L0 二 一， 7 (7) 
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例 3 如 果 在 上 面 例子 中 杆 的 一 端 用 匀 链 固定 , 求 撞击 后 杆 的 运动 状态 (图 147). 
撞击 后 杆 绕 4 点 转动 . 由 公式 (3) 可 得 方程 


1 2 
aml w= 1 ， 
由 此 求 出 | O | 


可 以 求 出 匀 链 的 未 知 挤 击 冲 量 I4. 由 公式 (2) 得 

mvo 一 7 十 74， 

而 vo 二 wl/2=31/(2m), 故 [4 = mvo 一 了 = 1/2. 
197. 动能 定理 设 T- 和 T+ 分 别 是 系统 撞击 前 后 的 动能 : 


N 
一 一 -1 mv) ， T+ = 3 》 mv(ozt)2 (9) 


2 6 
定理 撞击 运动 中 动能 的 改变 量 等 于 所 有 撞击 冲 量 分 别 点 乘 其 作用 点 撞击 前 后 
速度 之 和 的 一 半 再 求 和 : 
_T- (e) D+o @) .Vr + oy 
T+ 一 人 -5 7 + 7 (10) 


证 明 将 第 193 小 节 的 方程 (3) 点 乘 v+ 得 
my(vt 一 07) .一 Te .vt+Id .vt (v=1,2,...,N). 
如 果 将 该 等 式 左边 的 vt+ 写成 
vt =3 [(vt + v7)+ tot ~w7)] 
然后 对 v 求 和 , 在 简单 变换 后 利用 (9) 的 记号 可 得 
TT Dm 一 1 -3 vt -Dm wy . (11) 
将 第 193 小 节 的 方程 (3) 点 乘 v-, 并 将 得 到 的 等 式 左边 的 oz 写成 
v7 = 3 [vt + v7) — (vt —v7)], 
然后 对 v 求 和 可 得 关系 式 : 
1 N N N | 
T+—T-= 3 2 mv 人 (oz -v7) + To 了 十》 7 .07 (12) 
v=1 v=1 2 一 | 
用 等 式 (12) 减 去 (11) 再 除 以 2 可 得 关系 式 (10). 口 
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例 1 求 前 一 小 节 中 例 2 和 例 3 的 动能 改变 量 . 

考虑 到 刚体 的 内 力 不 做 功 , 撞击 前 杆 静 止 , 由 (10) 得 T+ = Iv/2, 其 中 心 是 撞击 
力作 用 点 在 撞击 后 速度 的 大 小 . 

在 例 2 中 有 


在 例 3 中 有 


评注 1 等 式 (11) 和 (12) 其 实 是 2 种 不 同形 式 的 撞击 运动 的 动能 定理 . 
下 面 给 出 其 表述 : 回 量 wz 一 v+ 和 w+ 一 v2 分 别称 为 损失 速度 和 增加 速度 ,而 


1 、 1 
一 一 一 7) 十 2 一 一 十 1 一 2 
了 2 2 ml vy ) 2 2 my (Vy, — V,) (13) 


是 损失 (或 增加 ) 速度 的 动能 , 差 T+ - T- 称 为 撞击 运动 的 增加 动能 , 差 T- -T+ 
称 为 撞击 运动 的 损失 动能 . 利用 这 些 术 语 , 关系 式 (11) 可 以 叙述 为 : 如 果 认 为 撞击 过 
程 中 内 外 撞击 力 的 作用 点 的 速度 是 和 常量， 等 于 其 撞击 后 的 速度 ， 则 损失 动能 等 于 损 
失速 度 动能 减 去 内 外 撞击 力 所 做 的 功 . 

关系 式 (12) 可 以 叙述 为 : 如 果 认为 撞击 过 程 中 内 外 撞击 力 的 作用 点 的 速度 是 
常量 ,等 于 其 撞击 前 的 速度 ， 则 增加 动能 等 于 损失 速度 动能 再 加 上 内 外 撞击 力 所 做 
的 功 . 


83. 刚体 的 撞击 运动 


198. 自由 刚体 的 撞击 ”我 们 研究 给 定 撞击 对 刚体 运动 的 影响 . 由 于 刚体 的 运动 
状态 完全 由 刚体 上 某 个 点 的 速度 向 量 和 刚体 角速度 向 量 确 定 , 因此 自由 刚体 的 撞击 
运动 问题 归结 为 求 撞 击 时 这 2 个 向 量 的 变化 . : 

对 了 简化 计算 , 取 刚体 质心 为 坐标 原点 , 坐标 轴 选 为 刚体 的 质心 惯性 主轴 , 引入 
记号 : 5,, 5,, Sz, Lz, Ly,Lz,p,q,7 分 别 是 外 撞击 冲 量 主 向 量 Se 、 对 质心 主 矩 LW、 
刚体 角速度 向 量 w 在 坐标 轴 上 的 投影 , m 为 刚体 质量 ，4, B,C 为 刚体 质心 主 惯性 
和 矩 , 4p, Bq, Cr 是 刚体 对 质心 动量 矩 KG 的 投影 . 

根据 前 一 小 节 , 动量 定理 和 动量 矩 定理 给 出 2 个 向 量 方程 


mAoc = Se， AKc 一 工人， (1) 
由 此 得 质心 速度 向 量 增 量 Ava 和 角速度 向 量 增 量 Aw 的 投影 : 
十 Dr 十 十 


Un， — Vo, = VA 一 VA 二， ,一 Va, 二 一 (2) 
Gz Gz mm GY Gy mm Gz Gz mm 
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Ls + Lb 
A 》 qd qd 一 万 9 7 人 -一 C 。 (3) 


如 果 刚 体 作 平 面 运动 , 例如 平行 于 Ozy 平面 , 则 (2) 和 (3) 的 6 个 关系 式 中 只 
剩 下 3 个 : 


p+—p = 


L 
+ yy 二 二 + ~ 一 二 十 一 rr 一 一 到 
vcz VGr = 7 VGy VGy ;7 -7 = (4) 


练习 题 1 试 证 明 , 初始 静止 的 刚体 在 相对 质心 的 撞击 运动 中 ,开始 绕 中 心 惯性 
椭 球 上 某 个 点 的 向 径 转动 , 惯性 椭 球 在 该 点 的 切 平 面 生 直 于 撞击 冲 量 对 质心 的 主线. 
下 面 求 刚体 在 给 定 撞击 冲 量 下 动能 的 变化 . 根据 科 尼 和 希 定 理 ( 见 第 83, 84 小 节 )， 
可 得 动能 表达 式 : | | 
T= de 十 3(Ap + Bq’ + Cr*). 


先 将 撞击 后 刚体 质心 速度 v 上 和 刚体 角速度 w+ 代入 上 面 表达 式 , 然后 再 将 撞 
击 前 刚体 质心 速度 va 和 刚体 角速度 w- 代入 上 面 表达 式 , 将 得 到 的 两 个 等 式 相 减 ， 
利用 (2) 和 (3), 可 得 


vt + va e) Wt+w- 
T+ _ 夏 - =50.- +10. (5) 


利用 (2) 和 (3) 可 以 消去 v 和 w+, 于 是 动能 改变 量 可 以 用 给 定 撞击 冲 量 的 主 向 量 
S@) 和 主 矩 5 以 及 vz 和 w- 表示 : 
r2 


_ 1/S2+S2+S52 LIL2 I (e) -re - 
T+ -7 = 人 +SGe) .oo5 二 工人 .wo-.， (6) 

练习 题 2 撞击 力 偶 可 以 使 静止 自由 刚体 相对 质心 转动 , 撞击 力 偶 矩 大 小 为 也， 
刚体 中 心 主 惯性 和 矩 满足 表达 式 4 > B > C, 斌 证明, 刚体 增加 动能 的 最 大 可 能 值 为 
12/(2C), 这 时 力 偶 矩 向 量 应 该 平行 于 刚体 中 心 惯 性 机 球 的 最 大 四， 

例 1 用 水 平台 球 杆 撞击 台球 的 子午 面 (图 148), 杆 距离 球 质心 高 度 h 为 多 少 
时 , 撞击 后 球 无 滑动 地 滚动 ? 

设 m 是 台球 的 质量 , RR 是 台球 半径 , 本 是 撞击 冲 ~ 
量 的 大 小 ,如果 是 撞击 后 台球 质心 速度 ,是 撞击 后 。 J / 
台球 的 角速度 , 则 有 方程 


mv 一 了 ， =mRzw = 1h (7) 
(平面 的 约束 反 力 是 有 限量 且 对 撞击 冲 量 没有 贡献 ). 图 148 
由 (7) 和 无 滑动 滚动 的 条 件 v = wR 可 求 得 hh = 2R/5. 


例 2 薄片 状 刚体 在 自身 平面 内 作 任意 运动 , 突然 固定 刚体 上 的 PP 点 (用 匀 链 
固定 ), PP 点 位 于 哪里 可 以 使 刚体 停止 运动 ? 
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设 vo 是 质心 G 的 速度 , w 是 PP 点 被 固定 前 瞬时 刚体 的 
角速度 . 为 了 计算 方便 , 取 Gz 轴 活 着 向 量 v, PP 点 的 坐标 用 
ZT,Yy 表示 (图 149). 

因为 Gz 是 中 心 惯性 主轴 ， 用 方程 组 (4) 来 描述 撞击 运 
. 动 . 在 这 些 方程 中 也: = Z9， 一 ySz, 其 中 Sn,Sy 是 国定 尸 点 

图 149 产生 的 撞击 冲 量 的 分 量 . 
考虑 到 vGs = 四 vB = va = vey =0, 7 =w, rt=0, 
由 方程 组 (4) 求 得 Sj = 一 mv, Sy = 0, 其 中 z 任意 ,y = 一 Cw/(mv). 于 是 书 点 应 该 
位 于 半 平 面 y< 0 内 平行 于 质心 速度 方向 并 距离 质心 Cw/(mv) 的 直线 上 . 

设 在 静止 刚体 的 @ 点 作用 撞击 冲 量 7 由 方程 (1) 和 (2) 可 得 vt = T/m, Kt = 
GQ x I. 由 此 可 知 , 初始 静止 的 刚体 撞击 后 的 运动 状态 不 是 完全 任意 的 : 质心 速度 
和 对 质心 的 动量 矩 应 该 垂直 . 

练习 题 3 由 上 面 的 叙述 可 知 , 如 果 自 由 刚体 运动 使 得 KG .ve 六 0, 则 无 法 利 
用 一 次 撞击 使 其 停止 . 斌 证 明 , 如 果 Ka:vo = 二 0 有 上 且 va 类 0, 则 可 以 利用 一 次 撞击 使 
其 停止 , 并 求 这 个 撞击 冲 量 的 大 小 和 作用 线 . 


199. 定点 运动 刚体 的 撞击 ” 取 固 定点 O 为 坐标 原点 , 坐标 轴 Oz, Oy, Oz 分 别 
与 刚体 对 O 点 的 惯性 主轴 重合 , 用 S 和 工 表示 主动 撞击 冲 量 的 主 向 量 和 主 矩 , 我 
们 来 求 刚 体 角 速度 改变 量 Aw 和 O 点 的 约束 撞击 冲 量 . 
角速度 改变 量 的 投影 由 方程 (3) 确定 , 其 中 4, B,C 为 刚体 对 O 点 的 主 惯 性 矩 . 
在 O 点 的 约束 撞击 冲 量 I' 由 (1) 的 第 1 个 方程 确定 : 


mAvaG 一 仿 十 I.. (8) 
因为 质心 位 置 在 撞击 时 不 改变 , 故 Auc = Aw x OG. 最 后 利用 (8) 得 
I’=mAw xOG -9. (9) 


我 们 研究 一 种 特殊 情况 : 在 刚体 上 的 P 点 作用 唯一 的 撞击 冲 量 了, 那么 S = 
Ti 工 =OPxT 我 们 讨论 一 个 问题 : 给 定 撞击 冲 量 I, 在 什么 条 件 下 不 会 引起 撞击 约 
束 反 力 ? 例如 , 在 需要 撞击 使 刚体 产生 定点 运动 但 不 确信 约束 有 足够 的 强度 时 , 就 要 
回答 这 个 问题 . 

设 zc,yc zc 是 已 知 的 质心 坐标 , z,y, z 是 未 知 冲 量 工 的 作用 点 P 的 坐标 , 当 
TI' =0 时 , 由 (3) 和 (9) 得 3 个 方程 : 


3 1 


2G 
Fl 一 ZTz) 一 (zh — ylz) = 


3 | 


I Z 
Dh -ye)- FV- zh)= (10) 
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YG TG 了 
A — zfL,)— 3 (ls — ZI)= = 


这 些 方程 对 于 冲 量 了 的 未 知 分 量 是 线性 齐 次 的 , 因此 冲 量 了 的 大 小 可 以 是 任意 的 ， 
此 外 , 求 出 的 冲 量 工 的 方向 也 可 以 相反 


由 于 了 工 夭 0, 方程 (10) 的 系数 行列 式 应 该 等 于 零 : 


yye ， zz2G _ 1 _ZyG _ZzG 
C B m Ol B 
YTG zzG ITZGC 1 YZG 
D= dG TS 一 一 一 一 0. 11 
C 4 人 A (11) 
_20G _2yG re yye _ 工 
B A B A m 


由 此 可 知 , 一 般 情 况 下 已 点 可 能 位 置 的 几何 点 位 于 3 阶 曲 面 上 , 在 该 曲面 上 的 
任意 点 作用 冲 量 都 不 会 引起 撞击 约束 反 力 . 将 该 曲面 上 选 定点 的 坐标 z,y,z 代入 方 
程 (10) 就 可 以 确定 冲 量 了 的 作用 线 . 

在 某 些 特殊 情况 下 , 曲面 (11) 可 以 退化 为 更 简单 的 曲面 , 例如 , 设 过 固定 点 和 刚 
体质 心 的 OG 轴 是 惯性 主轴 , 如 果 取 该 轴 为 0z 轴 , 则 zc = ya = 0, 方程 (11) 变 为 


即 PP 点 位 于 2 个 平面 
B A 


z= ， 之 二 (12) 
mzG mzG 


之 一 , 这 2 个 平面 垂直 于 惯性 主轴 Oz 且 与 刚体 质心 位 于 O 点 的 同一 侧 , 于 是 由 方 
程 组 (10) 可 知 ( 当 4 关 B 时 ), 在 第 1 种 情况 下 冲 量 了 应 该 平行 于 Oz 轴 , 在 第 2 
种 情况 下 冲 量 工 应 该 平行 于 Oy 轴 . 对 于 动力 学 对 称 刚体 (4 = B), (12) 的 2 个 平 
面 成 为 一 个 , 冲 量 工 在 该 平面 内 取 任 意 方向 . 


例 1 刚体 绕 O 点 作 定点 运动 , 在 某 时 刻 刚体 角 违 度 等 于 w-, 这 时 突然 固定 第 
2 个 点 O1, 此 后 刚体 只 能 绕 着 过 O 和 O1 的 轴 wv 转动 , 求 刚体 定 轴 转 动 的 角速度 . 

用 a, ,7 表示 轴 以 与 Oz,Oy,Oz 轴 夹 角 的 余弦 , 刚体 对 忆 轴 的 动量 矩 在 O1 点 
固定 前 为 Ap-a 二 Bq-B 二 Cr-Y, 在 O1 点 固定 后 为 (ha? 十 BB 二 Cy)wt ( 见 第 77 
小 节 、 第 82 小 节 ) . 在 O 和 O1 点 的 约束 挡 击 冲 量 对 wu 轴 的 给 为 零 , 因此 在 撞击 过 
程 中 刚体 对 u 轴 的 动量 矩 不 变 ， 于 是 有 


+ 二 Ap“a+Baqa B+Cr ”Y 
”Aa?+BB?+CY? 
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200. 定 轴 转 动 刚体 的 撞击 ” 设 刚 体 绕 着 过 O 和 O1 的 轴 转 动 (图 150), 在 刚体 
上 作用 撞击 冲 量 了 求 刚体 角速度 改变 量 以 及 O 和 O1 点 的 撞击 约束 冲 量 . 

设 Ozyz 是 以 O 为 原点 的 坐标 系 , Oz 轴 沿 着 转动 轴 ， 
Oz 垂直 于 撞击 冲 量 , 向 量 了 的 分 量 为 0, 了 ,I. 质心 G 
和 冲 量 作用 点 P, 的 坐标 分 别 为 zc,yG, zc 和 zk ys zs， 
角速度 w 的 分 量 为 0,0,r. 在 O 和 Oi 点 的 撞击 约束 冲 
量 IT' 和 I” 的 分 量 分 别 为 ,了 和 I, 74,1Y. 刚体 对 
O 点 的 惯性 张 量 的 矩阵 J 了 的 形式 为 第 77 小 节 中 (4). 点 
O 和 O01 之 间 的 距离 为 h. 


图 150 由 动量 定理 和 动量 矩 定理 得 
mAw x OG=I+I’+I’”, JAw = OP,xI+O01xI’. 
将 这 些 关 系 式 的 标量 形式 写成 
—myGAr 王石 十 万， (13) 
mzaAr=L+1+ L’, (14) 
0= I++1, (15) 
—JzzArT = yrlz — zxly — hl,, (16) 
—JyzArT = —7z Tz + hl”, (17) 
JzAr = Ty. (18) 


由 最 后 一 个 方程 可 以 确定 角速度 改变 量 Ar. 如 果 撞 击 冲 量 I 和 刚体 转动 轴 不 共 面 ， 
则 Ar 关 0. 其 余 5 个 方程 (14)~(17) 需要 确定 O 和 O1 点 的 撞击 约束 冲 量 T 条 I” 
的 6 个 未 知 分 量 , 显然 无 法 分 别 求 出 I 和 I”, 只 能 确定 它们 的 和 . 

假设 Ar # 0, 我 们 求 O 和 O1 点 不 产生 撞击 约束 反 力 的 条 件 . 当 厂 = 到 =0 
时 , 由 (15) 可 知 I = 0, 即 撞击 冲 量 平行 于 Oy 轴 . 由 (13) 可 知 ye = 0, 可 见 , 质心 
位 于 垂直 于 冲 量 且 过 转动 轴 的 平面 内 . 如 果 zc = 0, 即 质心 位 于 转动 轴 上 , 则 该 问题 
无 解 : 当 了 了 0 时 总 是 产生 撞击 约束 反 力 . 

设 za 关 0, 由 (14) 和 (16) 可 得 及 一 mzazs = 0 或 者 


N 
> mvuTv (zu — Z*) = 0. (19) 
v1 
由 (17) 可 知 几 * = 0, 再 利用 条 件 yc = 0 得 


N 
>》 mvyv (zy — 2#) =0. (20) 
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等 式 (19) 和 (20) 表明 ( 见 第 78 小 节 ) , 转动 轴 是 刚体 对 (0,0, >,) 点 的 惯性 主轴 . 
因此 , 当 转 动 轴 是 刚体 惯性 主轴 时 , 任意 大 小 的 撞击 冲 量 都 不 会 使 O 和 Oi 点 
产生 撞击 约束 反 力 . 如 果 这 个 条 件 成 立 ， 则 冲 量 应 该 垂直 于 过 转动 轴 和 质心 的 平 
面 , 并 且 应 该 位 于 垂直 转轴 的 某 个 平面 内 , 转轴 是 刚体 对 该 平面 与 转轴 的 交点 的 惯性 
主轴 . 
最 后 由 (14) 和 (18) 可 得 


* 一 一， 21 
T* 一 Tre (21) 


这 就 确定 了 撞击 冲 量 的 作用 线 , 称 之 为 撞击 轴 , 它 与 过 转轴 和 质心 平面 的 交点 称 为 
撞击 中 心 . 

例 1 (薄板 情况 ) 平面 图 形 可 以 绕 自 身 平 面 内 的 某 个 轴 Oz 转动 (图 151), 对 
任意 Oz 轴 都 可 以 找到 撞击 中 心 , 这 可 以 从 Oz 轴 总 是 轴 上 点 的 惯性 主轴 得 到 . 为 了 
证 明 这 个 结论 , 我 们 将 坐标 系 Ozyz 的 原点 平移 到 (0,0,z) 得 到 O'z'y'z, Oz 轴 (和 
O'z' 轴 ) 位 于 薄板 平面 内 ， 那么 对 了 刚体 上 每 个 硕 . 点 ,都 有 Wy = 0, 因此 有 ,z= 0. 
如 果 按 公式 (19) 选择 z,, 即 + = Jz'z = 0. 

如 果 冲 量 了 备考 和 而 有 信用 点 Q 位 于 O'z' 轴 上 , @Q 点 的 坐标 值 为 ( 利 
用 公式 (21)) z/ Q 为 撞击 中 心 . 例如 , 对 于 宽 为 a 的 均 质 门 , 撞击 中 心 距 
离 转轴 为 2a/3. 


图 151 图 152 


例 2 边 长 分 别 为 a,b,c 的 均 质 重 长 方 体 沿 着 光滑 平面 滑动 , 长 为 ec 的 核 边沿 
着 竖 直 方向 (图 152), 滑动 方向 垂直 于 长 为 的 棱 边 . 突然 国定 这 个 棱 边 使 其 不 动 ， 
求 使 六 面体 翻 倒 的 滑动 速度 v. 

撞击 后 六 面体 的 运动 是 定 轴 转 动 , 转轴 尽 是 被 国定 的 棱 边 , 由 于 撞击 时 对 该 轴 
的 动量 矩 不 变 , 故 

smuwc = Juw, (22) 
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其 中 m 是 质量 , w 是 撞击 后 六 面体 的 角 过 度 , 几 是 对 wu 轴 的 惯性 矩 . 根据 第 75 小 
节 、 第 76 小 节 有 ] 

Ju = sm(o” + ce?). (23) 
六 面体 翻 倒 的 充分 必要 条 件 是 : 重心 在 沿 着 半径 为 Va? + c2/2 的 圆周 运动 时 , 将 穿 
越过 1 忆 轴 的 紧 直 平面 , 这 时 重心 比 初始 位 置 升 高 


h= > (Vote _ 60). (24) 
如 果 
5 2 > mgh, (25) 


则 会 翻 倒 . 由 (22)-(25) 求 出 
2 > 4g(a“ + ee)(Va? 二 c2 一 c) 


3c2 
1 /一 Z 例 3 杆 4B 的 A 端 用 匀 链 固定 ， 另 一 
Vv 端 用 锐 链 与 BC 杆 连 接 (图 153), 2 村 静止 并 
MG 3 共 线 . 在 距离 甩 点 为 a 处 委 直 于 村 作用 冲 量 
Isy IT, 求 撞击 后 杆 的 运动 以 及 4 和 已 处 的 撞击 
图 153 约束 冲 量 . 假设 杆 是 均 质 细 杆 , 每 个 杆 质量 为 


m, 长 为 1/. 
解除 B 处 的 接 链 ,分 别 研究 2 杆 在 给 定 冲 量 T 和 约束 冲 量 I4, TB 作用 下 的 运 
动 . 用 v1, v2 表示 撞击 后 杆 4B, BC 的 质心 G1, G2 的 速度 , 用 wi,wo 表示 撞击 后 杆 的 
角速度 . 因为 撞击 后 AB 杆 绕 4 作 定 轴 转 动 , 向 量 v1 垂直 于 AB 杆 , 且 v1 = wil/2. 
这 些 向 量 在 图 153 上 用 其 在 坐标 系 4zy 上 的 投影 表示 , 其 中 hz 轴 沿 着 杆 . 
由 动量 定理 和 动量 矩 定理 , 对 每 个 杆 有 : 


Taz — TBz = 0, mail = Tay — TBy,) Smile = —1pyl, (26) 
mv2z = TB， mv2y 一 了 十 TB na 一 一 7 (3 一 ) 一 [v3 
根据 AB 村 和 BC 杆 的 运动 求 出 的 撞击 后 匀 链 B 的 速度 应 该 相等 : : 
0= vr, wil= V2y 一 oa (27) 
又 因为 
TB = Bz, Ip, = TBy, (28) 
则 得 到 10 个 方程 (26)-(28), 求解 得 
1 = 下 wo = = 30) v2s = 0， va = as D) 
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Iaz =0, I = = 29) Ips = 1s =0, Ipy = I$, = -2 


由 此 可 以 看 出 ,1) 如 果 a = 5 则 wi = w?, 撞击 后 2 杆 保持 共 线 ; 2) 如 果 a = 21/3， 
即 冲 量 了 作用 在 BC 杆 绕 BB 点 转动 时 的 撞击 中 心 上 , 则 AB 杆 保持 静止. 


84. 刚体 碰撞 


201. 恢复 系数 ” 设 2 个 运动 的 刚体 Bl 和 Bo 在 时 刻 上 = 加 以 其 表面 上 的 O， 
和 O。 点 相互 接触 (图 154), 该 时 刻 O 和 Os 点 的 相对 速度 不 在 公共 切 平面 内 , 那 
么 刚体 相互 撞击 , 在 切 点 产生 撞击 力 , 分 别 作用 于 2 个 刚体 , 大 小 相等 方向 相反 . 
我 们 认为 刚体 是 绝对 光滑 的 , 那么 撞击 力 及 人 和 
其 冲 量 五 和 五 都 垂直 于 刚体 B; 和 B。 的 相 撞 
曲面 的 公共 切面. 设 n 是 刚体 接触 点 的 法 向 单位 ， "oo 人 
向 量 , 指向 第 2 个 刚体 , 而 mk 是 刚体 Bi 在 Ok 


点 的 法 向 单位 向 量 , 指向 刚体 内 部 , 那么 显然 有 。 < 一气 5 02 训 
N=n2=—n1, k=Ink (k=1,2) (1) 图 154 
其 中 I 是 撞击 冲 量 的 大 小 . 


7 的 值 事先 是 不 知道 的 , 这 与 前 一 小 节 讨 论 的 刚体 在 给 定 撞击 冲 量 下 的 运动 不 
同 . 刚体 碰撞 问题 是 已 知 碰撞 前 运动 状态 求 碰撞 后 运动 状态 和 撞击 冲 量 . 然而 , 即使 
在 很 简单 的 碰撞 问题 中 , 未 知 数 也 多 于 动力 学 定理 给 出 的 方程 数 , 因此 必须 补充 物 
理 假 设 . 

绝对 刚体 的 假设 在 这 里 是 有 缺点 的 , 必须 假设 刚体 的 碰撞 点 附近 有 很 小 的 变形 . 
碰撞 过 程 分 为 两 个 阶段 : 在 从 t= to 到 t= to 十 nn 的 第 1 个 阶段 内 , 2 个 刚体 沿 着 
公共 法 线 相互 接近 , 并 且 O 和 O02 点 的 相对 速度 在 公共 法 回 投影 减少 , 当 减 少 到 和 零 
时 碰撞 第 1 阶段 结束 . 在 第 1 阶段 结束 时 刚体 的 变形 最 大 , 然后 开始 第 2 阶段 . Oi 
和 O2 点 的 相对 速度 在 公共 法 向 投影 在 t= 如 十 九 时 改变 符号 , 在 上 > 如 十 九 时 增 
大 ; 恢复 变形 的 刚体 沿 着 公共 法 向 相互 远离 . 当 上 = to 十 7 刀 十 72 时 2 个 刚体 以 一 个 
点 接触 , 然后 相互 分 开 , 碰撞 的 第 2 阶段 结束 , 整个 刚体 碰撞 过 程 结束 . 

观察 发 现 , O! 和 O02 点 的 相对 速度 在 公共 法 向 投影 一 般 不 会 达到 原来 的 值 ( 碰 
撞 前 )， 刚体 碰撞 过 程 的 全 面 研 究 需要 详细 分 析 其 物理 性 质 , 还 需要 十 分 复杂 的 数学 
分 析 , 这 些 超出 了 理论 力学 的 范畴 . 为 简化 碰撞 现象 的 复杂 性 质 , 我 们 采用 牛顿 提出 
的 运动 学 假设 : 碰撞 后 与 碰撞 前 刚体 接触 点 的 相对 速度 在 公共 法 向 投影 的 绝对 值 之 
比 为 某 个 常数 , 不 依赖 于 相对 速度 和 刚体 的 尺寸 , 只 依赖 于 材料 . 

这 个 比值 称 为 恢复 系数 , 今后 将 用 x 表示 . 设 v6, 和 v5, 是 Ok 点 在 碰撞 前 后 
的 速度 (k = 1,2), 那么 


(v8, — v6,) n= -Xe5 — v0,) mm (2) 
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考虑 到 关系 式 (1), 等 式 (2) 可 以 写成 
vO, .ml 十 v5, n2 一 一 X(oD ml 十 0 722). (3) 


恢复 系数 刻画 碰撞 后 相对 速度 的 法 向 分 量 的 恢复 程度 , 完全 恢复 是 不 可 能 的 , 所 
以 0<x<1. 如 果 x = 0 则 是 完全 非 弹性 碰撞 ,. 这 种 情况 下 碰撞 过 程 只 有 第 1 个 阶段 ， 
当 达 到 最 大 压缩 时 , 不 发 生 恢 复 变 形 , 2 个 刚体 一 起 运动 . 如 果 x = 1 则 是 完全 弹性 
碰撞 , 在 碰撞 第 2 个 阶段 变形 完全 恢复 , 接触 点 相对 速度 的 法 向 分 量 的 绝对 值 达 到 
碰撞 前 . 0 < x < 1 是 物理 实际 情况 , 称 为 非 弹性 碰 挤 . 

利用 假设 (2) 时 需 了 解 , 它 是 实际 物体 真实 碰撞 规律 的 一 阶 (粗略 的 ) 近似 . 包 


例 1 作为 应 用 牛顿 假设 (2) 的 例子 ,我们 讨论 质点 与 固定 光滑 曲面 碰撞 的 
问题 . 


设 碰撞 前 质点 的 速度 为 v-, 与 曲面 的 外 法 线 夹 角 为 a ( 见 
图 155, 其 中 O 是 碰 挤 点 , 古 是 向 量 nn 和 wv- 构成 的 平面 与 曲 
面 交 线 的 切 向 单位 向 量 )， 已 知 质 点 的 质量 m, 和 恢复 系数 , 求 
碰撞 后 速度 b+ 的 大 小 、 反 射 角 6 以 及 碰撞 冲 量 的 大 小 工 
动量 定理 给 出 2 个 方程 : 


vt sinfB -wv sina= 0, 
图 155 m(vt cosB+v cosa) =.I. 


由 关系 式 (2) 可 得 第 3 个 方程 : 
vt cosB = Xv cosa. (5) 


由 (4) 和 (5) 求 得 


1 
tanB=—tana, vt=v Vsinat+x?cosa, I=m(l+Xx)v cosa. (6) 
X 


由 (4)-(6) 可 知 , 碰撞 前 后 切 向 速度 相等 ; 在 完全 弹性 碰撞 情况 下 入 射 角 等 于 反射 角 ， 
速度 大 小 不 变 (a = PB,vt+ = v-); 在 非 弹性 碰撞 情况 下 入 射 角 小 于 反射 角 (8 > on; 
在 完全 弹性 碰撞 情况 下 碰撞 冲 量 是 完全 非 弹性 碰撞 情况 的 2 倍 . 
例 2 均 质 杆 可 以 绕 过 其 重心 的 水 平 轴 转 动 , 当 它 处 于 平衡 状态 时 ， 一 个 质量 为 
m 速度 为 uv 的 小 球 击 中 杆 的 一 端 , 杆 的 质量 为 M 长 度 为 2a, 恢复 系数 等 于 Xx. 将 小 
球 看 作 质 点 , 求 碰 撞 后 小 球 和 杆 的 运动 状态 . 
巴 对 这 个 问题 的 讨论 参见 : IaaoBko 有 . T. BpeneHue B Teopro MexaHdecKkoro yAapa. 一 


M.: Hayra, 1977. 最 近 关 于 碰撞 的 数学 模型 及 其 分 析 参 见 : HeaHoB A. II. 有 raMKa CCTeM C 


MeXxaHMdecKHMH COoyIapeHHHAMH. 一 M.: MexzkxayHapomHEag HporpaMMa 00pa3o0BaHHH，1977. 
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设 vt 是 碰撞 后 小 球 的 速度 , w+ 是 碰撞 后 杆 的 角速度 ,由 动量 矩 定 理 (相对 杆 
质心 ) 得 


mva = mvta 十 3 Ma?wt, (7) 
又 由 牛顿 假设 有 
vt — wta = 一 Xu. (8) 
由 (7) 和 (8) 求 得 
+ 二 3m— xM + 3(1+X)mv 


m+iM (3m+ M)a 


202. 两 个 光滑 刚体 相 撞 的 一 般 问题 刚体 Bk(k = 1,2) 的 质心 固 连 坐标 系 
Gkzkyzzk 的 坐标 轴 沿 着 刚体 的 中 心 惯性 主轴 (图 154), 用 hi, Bi, Cn 表示 相应 的 
主 惯性 矩 , 用 mx 表示 刚体 的 质量 . 在 坐标 系 Gkzkyzzkr 中 ，Ok 的 坐标 为 (xk, yz, zk)， 
法 向 单位 向 量 mk 由 方向 余弦 ax, Bk,Yx 给 出 . 设 wk 是 刚体 Bk 的 角速度 ,wk 是 
刚体 质心 Gs 的 速度 , 如 果 已 知 碰撞 前 这 些 物理 量 的 值 , 求 碰撞 后 它们 的 值 . Aw = 
wt 一 wi 和 Avk = vi 一 vi 在 坐标 系 Gkzxyzzr 中 的 分 量 分 别 表示 为 Apk, Aqxk, Am 
和 Avz,, Avy,, Avz,. 碰撞 冲 量 I 相对 质心 Gk 的 矩 Mi = GkOn x 五 在 坐标 
系 Gkzkyezk 中 的 分 量 表示 为 Mo = Iék,， My = Inx, Mz, = Th 其 中 & = 
YkYk 一 ZkBk, Nk =:ZkQR 一 IRON Ck = TkBk — YkOk. 


由 动量 定理 和 动量 矩 定理 给 出 12 个 方程 : 
AkApxk = Iéxrx, BxrAgr = Tnk, CkArk = Tbk, 


mkAvz, = Tar, meAvy, = Tk, mpAvz, = Yk (k= 1,2). 
由 此 求 出 碰 拱 后 刚体 Bk 的 运动 学 量 : 


二 一 一 Sk 十 一 or I 十 一 7 7 9 
pr pr ti dk qx 十 Br’ Tk Tk 十 Gr’ (9) 


Be 
mk 
由 (10) 可 知 , 刚体 质心 切 向 速度 分 量 没 有 改变 . 

在 方程 (9) 和 (10) 中 包含 未 知 碰撞 冲 量 I, 如 果 求 出 它 并 代入 方程 (9) 和 (10)， 
则 2 个 光滑 刚体 相 撞 的 一 般 问题 就 解决 了 . 

我 们 利用 (3) 来 求 I. 根据 v5 = vi 十 wi X GkOk， vO, = VE 十 Wi X GkOk 
以 及 向 量 混合 积 的 性 质 有 : 


Qk 
+ -一 + 一) 一 
Vzk 二 Vo 十 二 ， vy 二 vy, 二 + 了/ 


十 ,一 ‘Yk 
yh Vz, 一 Uz 十 ht (10) 


(vO, 一 vo,) :Nk = Avk :Nk (GkOk X Nk) . Awk, 


国 原文 此 处 有 误 ; 已 更 正 . 
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再 利用 (9) 和 (10) 可 以 写成 


2 2 2 
(5 0) me = 了 ( 声 + 芭 + 要 + 分) (k = 1, 2). 
k 


对 上 求 和 可 得 
(oa — v0,) :ni+ (v6, — v0,):n2 = WT, (11) 
其 中 ， 
加 1 和 人 ,6 
Cr 生 + 可 + 人 19 
由 方程 (3) 和 (11) 求 出 
T=— (vo, "Nl1 十 Vo, 722 ). (13) 


可 以 发 现 , -(oo :mi + v6, ma2) 是 碰撞 前 刚体 B! 上 接触 点 O1 相对 刚体 Bo 的 速 
度 在 Bs 的 内 法 向 投影 , 我 们 用 ww 表示 . 碰撞 前 2 个 刚体 相互 接近 , 这 个 量 是 正 的 ， 
因此 

1+x 


I un (14) 
该 等 式 右 边 的 量 都 是 已 知 的 . 
将 (14) 的 IT 代入 (9) 和 (10) 就 可 以 完全 解决 2 个 光滑 刚体 相 撞 的 一 般 问题 了 . 
评注 2 (恢复 系数 的 动力 学 解释 ) 设 v0, wh , vb) (k 二 1,2) 分 别 是 在 碰撞 
第 1 阶段 结束 时 刻 志 = 如 十 刚体 Bh 的 质心 速度 、 角 速度 和 接触 点 Ok 的 速度 ， 
在 该 时 刻 成 立 的 等 式 


vO) “Tb1 十 vO) .12 一 0 (15) 


表明 , 在 上 = 加 十 九 时 刻 , O1 相对 Os 的 速度 在 接触 面 的 公共 法 线 方向 投影 等 于 零 . 
设 TD),T(2) 分 别 是 碰撞 第 1 和 第 2 阶段 作用 在 刚体 上 的 冲 量 , 那么 有 


I(W 十 T2) 一 工 (16) 


以 及 等 式 (9) 和 (10), 其 中 上 标 “+” 要 用 (1) 代替 ,了 要 用 TU) 代替 . 
7T(G) 由 (15) 求 出 , 完全 类 似 于 上 面 由 (3) 得 到 (14) 的 计算 , 可 得 


1) _ Urn 
TD 一 有， 
再 由 (14) 和 (16) 得 
12) = -urn 
因此 有 
了 (2) 
7T(1) 三 X, 


即 2 个 绝对 光滑 的 刚体 碰撞 时 第 2 阶段 和 第 1 阶段 产生 的 冲 量 之 比 等 于 恢复 系数 . 
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例 1 (撞墙 (固定 障碍 物 ) ) 设 刚体 Bo 为 固定 障碍 物 , 令 07 = 0,w> =0 并且 
m2, 42, B2, C2 为 无 穷 大 , 由 (12) 得 (对 应 Bi 的 下 标 (1) 都 省 略 不 写 ): 


2 1 (WwW-zB (a-2y) (zB— ya) 
1 = 记 十 A 十 万 十 oe 
Um 是 刚体 Bl 的 Oi 点 速度 的 法 向 分 量 , 该 法 向 从 墙 向 外 指向 刚体 . 冲 量 大 小 用 公 


式 (14) 和 (17) 计算 . 关系 式 (9) 和 (10) 可 以 写成 
(YY — 26) 
A 》 


(17) 


pt =p- +1 gt = +1, 


7 十 一 9 一 十 7 


(cp — ya) 了 
oa vt 二 Vv 十 nl 

例 2 半径 为 RR 的 均 质 轮 在 竖 直 平面 内 党 着 水 平面 无 滑动 滚动 , 碰 到 一 个 高 为 
hh 的 障碍 物 (h < R). 碰撞 时 没有 摩擦 , 恢复 系数 为 x. 试 证 明 , 如 果 


则 无 论 碰撞 前 轮 心 速度 是 多 少 , 轮 都 不 能 翻越 障碍 . 

设 a 是 轮 心 G 到 障碍 物 最 高 点 O 的 连 线 与 竖 直 方向 
的 夹 角 (图 156), v 是 碰撞 前 轮 心 速度 , 而 tH,vt 是 碰撞 后 
轮 心 速度 的 分 量 . 由 于 没有 摩擦 , 作用 在 轮 上 的 冲 量 工 沿 着 
半径 OG, 所 以 碰撞 时 轮 的 角速度 不 变 . 

因为 轮作 无 滑动 滚动 , 故 碰撞 前 接触 点 的 速度 uv 的 分 
量 为 (vcosQ, 一 vsina). 由 动量 定理 和 牛顿 假设 (2) 可 得 3 
个 方程 (m 为 轮 的 质量 ): 


m(vi —v)=—Isina, mv =1cosQa, vi sina—v 


求解 得 


十 
y 


cosa = —xv sinoa, 
I=m(l+x)vsina, vt =v[l—(1+x)sin a], vt = (1+X)vsinacosa. 
如 果 针 <0, 即 (1 二 xX) sin? a > 1, 则 轮 不 能 翻越 障碍 而 向 后 弹 回 (如 果 好 二 0 
则 轮 活 Gy 轴 向 上 飞 ) . 又 由 于 
2 _ [RR — (R-h)') 


sin a = 3 ， 


故 应 该 满足 条 件 


由 此 可 得 出 要 证 明 的 结论 . 
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203. 光滑 刚体 碰撞 的 动能 变化 ”对 每 个 刚体 按 83 的 公式 (6) 有 


1 (# ME, MME 


AI = Tk -TE =3 一 一 + 


A 1 BT GO 
利用 第 202 小 节 的 记号 , 这 些 等 式 可 以 写成 


AT = = (去 + 旦 + 全 十 各 ) 十 T(og 十 of X GkOk): nk. 
考虑 到 vi + wk x GkOk = vo,，, 求 和 后 再 利用 记号 (12) 可 得 2 个 刚体 的 动能 改 
变量 | 

AT = AT + AT, = aT 十 T(o5 :ni + vo, :7n2). 


注意 到 等 式 (13) 和 (14), 上 面 不 等 式 可 以 写成 : 


(1 x) 
AT = 一 5 2 (18) 
只 有 当 磁 撞 是 完全 弹性 (x = 1) 时 , 2 个 刚体 动能 之 和 不 改变 , 其 它 情况 下 都 会 有 动 
能 损失 (AT < 0). - 


204. 两 个 光滑 刚体 的 对 心 正 碰撞 ”我们 将 垂直 于 公 切 面 并 过 接触 点 的 直线 称 
为 碰撞 线 (图 154 中 刚体 Bs 的 曲面 法 向 单位 向 量 nx 位 于 碰撞 线 上 ), 如 果 碰 撞 前 
质心 的 速度 of 平行 于 碰撞 线 , 则 称 为 正 碰撞 . 前 面 已 经 得 到 , 速度 vs 的 切 向 分 量 
不 改变 , 因此 , 在 正 碰撞 情况 下 刚体 质心 在 碰撞 后 的 速度 vt 也 平行 于 碰撞 线 . 

如 果 碰 挤 前 刚体 的 质心 位 于 碰撞 线 上 , 则 称 为 对 心 碰撞 . 在 对 心 碰撞 情况 下 , 碰 
撞 冲 量 对 质心 的 矩 Mi = GkOk x I 等 于 零 (在 公式 (9) 中 对 ,mp Cx 等 于 零 ), 所 以 
根据 公式 (9) 可 知 , 在 对 心 碰撞 情况 下 2 个 刚体 的 角速度 不 变 . 

我 们 研究 2 个 光滑 刚体 的 对 心 正 碰撞 问题 . 这 种 情况 下 刚体 质心 位 于 碰撞 线 上 ， 
碰撞 前 后 质心 速度 都 平行 于 碰撞 线 . 因为 碰撞 时 刚体 角速度 不 变 , 2 个 光滑 刚体 的 对 
心 正 碰撞 问题 归结 为 求 刚体 质心 速度 在 碰撞 线 上 投影 的 变化 . 最 简单 的 刚体 对 心 正 
碰撞 的 例子 是 质心 沿 直线 运动 的 2 个 同样 的 球 碰撞 . 

碰撞 线 的 正方 向 取 为 刚体 B2 的 内 法 向 n= nz. 设 v 和 wi (=12). 是 刚 
体 Bs 碰撞 前 后 质心 的 速度 在 碰撞 线 上 的 投影 , 要 发 生 碰 撞 , 在 碰撞 前 必须 有 一 个 刚 
体质 心 的 相对 速度 指向 第 2 个 刚体 . z 

因为 & = mx = Gx = 0, 故 由 公式 (12) 有 


2 MIM2 . 
FT mi 二 +m2 (19) 
将 jy2 代入 (14) 并 注意 到 
Urn = V1 一 V2， (20) 
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可 得 碰撞 冲 量 : 
I=(1+X)— 


jv) (21) 


对 每 个 刚体 用 动量 定理 可 得 2 个 方程 : 
mv —v)= -I, m2(vi —v)=I. 


由 此 可 得 刚体 质心 速度 在 碰撞 线 上 的 投影 : 


+ = (M1 ~ Xm)T + m2(l 十 X)V2 
! mi 十 m2 : 


+ = + OV + (m2 — XM)v2 
2 二 ~. 


(22) 
mi 二 m2 
考虑 到 (19) 和 (20), 由 公式 (18) 计算 碰撞 的 动能 变化 : 
AT = -3(1 -0) (wr 二 (23) 


下 面 研 究 2 种 特殊 情况 : 
1) 完全 弹性 碰撞 (x = 1). 由 (23) 可 知 在 这 种 情况 下 没有 动能 损失 (AT = 0)， 
公式 (21), (22) 给 出 碰撞 后 刚体 质心 速度 和 碰撞 冲 量 : 


+ (m1 — m2)v1 + 2m2v2 证 二 2m1v7 十 (m2 — m1)vs (24) 
! 7101 mo | 2 mi 二 + mo : 
MmMm2 7， 一 一 
1 一 2 vi 一 V2 ). 25 
(or) (25) 


如 果 2 个 刚体 质量 相等 , 则 vi+ = v-， 导 = v7, 即 碰撞 前 后 2 个 刚体 的 质心 速度 
相互 交换 . 理想 气体 分 子 以 这 样 的 方式 碰撞 并 传递 动量 . 
2) 完全 非 弹 性 碰撞 (x = 0). 由 (22) 可 得 


+ 十 MV + m2v 
+ 一 


vt =v rm "(26) 
即 碰撞 后 2 个 刚体 质心 速度 相等 . 这 种 情况 下 动能 损失 按 公式 (23) 计算 得 
AT = a mj or — v7 )?. (27) 
根据 (21), 碰撞 冲 量 为 
[= (3) 


即 比 完全 弹性 碰撞 小 2 倍 . 
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例 1 (与 墙 的 对 心 正 碰撞 ) 设 墙 为 刚体 Ba, 令 uv = 0 且 mo。 为 无 穷 大 , 由 
(21)-(23) 求 出 : 


_ _ | _ 
邮 =-Xor， 二 =0，T= (+xmaor，AT = 一 301 一 X2)ma(or)2 


例 2 (公式 (23) 的 实际 应 用 )” 设 Bo 固定 不 动 (uz = 0), 要 利用 刚体 Bi 的 碰 
撞 使 其 运动 . 碰撞 前 刚体 B1 的 动能 等 于 mi(v7)?/2, 设 动能 的 大 小 全 是 给 定 的 , 令 


ATI_ 


m9 
7 ] — v2 


m1 二 mo 


在 给 定 x,m2 的 情况 下 , n 是 mi 的 函数 . 

如 果 我 们 希望 刚体 B。 获得 最 大 速度 , 则 必须 减少 动能 损失 |AT|, 即 增加 刚体 
Bi 的 可 能 质量 mi. 例如 , 钉 钉 子 用 重 锤 慢 速 比 轻 锤 快速 更 有 效 . 

当 需 要 破坏 刚体 Bs 时 ， 属 于 完全 弹性 碰撞 情形 , 这 时 需要 增 大 动能 损失 |AT|， 
即 减少 刚体 Bi 的 可 能 质量 mi. 例如 , 锻压 最 好 是 轻狂 快速 . 

例 3 两 个 平 动 刚体 Bl! 和 Bs 对 心 正 碰撞 , 试 求 碰撞 后 使 Bl 停 下 的 充分 必要 
条 件 . 

由 (22) 的 第 1 个 公式 可 知 , 碰撞 后 Bi 停 下 的 条 件 是 


(mi — Xm2)v1 + m2(l + x)v, =0. 


由 此 可 知 : 1) 如 果 v3 = 二 0 则 Xx = mi/m2; 2) 如 果 碰 撞 前 2 个 刚体 速度 大 小 相等 方 
向 相反 (v3 = 一 v7),; 则 1 二 2x =mi/m2. 

练习 题 4 (两 球 儿 碰撞 ) 2 球 对 心 碰撞 不 一 定 是 正 碰撞 , 因为 2 球 质 心 速度 可 
尺 不 洛 着 质心 连 线 ,一般 情况 下 是 2 球 斜 碰撞 . 试 证 明 , 2 个 均 质 绝对 光滑 的 球 斜 碰 
撞 时 , 它们 的 角速度 、 质 心 速度 在 公共 切面 上 的 投影 都 不 改变 , 而 质心 速度 在 碰撞 线 
上 投影 的 变化 与 正 碰撞 一 样 . 


85. 撞击 运动 理论 中 的 微分 变 分 原理 


205. 动力 学 普遍 方程 ”我们 研究 NN 个 质点 已 (> = 1,2,… ,和 N) 组 成 的 系统 . 
系统 的 状态 在 固定 的 直角 笛 卡 儿 坐 标 系 中 由 各 点 问 径 r, 和 速度 v, 给 出 , 假设 系统 
是 自由 的 , 或 者 非 自由 的 且 约 束 方程 具有 第 一 章 83 中 (1) 和 (2) 的 形式 . 由 于 撞击 
冲 量 五 的 作用 , 或 者 突 加 新 约束 , 或 者 解除 某 些 (全 部 ) 约束 , 或 者 上 述 两 者 、 三 者 
同时 出 现 , 系统 将 产生 撞击 运动 . 

约束 对 系统 质点 速度 的 限制 由 下 面 等 式 给 出 ( 见 第 一 章 83 中 (2) 和 (3)): 


N 
Y_Byw:vtbhby=0 (y=1,2,..…,1). (1) 


v= 二 1 
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其 中 向 量 互 ,， 和 标量 by 是 ri,ra,… ,rw,t 的 连续 函数 , ! 表示 完整 约束 和 非 完 整 
约束 的 总 数 . 如 果 撞 击 运动 由 给 定 撞击 冲 量 产 生 且 撞击 时 系统 结构 不 发 生变 化 , 则 / 
等 于 系统 完整 约束 和 非 完 整 约束 的 总 数 r + s. 如 果 撞 击 时 系统 结构 发 生变 化 (约束 
数 改变 ), 则 ! 不 等 于 > 十 5. 
如 果 约 束 是 定常 的 , 在 (1) 中 br 三 0, 向 量 函 数 B,, 不 显 含 t. 
下 面 研究 (1) 中 b = 0 而 向 量 函 数 By, 显 含 t 的 情况 . 这 些 约束 对 速度 是 线 
性 齐 次 的 , 同时 允许 可 能 速度 为 v* 和 一 v* 的 可 能 运动 , 因此 称 为 可 北约 束 .中 
例 1 第 64 小 节 的 例子 中 的 约束 是 可 北 的 非 定常 约束 . 
虚 位 移 gr, 由 下 面 等 式 确定 ( 见 第 一 章 83 中 (12) 和 (13)): 
N 
>》 By 6rv =0 12.... (2) 
2 一 1 
由 于 撞击 时 间 极 短暂 , 可 以 认为 向 量 函 数 By, 是 常数 ， 由 此 可 以 认为 虚 位 移 向 量 
bry 在 从 t=to 到 t= to 二 7 的 撞击 时 间 内 不 依赖 于 时 间 . 
设 RR, 是 作用 在 已 的 约束 反 力 的 合力 , 在 撞击 过 程 中 可 以 认为 所 有 约束 都 是 


理想 的 , 即 在 从 t=to 到 t= to 十 7 的 任意 时 刻 , 第 55 小 节 中 等 式 (10) 成 立 . 
用 五 e 表示 作用 在 P, 的 撞击 约束 冲 量 ， 


Tur = f° RR,dt. 
将 第 55 小 节 中 等 式 (10) 两 边 对 t 从 t= to 到 t= to+7 积分 ,考虑 到 br, 不 变 , 得 
N 
>》 LR: or, = 0. (3) 
vv 二 1 


设 五 是 作用 在 P, 的 主动 撞击 冲 量 , 那么 第 192 小 节 中 等 式 (3) 写成 


mAv, = 五 上 TR (v=1,2,..…,N). (4) 
将 上 式 重新 写 为 五 -mvAuv = -五 R 后 , 每 项 点 乘 grv 并 对 > 求 和 , 考虑 到 等 式 (3) 
得 : 
N 
>》 (五 一 mvAuv) .grv =0. (5) 


v 二 1 
这 就 是 撞击 运动 理论 中 的 动力 学 普遍 方程 -mvAv, = 一 mu(v+ - o7) 可 以 称 为 惯 
性 撞击 冲 量 .方程 (5) 表述 为 : 撞击 后 系统 可 能 运动 状态 是 真实 状态 的 充分 必要 条 
件 是 , 主动 撞击 冲 量 和 惯性 撞击 冲 量 在 任意 虚 位 移 上 的 功 等 于 零 . 


中 参见 : Hapc JI. A. AHaxmmrmdqeckag nnHamura. M.: Hayra, 1971. 
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下 面 详细 分 析 (5) 中 brv 的 含义 . 如 果 撞 击 时 系统 结构 不 变 , 则 6r,, 具有 其 通常 
的 含义 : 它们 满足 第 一 章 83 中 方程 (12) 和 (13) (或 者 本 小 节 中 的 等 价 方程 (2)) . 如 
果 撞 击 时 系统 结构 发 生变 化 , 情况 就 比较 复杂 了 . 设 sr 是 撞击 前 的 虚 位 移 , 而 在 
t = to 时 系统 出 现 新 的 理想 约束 , 这 些 新 约束 在 撞击 后 依然 存在 , 变 结构 系统 新 的 虚 
位 移 为 5r+. 由 于 增加 了 新 约束 , 显然 gr7 的 集合 包含 r+ 的 集合 . 为 使 (5) 中 的 
虚 位 移 适用 于 从 t= to 到 t= to 十 7 的 整个 撞击 过 程 , 必须 令 brv = 6r+. 而 撞击 时 
理想 约束 被 解除 则 属于 另 一 种 情况 , 这 时 具有 撞击 前 结构 的 系统 的 虚 位 移 br 集合 
包含 于 r+ 集合 , 在 (5) 中 应 该 取 6r, = 67-. 

例 2 四 根 匀 接 在 一 起 的 无 质量 杆 组 成 平行 四 边 形 OABC (图 157), 匀 链 O 固 
定 不 动 , 匀 链 4 和 C 处 放置 质量 为 m 的 质点 . 沿 着 对 角 线 BO 作用 一 个 撞击 冲 
量 I 假设 a 角 给 定 , 求 撞击 后 匀 链 4 和 C 的 速度 . 
动力 学 普遍 方程 (5) 写成 

IT.6rBp—mAva:raA—mAvc:orc=0. (6) 


设 ! 为 杆 长 , 由 图 157 有 : 


r4 = l(cosa,sina), rp = 2l(cosa,0), 


ro = l(cosa,—sina), TIT’= (1,0), (7) 
因此 
074 = loa(— sin a, cos a), 
6rp = 一 200a(sin a, 0), (8) 
orpr = 一 [6a(sin a, cos a). 


设 v4 = 二 (VAz;VAy)， V4 = (vcz,vcy), 那么 
mAv4 = m(vaAz ,VAy), Auc = Mm(vcs, vcy). (9) 
考虑 到 关系 式 (7)-(9), 重新 写 出 (6) 并 消去 16a 后 得 
27sin aw +m(vAaz + vcz)sina — m(vAay — Voy) cosa = 0. (10) 


由 (7) 可 知 vaz = -lsinad, vay = 二 lcosad, vocz = 一 /sin aa， voy = —lcosad. 
由 此 得 3 个 方程 : 


VAz 一 VCz， V4z = tanavcy, vAy = —VCy- (11) 
由 (10) 和 (11) 可 得 撞击 后 匀 链 4 和 C 的 速度 分 量 : 
Tsin2 a sin 2a 
VAz 一 VCcaz 一 一 一 人 ， 4 二 一 VCy 二 ， 
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206. 若 尔 当 原理 ”撞击 时 系统 各 质点 的 坐标 不 改变 , 只 改变 速度 , 因此 利用 知 
尔 当 原理 ( 见 第 三 章 82) 求解 撞击 运动 问题 比 动力 学 普遍 方程 (6) 更 方便 . 将 关系 式 
(5) 用 下 面 等 式 代替 


N 
?>_(E — mvAvy): 6v, = 0, (12) 
2 一 工 
其 中 Aw = v+ 一 v-, 速度 变 分 6v, 满足 (根据 第 205 小 节 中 (2) 和 第 一 章 83 中 方 
程 (19)): 


N 
2 Br gov 一 0 (7 = 1,2,.… ,1). (13) 


关系 式 (12) 给 出 了 撞击 运动 理论 中 的 若 尔 当 原 理 : 撞击 后 系统 可 能 运动 状态 是 真实 
状态 的 充分 必要 条 件 为 关系 式 (12) 成 立 . 

为 了 进一步 应 用 若 尔 当 原理 , 我 们 来 讨论 关系 式 (12) 中 的 速度 变 分 guv… 我 们 
限定 讨论 可 道 约束 情况 , 那么 在 (1) 中 by = 0, 运动 学 可 能 速度 由 下 面 方程 确定 : 


N 
>》 Br =0 (y=1,2,.…,0). (14) 


如 果 撞 击 时 系统 结构 不 变 , 则 确定 速度 变 分 5v, 的 方程 (13) 与 速度 w 满足 的 方程 
(14) 一 致 , 所 以 在 关系 式 (12) 中 可 以 用 任意 运动 学 可 能 速度 ww 代替 5v,, 春 尔 当 原 
理 相 应 地 写成 


N 
>_(E,— mAv,) :vw = 0, (15) 
2 一 工 
其 中 Aw = v+ 一 v-, 而 ww 是 系统 质点 书 的 任意 可 能 速度 . 
设 在 撞击 时 系统 出 现 新 的 可 逆 理 想 约束 , 那么 在 关系 式 (15) 中 w 是 增加 约束 
后 系统 质点 已 的 任意 可 能 速度 . 
如 果 在 撞击 时 系统 有 可 逆 理 想 约束 被 解除 , 则 在 关系 式 (15) 中 w 是 解除 约束 
前 系统 质点 已 的 任意 可 能 速度 . 
练习 题 5 设 有 可 逆 理想 约束 的 静止 系统 , 在 撞击 冲 量 IO) 和 12 分别 作用 后 ， 
各 质点 的 速度 分 别 为 v4) 和 ul2)， 试 证 明 , 撞击 冲 量 五 = TI) 十 I 作用 后 ,各 质点 
的 速度 为 v, = ob) 十 v3， 即 冲 量 枉 加 导致 速度 登 加 . 
例 1 利用 若 尔 当 原理 求 第 196 小 节 例 3 (图 147) 中 杆 的 角速度 . 
邻 ov, 二 vw+ 并 考虑 到 v- = 0, 撞击 后 杆 端点 速度 等 于 wl, 由 (15) 可 得 


N 
Twl 一 >》_m(vi)? =0. 
v=1 
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这 个 等 式 可 以 改写 成 Jwl 二 2T, 其 中 了 二 5 Sml2w? 是 撞击 后 杆 的 动能 ,由 此 得 


37 
w= 万 
207. 高 斯 原理 ”我 们 研究 理想 约束 系统 , 可 能 速度 由 方程 (1) 确定 . 设 在 时 刻 
t ==to 在 PP, 作用 主动 撞击 冲 量 五 , 或 者 系统 出 现 方程 (1) 形式 的 新 约束 , 或 者 有 约 
束 被 解除 , 或 者 这 几 种 情况 中 有 些 同时 发 生 . 
设 wz 和 w+ 是 撞击 前 后 系统 各 质点 的 速度 向 量 , v 是 撞击 结束 时 刻 上 = 如 十 7 
质点 书 的 可 能 速度 . 


设 y ， 
1 JL 
G = 5 2 Ty (% 一 也， 一 = ) (16) 
G = G(w) 是 撞击 后 状态 下 系统 质点 的 可 能 速度 v 的 函数 . 


定理 撞击 后 系统 的 状态 是 在 所 有 撞击 后 的 可 能 速度 中 使 函数 G(v,) 取 最 小 值 . 
这 个 结论 类 似 于 有 限 力 情 况 下 的 高 斯 最 小 拘束 原理 ( 见 第 三 章 83), 函数 (16) 类 似 
于 拘束 Z. 
证 明 令 vw, = w+ 十 50, 我们 研究 差 G(v,) 一 G(vt): 
N 


N 
G(v,) — Got) = 5 (myAvy — I) vu + 5 y、muv(iuy)2， (17) 


v=1 

其 中 Am = wv+ 一 wv-. 

因为 w 和 v+ 是 撞击 后 运动 学 可 能 速度 , 故 速度 变 分 guv 满足 方程 (13) 并 且 
有 (12) 成 立 , 于 是 (17) 右边 第 一 个 和 等 于 零 ， 又 因为 不 是 所 有 的 gw 都 为 零 , 由 
(17) 可 知 G(wv) > G(v+). 定理 得 证 . 口 

练习 题 6 (撞击 约束 冲 量 的 极 值 性 质 ) 设 五 8 是 撞击 约束 冲 量 , 试 证 明 , 撞击 
后 系统 的 真实 状态 是 在 所 有 挤 击 后 的 可 能 速度 中 使 函数 

1 之 72 
G=5 2 ws 

取 最 小 值 . 

我 们 来 研究 没有 主动 撞击 冲 量 的 特殊 情况 . 在 (16) 中 令 I = 0 可 知 , 在 所 有 挤 
击 后 的 可 能 速度 w 中 , 真实 速度 w+ 使 函数 


N 
1 一 \D 
一 _ 1 
G 2 2 ,Moy v0 ) (18) 


取 最 小 值 . 


[207] 85， 撞 击 运动 理论 中 的 微分 变 分 原理 . 311 ， 


例 1 质量 为 m 长 为 1 的 均 质 细 杆 AB 和 BC 用 锐 链 B 连接 , 处 于 静止 状态 
时 2 杆 共 线 , 求 在 C 点 重 直 于 杆 作 用 撞击 冲 量 了 后 2 杆 的 运动 状态 (图 158). 

杆 AB 和 BC 的 运动 状态 由 质心 速度 Vi 和 vo 以 及 
角速度 wl 和 wa 确定 . 考虑 到 撞击 前 静止 (v7 = 0) 并 且 4 
忽略 (16) 中 与 wwi (=12) 无 关 的 项 , 有 


N N 
G = > 》 mu? >》 ww 五: (19) 图 158 
2 一 工 v=1 
设 工 是 2 杆 动 能 之 和 , wu 是 撞击 后 C 点 速度 , 那么 由 (19) 得 
G=T—Iu= =m(v? 十 23) 十 ml 十 w2) 一 Tu. (20) 
因为 B 既 属 于 AB 杆 又 属于 BC 杆 , 有 下 面 运动 学 关系 : 


1 [ 
V1 十 w17 = V2 — W275 (21) 


此 外 还 有 


[ 
(1 十 w27， (22) 


利用 (21) 和 (22) 可 将 (20) 写成 


2 
G = =m E 一 (wi Ho 十 二 mvw2 


1 
十 232m (wt 十 2) 一 了 ( 十 oo) . (23) 
函数 G 的 极 值 条 件 给 出 3 个 方程 : 

OG _0 OG _0 OG 


一 ”一 一 一 一 -一 0. 24 
Du ”Owi Ow» 0 (24) 
由 方程 (21) 和 (24) 求 出 : 
2 
"1 4m om dm 2 2m 


v1,Ww1l 的 负 号 表示 AB 杆 的 质心 速度 和 角速度 的 真实 方向 与 图 158 画 出 的 相反 . 

例 2 质量 为 mm 的 质点 在 光滑 曲面 f(x,y,z) = 0 上 静止 , 在 质点 上 作用 撞击 冲 
量 了 = (J, 三 ,1z), 求 撞击 后 质点 的 速度 . 

对 于 函数 (16) 有 


G= sm -人 + 到 +(:- 到 | (25) 
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约束 方程 f(x,y,z) 二 0 给 出 


af, of. Of, 


这 是 条 件 极 值 问题 : 需要 在 条 件 (26) 下 求 (25) 的 极 值 . 利用 拉 格 朗 日 乘 子 法 , 设 


af， 6f. 61 
F=G (Fst Ho+ 2) 


其 中 入 是 待定 乘 子 , 极 值 条 件 
oF _OF _OF _) 


给 出 3 个 关系 式 
Of 0 ,0f 
mi = Is + Ms, my = hy tA mz = lz+As>: (27) 


(26) 和 (27) 是 4 个 未 知 数 宛 =2+, = 人 一 计 ,入 的 4 个 方程 . 


可 以 看 出 , ,A9f ,A9f 是 撞击 约束 冲 量 在 相应 坐标 轴 上 的 投影 
Or Oy Oz 

例 3 长 为 1 的 均 质 细 杆 水 平 向 下 降落 时 , 碰 到 点 障碍 

物 , 碰撞 点 距离 杆 两 端 分 别 为 31/4 和 1/4 (图 159). 假设 碰 
撞 是 完全 非 弹性 的 , 求 碰撞 后 杆 的 运动 状态 . 

碰撞 后 杆 的 运动 状态 完全 由 其 角速度 w 确定 . 由 于 没 

图 159 有 主动 撞击 冲 量 , 引起 撞击 运动 的 原因 是 突 加 新 约束 , 即 由 

于 突然 固定 杆 的 O 点 . 对 杆 上 每 个 点 v= v, 因此 利用 


(18) 给 出 函数 G : 
1] N 1 /DV 
G = 5 > rn 一 (> mw] .0 十 5 (> m v2. (28) 
v= 二 1 vv 二 1 2 一 工 
设 m 为 杆 的 质量 , vc 是 碰撞 后 杆 质心 的 速度 , JO 是 杆 对 O 点 的 惯性 给 ,那么 


N N 
》 My 一 mM, 》 My Vy = MVO, 
v=1 2 一 1 


1 2_1 2 
5 2 myvv, 一 Jow 
是 碰撞 后 杆 的 动能 , 函数 (28) 可 以 写成 


1 1 
G = Jo 一 Mvo :Vv 十 2m 


[208] §6， 卡 尔 诺 定理 . 313 . 


又 由 于 2 ) 
Jo = 一 7 一 (0, 一 v)， we = @ -4 ) 
最 后 写 出 函数 G 的 表达 式 为 


G = go (TL? — 24wvl + 48v2). 


由 条 件 
<c -0 
Ow | 
求 出 
ly 
w= 


86. 卡尔 诺 定理 


208. 卡尔 诺 第 一 定理 ”我 们 研究 可 逆 理 想 约束 系统 的 运动 . 系统 没有 主动 撞击 
冲 量 , 在 某 时 刻 t = to 系统 出 现 新 的 可 逆 理 想 约 柬 , 撞击 运动 产生 的 原因 只 是 出 现 
新 约束 , 我 们 求 系统 动能 在 撞击 时 的 变化 . 

下 面 给 出 卡尔 诺 第 一 定理 : 

定理 如 果 突 然 出 现 可 逆 理 想 约束 , 并 与 原 有 可 遂 理 想 约 束 一 直 保持 到 撞 走 后 ， 
则 突 加 新 约束 引起 的 动能 损失 等 于 损失 速度 动能 . 

证 明 可 以 利用 第 197 小 节 的 结果 , 在 该 小 节 中 讨论 了 关于 撞击 运动 中 动能 变 
化 的 一 般 定理 , 但 是 利用 若 尔 当 原理 证 明 更 方便 ( 见 第 206 小 市 ). 

因为 I = 0, 对 可 道理 想 约 束 成 立 的 第 206 小 节 中 (15) 可 以 写成 


S mv -vt) .v=0, (1) 
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或 者 利用 第 197 小 节 中 (9) 和 (13) 的 记号 , T- 一 T+ 一 了 T=0, 即 
T- T+=7T,. (3) 
定理 得 证 . 口 

这 个 定理 可 以 看 作 是 撞击 第 1 阶段 动能 变化 的 定理 , 由 (3) 可 知 , 在 撞击 第 1 阶 
段 系 统 的 动能 总 是 在 减少 . 

例 1 两 个 相同 的 球 以 速度 和 vo 沿 着 直线 平 动 , 在 某 时 刻 2 个 球 发 生 完 全 
非 弹 性 碰撞 , 碰撞 后 2 个 球 成 为 一 个 整体 , 沿 着 原来 的 直线 以 速度 运动 . 利用 卡尔 
诺 第 一 定理 求 v 的 大 小 . 

设 mm 为 球 的 质量 , 那么 

T” = mo +02), T+=mv, T= =m(w 一 四 )” ”十 =m(w 一 切 ”. 
由 方程 (3) 求 出 
1 
v 一 5(ul + v2). 
显然 ,这 个 等 式 说 明 碰 撞 时 2 个 球 组 成 系统 的 动量 不 变 . 这 个 等 式 也 可 以 由 第 204 
小 节 中 公式 (22) 令 义 一 0， m1 一 Mo 得 到 . 

209. 卡尔 诺 第 二 定理 ”我 们 研究 可 逆 理 想 约 束 系统 的 运动 . 系统 没有 主动 撞击 
冲 量 , 在 某 时 刻 t = to 系统 突然 解除 (一 个 、 一 些 甚 至 全 部 ) 理想 约束 . 如 果 变 形 
阶段 发 生 在 时 刻 t= to 之 前 , 则 解除 约束 时 产生 撞击 约束 冲 量 且 系 统 动能 开始 增加 . 
下 面 给 出 卡尔 诺 第 二 定理 : 

定理 系统 突然 解除 约束 获得 的 动能 等 于 获得 速度 的 动能 . 

证 明 像 在 第 208 小 节 中 一 样 利 用 寿 尔 当 原理 . 在 方程 (1) 中 ww = wz 是 约束 
解除 前 任意 的 运动 学 可 能 速度 向 量 , 有 下 面 关 系 式 成 立 : 


N 
Dj mv v7) v7 =0. (4) 
2 一 | 


又 由 于 有 恒等式 


因此 (4) 写成 
1 a 1 N 1 N 
5 >》 mv(vt)? 一 了 >》 mv(oz) 一 也 >》 mv(vt 一 257) =0. 
v=1 v=1 vv 二 1 
利用 第 197 小 节 中 (9) 和 (13) 的 记号 ,有 T+ -T- -到 =0, 即 
Tt-T- = 个. (5) 
定理 得 证 . 口 


[210] 8$6. 卡尔 诺 定理 . 315 


卡尔 庄 第 二 定理 可 以 看 作 是 撞击 第 2 阶段 动能 变化 的 定理 , 由 (5) 可 知 , 在 撞击 
第 2 阶段 系统 的 动能 总 是 在 增加 . 

例 1 炮弹 以 速度 v 王 动 时 爆炸 成 地 质量 的 2 块 弹片 , 爆炸 后 一 块 弹片 的 速度 
为 v1 并 保持 原来 的 运动 方向 . 利用 卡尔 诺 第 二 定理 求 第 2 块 弹片 的 速度 vo. 

设 m 是 炮弹 质量 , 那么 


1 1 1 
T+ = 了 mm +v2),，T- = 二 mv， 人 = Im(ul 一 U) 十 2m(v2 —v)”, 


再 由 方程 (5) 求 得 va = 2v 一 v1. 

v2 也 可 以 由 动量 守恒 条 件 mv 二 mv1/2 十 mv2/2 求 出 . 

210. 刚体 情况 下 损失 速度 动能 ”我们 来 计算 在 空间 中 任意 运动 的 刚体 损失 速 
度 动能 . 设 Gzvyz 是 中 心 主轴 坐标 系 , 4, B,C 是 刚体 对 Gz, Gy, Gz 轴 的 惯性 矩 , p gr 
是 刚体 角速度 w 的 分 量 , m 为 刚体 质量 , vc 是 质心 速度 , 已 点 的 同 径 GP, 在 坐标 
系 Gzyz 中 由 分 量 zw 加 ,2 给 出 . 对 于 PB 点 的 速度 有 vy = ve 二 wxGP, 所 以 PP, 
的 损失 速度 分 量 为 : 


=VGs -Vis + (gq -qt)s (7 "7 )y, 
vy — hy = v6 — vy +(r rt)z, — (p  — p+)z,, (6) 
六 一 oz 一 VGz 一 Vs 人 一 D) 加 一 (人 一 9 )zv 

对 于 所 有 质点 的 损失 速度 动能 有 表达 式 


VU 


N 
一 5 2 mvl(vz vs)” 十 (vy 和 vt )” 十 (uvz vt )1]. (7) 
根据 坐标 系 Gryz 的 选择 有 下 面 等 式 


N N N 
>》 myvTzy 一 >》 mvyy 一 > myvzv = 0, (8) 
v=1 v= 二 1 v= 二 1 


N N N 
2 mvTvYyy = 2 mvyvzyv = Dm 一 0, (9) 


N 
?mu (Wy +2) = 4， 和 十 22) = 也， Dm 2 十 2) 一 C (10) 
v=1 


Z 一 1 


由 这 些 等 式 以 及 (6) 和 (7) 得 


T= sm(va 一 大 2+5M- —p+) + Bq- — at? +C(r rt) (1 
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在 刚体 绕 O 点 作 定 点 运动 情况 下 完全 类 似 地 得 到 
T= Mr —pt)? + Bg — q+)? + Clr- r+)’ (12) 
其 中 4, B,C 是 刚体 对 O 点 的 主 惯性 矩 , 而 p,q,7 是 w 在 惯性 主轴 Ozx, Oy,Oz 上 的 
投影 . 
我 们 再 看 刚体 绕 w 轴 定 轴 转 动 的 情况 . 设 该 轴 过 固定 点 O, 转轴 wv 与 Oz, Ov, 
Oz 夹 角 的 余 允 用 a, 8,Y 表示 , 那么 p= wa,g = wpB,7 = wy 且 公 式 (12) 写成 


人 一 >(Ao? + BB +CY)(w 一 of) 


又 根据 第 77 小 节 的 公式 (7) 有 4a2 + Bp2 十 Cy? = 刀 , 其 中 .是 刚体 对 转动 轴 的 
惯性 矩 , 所 以 
T, = SAC — wt)?. (13) 
例 1 利用 卡尔 诺 第 一 定理 求 第 207 小 节 的 例 207 中 撞击 后 杆 的 角速度 . 
撞击 前 后 杆 的 动能 有 


2 
了 ”一 =mvw”, T+ = 5 人 (14) 
损失 速度 动能 按 公式 (11) 计算 : 
2 
全 = 5 ( 一 3 十 5 ml (15) 


将 (14) 和 (15) 代入 (3) 得 到 w 的 方程 , 求解 得 
12v 
WwW 一 了 
例 2 利用 卡尔 诺 定理 求 第 199 小 节 的 例 1 中 刚体 角速度 w+. 
利用 第 199 小 节 中 记号 和 公式 (12), 方程 (3) 写成 
[4 六 +B( 大 +CO) 门 -(4o +BP CT (wo 
一 4(p- — awt)? + B(g- 一 Do) 上 Cr — ywt)’, 
由 此 得 
+ Apa+Bg b+Cr 7 


“TT Amn+BP+CY 


例 3 利用 卡尔 诺 定理 求 第 196 小 节 的 例 1 中 皮带 轮 的 角速度 . 
我 们 有 1 1 1 1 
T= 511 十 5 J2w2, T+ 一 了 01 十 .202. 
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而 四 按 公式 (13) 计算 : 
1 » ,1 2 
了 7， 一 Ji(wl 一 11 ) 十 2(w2 一 12) 。 


考虑 到 Qiri = Qar?, 由 方程 (3) 得 


Jiro 十 J2wo71 
人 一 一 
J172 十 Jory 


211. 卡尔 诺 第 三 定理 与 广义 卡尔 诺 定理 ”可 道理 想 约 束 系统 的 动能 经 过 碰撞 
的 2 个 阶段 一 般 会 减少 , 只 有 在 完全 弹性 情况 下 动能 不 变 , 这 就 是 卡尔 诺 第 三 定理 . 
我 们 这 里 不 给 出 一 般 情 况 下 的 证 明 , 可 以 看 出 , 在 2 个 绝对 光滑 刚体 碰撞 的 特殊 情 
况 下 , 这 个 定理 在 第 203 小 节 中 已 经 得 到 . 

在 第 203 小 节 中 的 (18) 可 以 写成 男 外 的 形式 , 将 其 右边 用 T, 和 恢复 系数 x 表 
示 , 为 此 , 由 第 210 小 节 中 的 公式 (11) 求 出 


To. 


2 2 
T+ = 5 Dm — wR) 十 3 DAslpr — Pi) + Br(qk — gg) + Ck(rE — ra) ]. 
考虑 到 第 202 小 节 中 (9), (10) 和 (12), 该 表达 式 写成 
T, = 2 1 (16) 
再 考虑 到 第 202 小 节 中 (14), 由 第 203 小 节 中 公式 (18) 得 


_ 2 2 \“ _y. 
T- _ T+ LX ( 走 ) ~ X272. 
2u2? \1+x 2(1 十 XI) 


最 后 利用 (16) 得 


一 十 1 加 X 
TT -Tt= TT (17) 
即 在 整个 磁 接 过 程 中 动能 损失 等 于 报 失 速度 动能 的 一 倍 ， 这 就 是 广义 卡尔 诺 


全 


定理 . 
练习 题 7 在 质点 与 固定 光滑 曲面 碰撞 问题 (第 201 小 节 中 例 1) 和 2 个 刚体 对 
心 正 碰撞 问题 (第 204 小 节 ) 中 , 直接 计算 验证 广义 卡尔 诺 定理 . 
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$7. 德 洛 内 - 别 尔 特 朗 定理 与 汤姆 孙 定 理 


212. 德 洛 内 - 别 尔 特 朗 定理 ”我 们 研究 可 逆 理 想 约束 系统 PB(w = 1,2,…， 
N)， 开 始 时 系统 静止 , 在 某 时 刻 突 然 受到 撞击 冲 量 五 作用 开始 运动 , 质点 PP 的 
速度 变 为 vb, 系统 获得 动能 7(0. 现在 系统 新 增 可 逆 理 想 约束 , 那么 在 同样 的 撞击 
冲 量 五 作用 下 质点 已 , 的 速度 变 为 v3, 系统 获得 动能 T2). 

新 的 速度 wv 是 原 系统 增加 约束 后 的 可 能 速度 , 所 以 由 若 尔 当 原理 , 即 第 206 
小 节 中 (15), 可 得 2 个 方程 : 


N N 


>, — myv(!) .v2 = 0, >》 (五 — myv(2)) .v2 = 0. 
v= 二 1 v=1 
由 此 得 
N 
D mv -v0) .v0 =0 
v= 二 1 
或 者 
1 1 一 1 一 1) /22 
5 >》 mv 人 (eu 总)) 一 7 2_ mo) =3 Dj pv(og 一 全) 
7 一 1 2 一 1 2 一 
即 
1 N 
T(W 一 人 (2) = 3 >_ mu(vh) — v0) >0. 
2 一 工 
这 个 关系 式 给 出 下 面 定理 : 


定理 ( 德 洛 内 - 别 尔 特 朗 定理 ) ”如果 系统 受到 给 定 撞击 冲 量 , 则 产生 运动 的 动能 
大 于 系统 先 新 增 约束 再 受到 同样 撞击 所 获得 的 动能 . 

换 句 话说 , 在 同样 撞击 下 新 增 约束 减少 了 撞击 后 动能 . 

例 1 第 196 小 节 的 例 1 和 例 2 可 以 作为 该 定理 的 例子 (又 见 第 197 小 节 ). 对 
于 自由 杆 有 


T(D) 一 2 
m 
如 果 杆 的 一 端 固定 , 则 
T(2) 一 37° 
27m 
故 
T() 4 
TO) ”3， 


即 (在 给 定 冲 量 了 情况 下 ) 约束 (一 端 固定 ) 减少 了 动能 . 

德 洛 内 - 别 尔 特 朗 定理 的 内 容 也 可 以 给 出 下 面 解释 : 将 系统 受 给 定 撞击 冲 量 作 
用 后 的 运动 状态 看 作 是 增加 约束 的 系统 可 能 运动 状态 之 一 , 那么 在 无 穷 多 这 种 运动 
状态 之 中 , 真实 运动 状态 使 动能 取 极 大 值 . 
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例 2 利用 德 洛 内 - 别 尔 特 朗 定理 确定 第 196 小 节 例 2 中 受 撞 击 后 杆 的 运动 状 

如 果 求 得 受 撞击 后 杆 的 角速度 和 瞬时 速度 中 心 位 置 , 则 杆 的 撞击 后 运动 状态 完 
全 确定 . 

假设 增加 对 杆 的 约束 , 在 距离 质心 左边 z 处 增加 一 个 固定 匀 链 , 根据 德 洛 内 -- 别 
尔 特 朗 定 理 , 撞击 后 皮 时 速度 中 心 的 真实 位 置 是 使 得 动能 作为 以 z 为 变量 的 函数 取 
极 大 值 . 

动量 矩 定 理 给 出 w 和 z 的 下 面 关 系 式 : 


(i _ 1 2 2 
=r(it+z) = Tm + mz”. (1) 
利用 (1) 将 杆 的 动能 
Jw? 
“7 
写成 , , 
_3/ (Ll+22z) 
T= f(s), f(r) = Hs (2) 
由 条 件 dT/dz = 0 求 得 z = 1/6, 再 由 (1) 得 
_o 
ml 


设 ww 是 初始 静止 系统 撞击 后 的 可 能 速度 , 根据 撞击 运动 的 动能 定理 , v, 和 五 
满足 下 面 方程 ( 见 第 197 小 节 的 公式 (10)): 


N N 
> mu? 一 >_L * Uy. (3) 
v= 二 1 


vv 二 1] 


因此 德 洛 内 - 别 尔 特 朗 定理 也 可 以 叙述 为 : 可 逆 理 想 约 束 系 统 在 给 定 撞击 冲 量 五 作 
用 后 的 动能 在 条 件 (3) 下 取 极 大 值 . 

例 3 ( 见 第 198 小 节 ) 静止 自由 刚体 受到 的 撞击 冲 量 主 向 量 为 S(S), 对 刚体 质 
心 的 主 矩 为 L(®). .利用 德 洛 内 - 别 尔 特 朗 定理 求 撞击 后 刚体 的 运动 状态 . 

设 mm 是 刚体 质量 , A, B,C 是 中 心 主 惯性 矩 , gc 和 w 是 撞击 后 刚体 质心 速度 和 
刚体 角速度 , 在 中 心 惯性 主轴 坐标 系 Gzyz 中 有 : 


Ste)' = (5,,5,,52), L(Y) = (Ly,Ly,Lz), vo = (uczvcy VGz), WwW’ = (p,q,7). 
根据 德 洛 内 - 别 尔 特 朗 定理 , 在 撞击 后 运动 状态 下 ， 


1 1 
T= am(vés + vy +v62) + 3(Ap’ + Bq +Cr) (4) 
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在 条 件 (3) 下 取 极 大 值 . 根据 第 198 小 节 的 公式 (5), 条 件 (3) 可 以 写成 
SsvGz + SyvGy + SzvGz + Lip + Lyq + Lar = 2T. (5) 
利用 拉 格 朗 日 乘 子 法 求 条 件 极 值 问题 , 令 
下 三 下 一 和 (9zvcz 十 9yvcy + SzvGz + Lzp+ Lyg + Lzr — 2T7) 
= (1+2M)T— A(SyvGs + Syvoy t+ SzvGz t+ Lzp+ Lyqg + Lzr). 
再 令 对 VGz,vGy, vcz pgr 的 偏 导 数 等 于 零 , 得 下 面 方程 组 : 


(1 十 2 和 )mmvcz = X9za， (1 十 2 和 )mnvcy = AMSy, (1 十 2 入)rnrvGcz = MS,, 


6 
(1 十 2A)4p = 和 ZLzc， (T+2N)Bg=AL,, (1l+2 和 NCr = 和 7z. (6) 


由 (5) 和 (6) 求 出 入 = 一 而 


Sz Sy S> 
VGcz 二 一， VGy 三 一 , Vcz 王 一 ， 
nm mm 77 

_Ls jh ,_l 

p= A! d 二 B’ 本 Cr 


相应 于 第 198 小 节 中 公式 (2) 和 (3). 


213. 汤姆 孙 定 理 ”前 一 小 节 中 的 德 洛 内 - 别 尔 特 朗 定理 将 可 逆 理 想 约束 系 统 的 
撞击 运动 归结 为 某 个 函数 的 极 大 值 问题 , 本 小 节 的 汤姆 孙 定 理 将 撞击 运动 归结 为 某 
个 函数 的 极 小 值 问 题 . 

设 质 点 ,初始 静止 , 在 撞击 冲 量 五 作用 下 获得 速度 v. 如 果 有 邦 外 的 冲 量 作 
用 在 系统 上 , 则 撞击 后 运动 状态 一 般 不 同 于 第 1 种 情况 : 如 果 vi 是 第 2 种 情况 下 质 
点 的 速度 , 则 等 式 v= v’ 一 般 不 会 对 所 有 质点 都 成 立 , 设 这 时 新 冲 量 使 新 速度 wv 
满足 等 式 


N N 


LL:vww = > L,.:.v,. (7) 
v= 二 1 v= 二 1 | 
对 于 冲 量 地 以 及 2 组 可 能 速度 w 和 vw, 将 第 206 小 节 中 (15) 写成 
N N 


>》 (五 — mv) .oO 一 0， >》 (也 — myv,) :vr 一 0. 


v= 二 1 vv 二 ] 


由 此 在 (7) 的 基础 上 得 等 式 


N 2 
>》 mv(o 一 0) .vv 一 0， 
2 一 | 


或 者 写成 
3 mos) 一 3 三 mo -me — Vy 
即 
| 和 
7 一 1 = 5 2 mo —v,)?>0 
这 个 关系 式 给 出 下 面 定 理 : 


定理 (汤姆 孙 定 理 ) 由 撞击 冲 量 使 系统 获得 的 动能 是 满足 (7) 的 所 有 可 能 冲 量 
使 系统 获得 的 动能 中 最 小 的 . 

证 明 设 质 点 系 已 (> = 1,2,… ,NN) 处 于 静止 状态 , 作用 于 给 定点 只 , 己 ,…， 
P, (mn < N) 的 未 知 撞击 冲 量 使 这 些 点 获得 给 定 速度 v/， 其 它 点 没有 任何 主动 撞 
击 冲 量 作用 , 它们 受 撞击 后 的 速度 满足 约束 限制 条 件 . 如 果 选 择 新 冲 量 使 得 对 > = 

. ,n 满足 wv, = wv/ 则 可 以 使 条 件 (7) 成 立 . 汤姆 孙 定 理 可 以 叙述 为 : 如 果 系 统 

的 某 些 点 突然 具有 给 定 速度 , 则 系统 具有 的 动能 小 于 这 些 点 具有 同样 速度 的 其 它 任 
何 可 能 运动 状态 的 动能 . 口 

例 1 两 根 质 量 为 m 长 为 1 的 均 质 细 杆 AO 和 OB 用 匀 链 O 连接 , 静止 地 重 
直 放 置 , OB 杆 的 B 端 突然 获得 平行 于 O4 的 速度 w (图 160), 求 撞击 后 2 杆 的 运 
动 状态 . 

在 给 定 B 点 速度 情况 下 , 杆 A4O 和 OB 的 运 
动 状态 完全 由 其 角速度 wl 和 wo 确定 . 设 和 ua 
是 撞击 后 杆 质心 G! 和 Gs 的 速度 , 那么 


| 


1 1 
T= 3m(v1 十 v2) 十 2 (wl 十 w2). 


由 运动 学 关系 式 


VO = Vi wi xX G10 = w+w» x BO, 


V2 一 1 十 2 X 忆 C2>， 


可 得 方程 组 
l l 
Vis = Vw, Viy= -W153, V2r = VW25, V2y=0, 
所 以 有 
T= 


2 IN’| 1 
=m |(v + w2l)? +wi 亏 十 (oto) | 十 mam (wt + w2). 
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由 方程 组 
oT 
Ow1 ”Do 
求 出 
9v 
WwW] 二 0, (Wo 一 有 


可 见 , 撞击 后 杆 AO 处 于 瞬时 平 动 状态 , 而 BO 杆 以 角速度 9u/(81) 顺 时 针 转 动 @. 
例 2 在 自由 刚体 的 给 定点 作用 撞击 冲 量 使 其 具有 给 定 的 速度 ， 求 撞击 后 刚体 
的 运动 状态 . 
像 在 第 212 小 节 中 最 后 一 个 例子 一 样 , 取 刚 体质 心 G 为 坐标 原点 , GY,Gy, Gz 
为 中 心 惯性 主轴 , 撞击 后 刚体 动能 按 第 212 小 节 中 公式 (4) 计算 . 设 a,b,c 是 冲 量 作 
用 点 坐标 , vz,vy,vs 是 作用 点 速度 在 坐标 轴 上 投影 , 那么 


Vz =VGz++qgc—rb, 一 Vcy 十 rQ 一 pc，VUz = VGz++pb— qa. (8) 
在 条 件 (8) 下 使 函数 全 达到 极 小 值 的 vGz,vGy,vGz,p,9,7 满足 方程 组 
MUGz 一 Arz， MVGYy 一 Ay， MUGz 一 Nz, (9) 


Ap=bAs—cMy, Bq=cMs —aMs, CT 三 ay 一 bz， (10) 


其 中 Nz, MN, Mz 是 拉 格 朗 日 乘 子 ， 它 们 和 VGz, VGy, VGz, D; 9)7 同时 由 方程 (8)-(10) 
确定 . 

由 第 198 小 节 中 公式 (2), (3) 和 方程 (9), (10) 可 知 , Az, 和 y, Az 是 未 知 撞击 冲 量 
在 Gz,Gy,Gz 轴 上 的 投影 . 

汤姆 孙 定 理 的 解释 类 似 于 前 一 小 节 的 德 洛 内 - 别 尔 特 朗 定理 : 将 给 定 某 些 点 速 
度 后 系统 的 运动 状态 看 作 是 增加 约束 的 系统 可 能 运动 状态 之 一 , 那么 在 无 穷 多 这 种 
运动 状态 之 中 , 真实 运动 状态 使 动能 取 极 小 值 . 

换 句 话说 , 在 某 些 点 给 定 同样 速度 情况 下 新 增 约束 增加 了 撞击 后 动能 . 

比较 汤姆 孙 定 理 和 德 洛 内 - 别 尔 特 朗 定理 可 知 , 如 果 给 定 作 用 在 系统 给 定点 上 的 
撞击 冲 量 , 则 撞击 后 运动 状态 归结 为 求解 动能 极 大 值 问题 如 果 给 定 冲 量 作 用 点 的 
速度 , 则 撞击 后 运动 状态 归结 为 求解 新 增 约束 条 件 下 的 动能 极 小 值 问题 . 

例 3 两 根 均 质 细 杆 AB 和 BC 以 匀 链 B 相连 , 静止 并 共 线 放置 (图 158), 突 
然 给 C 点 垂直 于 BC 的 速度 v, 在 第 207 小 节 中 例 1 计算 的 基础 上 可 知 , 系统 获得 
动能 为 TD = mv2/7. 

现在 求 第 2 个 极 值 问题 . 以 匀 链 固定 4 点 并 让 C 有 同样 的 速度 vo, 利用 第 200 
小 节 中 例 200 的 计算 得 , 这 时 系统 获得 动能 为 7mv?/48. 


中 原文 此 处 有 误 , 已 更 正 . 


最 后 求 第 3 个 极 值 问题 . 除了 以 铵 链 固 定 4 点 以 外 还 固定 B 点 , 让 C 有 同样 
的 速度 v, 受 撞击 后 AB 杆 静 止 , 系统 获得 动能 T(3) 等 于 撞击 后 BC 杆 的 动能 . 根 
据 第 197 小 节 中 例 1 有 T(3) = mv?/6. 

因为 1/7 <7/48 < 1/6, 故 了 <T(2 <T(3), 即 相应 于 汤姆 孙 定 理 , 不 改变 C 
点 速度 情况 下 增加 约束 使 撞击 后 动能 增 大 . 

如 果 在 3 个 极 值 问题 中 垂直 于 BC 的 撞击 冲 量 工 相 同 , 则 获得 的 动能 分 别 为 : 
TW =772/(4m)，T® = 12721(7m)，TG) = 372/(2m). 因为 7/4 > 12/7 > 3/2, 故 
TU > T(2 > 了 T(3)， 即 相应 于 德 洛 内 - 别 尔 特 朗 定理 , 增加 约束 使 撞击 后 动能 减 小 . 

例 4 均 质 细 杆 右 端 具 有 垂直 于 杆 的 速度 v (图 146) , 利用 汤姆 孙 定 理 求 瞬时 
速度 中 心 的 位 置 . 

在 前 一 小 节 中 利用 德 洛 内 - 别 尔 特 并 定理 研究 过 这 个 问题 , 这 里 利用 类 似 的 方 
法 . 在 杆 上 距离 质心 z 处 增加 固定 匀 链 , 那么 撞击 后 角速度 为 


加 2 
“一 7 十 27 
对 转轴 的 惯性 给 J 用 公式 (1) 计算 , 受 撞 击 后 杆 的 动能 为 
1 1 12 十 127z? 
4 一 了 Jo 一 smv g(z), 9(Z) 一 (T+ 27)2 (11) 


根据 汤姆 孙 定理 , 未 知 量 z 使 动能 达到 极 小 值 . 由 此 给 出 z = 1/6, 与 前 一 小 节 结 论 
一 致 

比较 公式 (1) 和 (11) 可 知 , g(z) = 1/f(z), 即 汤姆 孙 定 理 和 德 洛 内 - 别 尔 特 朗 定 
理 是 研究 同一 个 函数 的 极 值 . 


88. 撞击 运动 的 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 


214. 广义 冲 量 我 们 研究 完整 理想 系统 P,(v = 1,2,… ,NN). 设 系统 有 n 个 
自由 度 , q1, q2,… ,qn 是 广义 坐标 . 在 某 时 刻 to 系统 受到 撞击 冲 量 IL(v = 1,2,…， 
N), 其 作用 时 间 为 +. 系统 的 撞击 运动 问题 用 广义 坐标 表示 为 : 已 知 撞击 前 广义 速度 
他 , 求 撞 击 后 广义 速度 守 . 可 以 利用 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 ( 见 第 138 小 节 ) 求解 这 
个 问题 . 

引入 类 似 于 广义 力 (第 54 小 节 ) 的 广义 冲 量 概念 , 我 们 研究 撞击 冲 量 在 虚 位 移 
上 的 元 功 


N 
6L = > ,or,. (1) 
v=1] 
利用 第 16 小 节 的 公式 (27) 将 6r, 用 广义 坐标 变 分 bq; 表示 , 于 是 (1) 可 以 写成 : 


ST 一 DL De :=> (Dn 也 . Bo, 和 0qi, (2) 
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引入 记号 


一 Or 
= Bay (i = 1,2,:.… ,n), (3) 
等 式 (2) 可 以 写成 

6L = > Ji59:. (4) 
J 称 为 相应 于 广义 坐标 qi 的 广义 撞击 冲 量 (i = 1,2,… ,n). 
注意 到 第 191 小 节 中 等 式 (1), 由 公式 (3) 可 得 广 义 挤 击 冲 量 表 这 式 


- > na 2 


由 于 Do, 在 撞击 时 的 改变 量 非常 小 , 可 以 忽略 不 计 , 在 积分 时 可 以 看 成 常数 , 所 以 上 
面 等 式 可 以 写成 


Ory 


根据 第 54 小 节 的 公式 (9), 上 面 等 式 中 圆 括号 内 表达 式 为 相应 于 广义 坐标 q; 的 广义 
力 Qi; 于 是 有 
to 十 7 
i=/ Qidt (i=1,2,...,n). (5) 


215. 拉 格 朗 日 方程 将 第 138 小 节 的 方程 (11) 两 边 对 时 间 在 撞击 时 间 7 内 积 
分 , 考虑 到 公式 (5) 以 及 9T/8gq; 在 撞击 时 间 内 的 积分 是 可 以 忽略 不 计 的 小 量 , 可 得 : 


(器 ) - (器 ) = G1 


其 中 上 标 -~ 和 + 表示 撞击 前 后 的 值 . , 

关系 式 (6) 构成 了 撞击 运动 的 ”个 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 , 未 知 数 是 针 ,好 ，……， 
.与 第 138 小 节 中 有 限 力 作用 下 运动 的 方程 (11) 不 同 的 是 , (6) 是 线性 代数 方程 
而 不 是 微分 方程 . 

例 1 质量 为 mm 的 质点 以 速度 vv 沿 着 Ox 轴 运 动 时 , 受到 沿 着 Oz 轴 的 撞击 冲 
量 了 求 撞击 后 质点 的 速度 . 

由 撞击 运动 理论 的 基本 关系 式 ( 见 第 192 小 节 的 公式 (2)) 立即 可 以 得 到 结果 . 
但 我 们 这 里 利用 拉 格 朗 日 方程 (6) 来 求解 . 

由 (1) 有 6L=I5x, 即 五 = 了 .又 由 于 T=mzi?/2， 9T/90% = mi, 根据 (6) 有 
方程 (mz)+ 一 (mz)- 二 刀 二 了 于 是 得 + = 二 v 十 IT/m. 


[215] $8. 撞击 运动 的 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 . 325 . 


例 2 两 个 质量 为 m 长 为 1 的 均 质 细 杆 组 成 的 双 摆 处 于 静止 状态 , 并 且 2 杆 的 
质心 位 于 悬挂 点 4 下 方 的 竖 直 线 上 (就 是 说 在 图 15 中 p = 纱 = 0), 在 距离 连接 2 
杆 的 镁 链 下 方 a 处 作用 水 平 撞击 冲 量 I, 求 撞击 后 每 个 杆 的 角速度 . 

组 成 双 摆 的 2 根 杆 的 动能 为 


1 4 . 1 . 
T= ml 了 十 2Vcos(P — YW)+ 了 人 (7) 


取 hz 轴 竖 直 向 下 ，Ay 轴 水 平 并 位 于 图 15 的 平面 内 , 则 在 坐标 系 4zy 中 有 也 = 
(0, J 了), 而 撞击 冲 量 作用 点 的 向 径 7' = (x,y) 坐标 为 z = lcosp 十 acosW，Y = lsin p 十 
asin%. 冲 量 了 在 虚 位 移 br' = (6z, 69) 的 元 功 (1) 有 


6L =I.6r 一 70V = I/coswowp 十 TacosWouU， 


因此 有 
Jo=I1lcosyp, Jy = Tacosy. (8) 


拉 格 妆 日 方程 (6) 写成 : 


aT\* /eTN\- aT\t /oTN\ 
(5) -(W) = (WW) -3) 9 
注意 到 公式 (7), (8) 以 及 9- = 攻 - = 0, 而 撞击 时 p 二 少 二 0, 方程 组 (9) 可 以 写成 


下 面 形式 : 
67a 


p+ + > 十 + 二 

由 此 求 出 撞击 后 杆 的 角速度 : 
.67(2! 一 3a) ;+ 67(8a 一 30) 
” Tm 9 一 一 7ml?2 


在 第 200 小 节 的 例 200 中 利用 动量 定理 和 动量 矩 定 理 得 到 了 这 个 结果 . 


例 3 质量 为 mm 长 为 1 的 均 质 细 杆 4 在 平面 Oxy 
内 运动 (图 161), 在 某 时 刻 端点 4 与 Oz 轴 发 生 碰撞 , 碰 
撞 时 杆 与 Ox 轴 夹 角 为 a, 其 质心 速度 分 量 为 二, 而 
角速度 为 p-. 假设 Oz 轴 是 绝对 光滑 的 , 碰撞 是 完全 非 
弹性 的 叫 , 求 碰撞 后 杆 的 运动 状态 . 

如 果 x,y 是 杆 质心 的 坐标 , 而 9 是 角速度 ， 则 


图 161 
1 1 
T= 本 (人 十 z) 十 2 9 (10) 


巴 原 文 此 处 有 误 , 已 更 正 . 


. 326 ， 第 十 二 章 撞击 运动 理论 [216] 


设 了 是 Oz 轴 的 未 知 碰 撞 冲 量 , 由 于 没有 摩擦 , 它 平行 于 Oy 轴 . 冲 量 在 杆 虚 位 

移 上 的 元 功 为 
0 了 一 70y 一 25 COs Q00. 

由 此 得 
| J 及 =0， 罗 =I,， J%= -万 cos a: (11) 
拉 格 朗 日 方程 (6) 写成 : 

mm( t+ 一 2 )=0, my ~-y )=J, ml(pt — 9 )= -511 cos Qa. (12) 
这 是 关于 未 知 量 2+, 一 gy+,pt, 了 的 3 个 方程 , 再 利用 碰撞 完全 非 弹 性 条 件 得 到 一 个 
补充 方程 . 这 个 条 件 说 明 碰 撞 后 4 点 的 速度 没有 沿 着 Oy 轴 的 分 量 , 即 


1 
yt = 3l Cos apTt. (13) 
由 (12) 和 (13) 求 出 
jz 二 二- 二 (Ip™ +6cosay ) cosa 
2(1 十 3cos2a) | 
. LO 十 6cosay- ml(lcosap™ — 2y ) 

十 一 -一 -~ 一 一 14 
f l(1 + 3cos?a) ‘ 2(1 + 3cos? a) (14) 


216. 突 加 约束 情况 ”方程 (6) 的 右边 包含 主动 撞击 冲 量 和 撞击 时 新 增 理想 约 
束 的 撞击 冲 量 . 但 经 常 遇 到 对 撞击 运动 问题 只 需求 撞击 后 运动 状态 , 而 不 必 求 约束 
撞击 冲 量 , 下 面 将 介绍 的 阿 佩 尔 算法 可 以 得 到 不 包含 新 增 约 束 撞 击 冲 量 的 拉 格 朗 晶 
方程 . 

研究 n 个 自由 度 的 完整 系统 , 无 主动 撞击 冲 量 , 撞击 是 由 在 某 时 刻 to 新 增 n 一 
个 理想 约束 引起 的 , 这 些 约束 在 撞击 结束 时 刻 t=,to 十 7 可 能 保持 , 也 可 能 消失 . 开 
始 已 经 存在 的 约束 也 是 理想 的 ， 在 撞击 时 和 撞击 后 都 继续 存在 . 

总 可 以 选择 广义 坐标 gil, q2,… ,qn 使 得 新 增 约束 的 方程 为 


qk+1 二 0,， qk+2 二 0， +， qn 三 0. (15) 
这 些 方程 在 撞击 时 成 立 . 如 果 新 增 约束 撞击 后 保持 , 则 这 些 方程 在 撞击 后 的 状态 下 
也 成 立 . 
将 动力 学 普遍 方程 ( 见 第 137 小 节 的 关系 式 (10), m = n) 两 边 对 时 间 二 从 寺 = 加 
到 上 = 如 十 7 积分 , 考虑 到 公式 (5), 撞击 时 可 以 认为 5q; 不 依赖 于 时 间 , 以 及 有 限量 
907/69i; 的 积分 是 可 以 忽略 不 计 的 小 量 , 可 得 : 


|) -() -dj 罗 


?一 1 
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因为 无 主动 撞击 冲 量 , 初始 约束 在 撞击 时 保持 , 故 广义 撞击 冲 量 九 ,万 … , 有 等 于 
零 , 而 .办 Jk42，"… ,Jn 仪 由 新 增 约束 决定 . 


束 系 统 的 虚 位 移 .相应 于 方程 (15) 可 以 认为 6qk41 = 6qk+a = … = 6qn = 0, 而 
6q1, 6q2,… ,69k 是 任意 的 . 在 这 样 选 择 变 分 的 情况 下 , 由 (16) 可 以 得 到 方程 

十 一 
即 有 下 面 定 理 : 


定理 ( 阿 佩 尔 定理 ) 动能 对 相应 于 不 为 零 的 广义 坐标 的 广义 速度 的 导数 在 撞击 
时 不 变 . 

在 方程 (17) 中 gryi = qr42 = … = qn = 0, 但 相应 的 广义 速度 Gk+41, Gk+2,…， 
dn 在 撞击 前 后 都 不 一 定 等 于 零 , 撞击 后 为 零 仅 当 新 增 约束 撞击 后 保持 , 这 时 个 线 
性 方程 (17) 中 及 个 未 知 量 这, 93，,… ,和 H. 在 其 它 情况 下 个 线性 方程 (17) 中 有 
n 个 未 知 量 好, 村 …… ,好 ,在 完全 非 弹 性 碰撞 情况 下 需要 引入 补充 假设 . 

例 1 质点 忆 在 竖 直 平面 内 在 图 示 柱 面 上 方 运动 ， 该 柱 面 的 母线 沿 着 水 平方 向 ; 
在 图 162 中 画 出 了 这 个 曲面 和 垂直 母线 的 平面 z = 
0 的 交 线 y = wp(z). 在 某 时 刻 质点 与 曲面 碰撞 , 碰 
撞 前 速度 为 0- 二 (2-,-)， 假 设 曲面 绝对 光滑 ， 
碰撞 是 完全 弹性 的 ， 求 碰撞 后 质点 的 速度 vt+ = 


(2Z+ ;2+). 
取 广 义 坐 标 为 
d1 一， d2 一 2 一 p(7), (18) 
碰撞 是 质点 新 增 约束 go = 0. 
由 (18) 有 
t= Y=9q+%, (19) 


其 中 搬 号 表示 对 z 的 微分 , 于 是 有 


] .。 . 1 , ..。. ， ， 
T= 3m(22 +) = sml(l + 9°) +29 dd + 2] (20) 


(站 ) =( 路 ) ， 


考虑 到 公式 (20) 后 , 上 面 方程 可 以 写成 


由 (17) 有 方程 


(1+9”)(Gt ~)+y (G02 -2)=0. (21) 


由 完全 弹性 碰撞 假设 给 出 补充 方程 : 


2 = -2. (22) 
解 方程 (21) 和 (22) 得 
. 29'G> .十 。 
d1 三 qi 十 1 +o d2 三 一 d2. (23) 
再 由 (19) 得 
. 1-96 .20 .  . 2 .1-9% 
+ 一 一 一 -一 to. 24 
T Ti tipaY ，Yy 1+ 9 1+ p32 (24) 


如 果 用 a 表示 曲线 y = p(z) 在 碰撞 点 的 切线 与 Oz 轴 的 天 角 , 则 w' = tana, 等 式 
(24) 可 以 写成 更 紧凑 的 形式 : 


2+ ~ cos2aj™ 十 sin2ay 一 ， 


yt = sin2a%™ 一 cos2ay 一 . 


例 2 两 个 质量 为 m1 和 na 的 质点 用 长 为 ! 的 不 可 伸 长 的 细 绳 连接 , 在 Oxy 
平面 内 运动 , 在 某 时 刻 细 绳 被 拉 紧 , 已 知 撞击 前 运动 状态 , 求 撞击 后 运动 状态 . 

设 zi 是 质量 为 mi 质点 的 坐标 (i = 1,2), pr 
是 确定 第 2 个 质点 相对 第 1 个 质点 位 置 的 极 坐 标 (图 
163), 广义 坐标 取 为 


7172 


q=71, qo=h, gg=p, gg=l-r. (25) 


撞击 时 系统 新 增 约束 q4 = 0. 
考虑 到 Z2 一 I1 十 rcosp， 轨 三 人 十 7sSinw， 系 
图 163 统 的 动能 


1 . .2»、， 1 . . 
T= 7 了 ma( 儿 十 多 ) + 5m2(22 十 妇 ) 
可 以 写成 ] 1 
T= 3 (m1 +m2)( 氏 十 名) 十 3m2l( — 44) 03 十 经 一 
一 2(! — q4)gs( 和 i sin gs — G2 cos q3) — 2G4(d1 cos gs + G2 sin qs)]. (26) 
引入 记号 Ab = 二 针 一 四 (i=1,2,3,4) 对 i=1,2,3 写 出 方程 (17), 得 
(m1i 十 m2)Adi 一 m2(l 一 q4) sin q3Ag3 — TN2 COS qg3Ada 一 0, 
(mi++ m2)Adz + m2(l — q4) cosqsAds — m2 singsaAd4 = 0， (27) 
sin gaAdi 一 cosq3Ad — (1 — q4)Agds = 0. 


(27) 是 关于 4 个 未 知 量 时 (i = 1,2,3,4) 的 3 个 方程 , 补充 方程 为 关系 式 7+ = 
一 XF-， 或 者 根据 (25) 写成 凶 = -Xi . 由 此 导出 方程 

Ai = 一 (1 十 X)94 ， (28) 
利用 (25) 并 注意 到 撞击 时 p = ai 由 方程 组 (27) 和 (28) 求 出 


;二 一 (1 十 X)7m2 cosQ ,- 


TZ] 一 v1 》 
mi 十 7722 
(1 + XxX)m2 sina (29) 
半 = 信 十 一 人 一 一 一 7 p+ 二 9-. 
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第 十 三 
积分 变 分 原理 


$1. 哈密 顿 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 原 理 


217. 完整 系统 的 正路 和 旁 路 ”在 第 三 章 我 们 介绍 了 力学 的 微分 变 分 原理 , 它们 
给 出 在 给 定时 刻 从 力学 系统 的 运动 学 可 能 运动 之 中 区 分 出 真实 运动 的 准则 . 本 章 将 
介绍 几 个 积分 变 分 原理 . 与 微分 变 分 原理 不 同 , 力学 的 积分 变 分 原理 不 是 给 出 某 个 
给 定时 刻 真 实 运动 的 判 据 , 而 是 给 出 在 某 个 有 限时 间 段 togt<ti 内 真实 运动 的 判 据 . 
它们 描述 系统 在 整个 时 间 段 内 的 运动 . 


LA 像 在 第 三 章 一 样 , 假设 力学 系统 或 者 自由 , 或 者 受理 想 双 面 
完整 约束 @ , 设 ov 和 b, 分 别 是 系统 的 点 PB，(v = 1,2,… ,NN) 
在 t=to 和 t= 时 刻 的 可 能 位 置 , 系统 在 t= to 时 刻 的 位 置 称 
为 初 位 置 , 在 t= 刀 时 刻 的 位 置 称 为 末 位 置 . 假设 在 上 = 如 时 刻 
可 以 选择 系统 各 点 的 速度 , 使 它们 在 t = 时 占据 其 末 位 置 . 系 
lI 统 质点 从 初 位 置 ov 移动 到 末 位 置 部 所 画 出 的 轨迹 形成 了 系统 的 
av 真实 路 径 , 称 为 系统 的 正路 . 
图 164 在 正路 上 , 系统 的 质点 只 画 出 一 条 连接 ov 和 b, 的 曲线 y. 
设 YX，(v = 1,2,… ,NN) 是 无 限 接近 于 曲线 和 的 连接 ov 和 b 的 曲线 , 质点 忆 , 党 
着 它 运动 而 不 破坏 约束 , 称 这 些 曲 线 为 系统 的 旁 路 . 在 图 164 中 实 线 是 正路 , 虚线 是 
旁 路 . 今后 我 们 假定 系统 所 有 质点 沿 着 旁 路 运动 的 初始 时 刻 为 + = to, 终止 时 刻 为 
四 将 积分 变 分 原理 应 用 于 非 完整 系统 的 问题 有 很 长 的 历史 , 有 关 文 献 和 基本 结果 参见 : Pywaamea 


B. B. O6 HTerpamrpHEIX IDHHIHHaX ANA HerOITOHOMHBIX CHCTeM // IMM，1982，T 工 . 46，BPII. 
1，C. 3-12. 
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一 慷 , 即 系统 沿 着 旁 路 运动 的 起 始 和 终止 时 间 与 沿 着 正路 运动 一 样 . 


对 于 完整 系统 , 在 广义 坐标 空间 中 考察 正路 和 旁 路 更 
加 方便 , 在 该 空间 中 坐标 是 广义 坐标 q1, qz,… , gn 和 时 间 
t, 设 该 空间 的 点 4o 相应 于 系统 初 位 置 , 而 点 41 相应 于 系 
统 末 位 置 , 系统 从 初 位 置 到 末 位 置 的 运动 相应 于 连接 4o 
和 hi 的 曲线 . 在 图 165 中 (n = 2) 实 线 为 系统 的 正路 , 虚 
线 为 系统 的 旁 路 . 在 广义 坐标 空间 中 旁 路 可 以 取 为 任意 无 
限 接近 正路 的 连接 4o 和 hi 的 曲线 ; 任意 这 样 的 曲线 都 
是 运动 学 的 可 能 路 径 , 这 是 因为 广义 坐标 q1, gq2,… ,qn 总 
是 选择 成 使 系统 的 几何 约束 成 为 恒等式 (第 14 小 节 ), 而 
系统 又 没有 其 它 约束 . 

可 以 发 现 , 建立 连接 4o 和 41 的 正路 的 问题 并 不 简单 , 要 归结 为 描述 力学 系统 
运动 的 2n 阶 微分 方程 的 边 值 问题 . 如 果 ho 点 相应 的 坐标 为 99, 99,… ,gq0, 而 41 点 
相应 的 坐标 为 dd ,ql, 则 运动 微分 方程 的 解 gq;(t) 应 该 满足 边 值 条 件 


图 165 


qi(to) = gq), qi(t1) =g; (i = 1,2,.…: ,1). 


边 值 问题 可 以 有 唯一 解 , 也 可 以 没有 解 ; 还 可 以 有 几 个 甚至 无 穷 多 解 . 

如 果 4o 和 4i 两 点 足够 近 , 则 边 值 问题 的 解 或 者 是 唯一 的 或 者 是 有 限 多 个 . 对 
于 我 们 的 目标 后 一 种 情况 可 以 归结 为 第 1 种 , 这 是 因为 我 们 可 以 从 这 有 限 个 解 中 选 
出 某 一 个 , 并 研究 其 附近 一 个 足够 小 的 不 包含 其 它 正 路 的 邻 域 , 然后 在 选 定 正 路 的 这 
个 小 邻 域内 给 出 旁 路 . 

当 ho 和 Ai 两 点 足够 远 时 , 边 值 问题 有 在 相同 时 间 ti 一 to 这 正史 
解 , 在 这 种 情况 下 广义 坐标 空间 内 的 点 4o 和 41 称 为 共 轿 动力 学 

例如 , 单 自由 度 谐 据 子 的 运动 方程 为 ， 


4 十 g 三 0. ， 
通过 广义 坐标 空间 vt 的 点 (0,0) 和 (0,7) 有 相互 无 限 接近 的 正路 , 由 下 面 等 式 给 出 
q = csint, 


其 中 c 是 任意 常数 , 点 (0,0) 和 (0, 7) 是 共 郝 动力 学 焦点 . 反之 , 当 gt! > 0， 刀 <T 
时 , 通过 点 (0,0) 和 (9!, 五 ) 只 有 一 条 正路 . 

我 们 将 研究 的 旁 路 不 是 完全 任意 的 , 而 是 由 正路 通过 等 时 变 分 得 到 的 . 

设 系统 的 已 点 沿 着 连接 初 位 置 a,, 和 末 位 置 b, 的 正路 和 :运动 , 它 在 t 时 刻 的 


* 332 ， 第 十 三 章 积分 变 分 原理 [218] 


一 了 7 bw 位 置 是 w (图 166). 在 t 时 刻 给 已 点 一 个 从 位 置 g， 
出 发 的 虚 位 移 gr 那么 PB 点 的 位 置 变 为 %%， 如 果 当 
to <t < 二 时 对 书 点 在 曲线 4%, 上 的 所 有 位 置 g, 重复 
这 样 的 过 程 , 经 过 点 g/, 连接 初 位 置 a 和 末 位 置 b,, 作 一 
条 曲线 , 该 曲线 就 是 旁 路 . 分 别 在 正路 和 旁 路 上 的 对 应 
out 点 gs 和 gl 的 时 间 相同 . 在 笛 卡 儿 坐标 中 在 正路 上 已 点 
图 166 的 位 置 由 向 径 7+, 给 出 , 而 在 旁 路 上 书 点 的 位 置 由 问 径 
rz 十 grv 给 出 , 其 中 向量 水 数 brv 满足 条 件 brv( 如 ) = 0, gm) = 0 (v=1,2,:…,N). 
此 外 , 我 们 还 假设 ir, 是 二 阶 连续 可 微 的 函数 . 
我 们 需要 比较 的 不 仅 有 正路 和 旁 路 , 还 有 在 相同 时 刻 书 点 在 正路 的 速度 #, 和 
在 旁 路 的 速度 加 十 6 我 们 将 证 明 , 等 时 变 分 运算 和 对 时 间 的 微分 运算 可 交换 , 即 


d 
Py 二 一 v 一 ) 2 。 ] 
入 = 6r, (v=1 N) (1) 


事实 上 , 按照 速度 的 定义 , 在 劳 路 上 有 


Py + 07y = +m) = P+ or, (v= 1,2,.……,N), 


dt dt 
由 此 可 得 等 式 (1). 类 似 地 , 如 果 在 广义 坐标 空间 中 正路 由 下 面 方程 给 出 
di 一 qi(t), qi(to) 一 gi， qi(t1) 一 qi (i 一 1， 2 “0 , n), (2) 
则 由 正路 借助 虚 位 移 6g; 得 到 的 旁 路 由 下 面 方程 给 出 
其 中 
6qi(to) 一 0, 6qi(t1) 一 0 (i 一 1, 2, “… ) 了) (4) 
假设 iqi(t) 是 t 的 二 次 连续 可 微 函数 , 它们 满足 类 似 (1) 的 等 式 : 
00i = doo, (i = 1,2,.… ) 也). (5) 


dt 


218， 哈 密 顿 _ 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 原理 ”下面 研究 完整 系统 的 正路 和 由 应 路 通 
过 等 时 变 分 得 到 的 具有 相同 初始 时 刻 to 和 终止 时 刻 tt 的 旁 路. 
假设 m, 是 PP, 点 的 质量 , 玉 是 作用 在 该 质点 上 的 主动 力 的 合力 , 对 动力 学 普 
遍 方 程 | 
>》 (及 一 mwaov) :grv=0 (6) 
2 一 荆 
积分 得 
ti VN N ti 
F,.oruvdt 一 >》 m | w, ‘0rvdt = 0. (7) 
1 v=1 to 


人 


0 7 一 
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我 们 研究 在 t 时 刻 系 统 在 正路 和 旁 路 上 的 动能 之 差 
1 1 屡 
7 >》 my (Fy 十 67,)? 一 5 >》 To， 
7 一 1 v=1 
精确 到 |rv| 的 一 阶 小 量 , 这 个 差 为 


N 
6T = 》 muiy 67， 


2 一 工 


由 此 得 
a Td = Dm [ Fy: 67udt. (8) 
利用 (1) 并 进行 分 部 积分 得 


N ti 
一 >》 Ty Wy ” orudt. 
to 


to 


N 如 
7 gTdt = mf Ty, . dory = mv, . OTy 
v=1 


to 


又 因为 6r,(to) = 6rw(t1) = 0, 由 上 式 最 后 可 得 


“oTdt = = -> my " wy + 6rvdt. (9) 
to 一 1 to 
利用 这 个 关系 式 将 (7) 写成 
ti N 
/ G 十 >》 FP,. mr dt =0. (10) 
to v=1 


等 式 (7) 就 是 哈密 顿 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 原理 的 数学 表达 式 , 该 原理 叙述 为 : 如 
果 5rv( 上 相应 于 正路 的 等 时 变 分 且 67,(to) = 67w(t1) = 0, 则 积分 (10) 等 于 零 

可 见 , 在 完整 系统 的 正路 上 积分 (10) 等 于 零 . 我 们 将 证 明 , 如 果 在 某 个 运动 学 
可 能 的 路 径 上 积分 (10) 等 于 零 , 则 该 路 径 是 正路 . 为 此 只 需 证 明 , 由 哈密 顿 - 奥 斯 特 
洛 格拉 得 斯 基 原理 可 以 推导 出 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 . 

考虑 到 


N n 
2 * OTy = 2 ig 
其 中 Qi 是 相应 于 广义 坐标 g; 的 广义 力 , 又 由 于 


6T = (于 -59i 十 区 态 )， 
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将 (10) 写成 ， 
[ 2 2 + (元 + oj ia dt = 0. (11) 


0 《一 | 


利用 关系 式 (5), 对 上 式 分 部 积分 并 考虑 到 bgi(to) = 6qi(t1) = 0, 得 


1 OT oT d oT bd OT 
， 了 一 0didt = /器 5 一 -do0d9i = 5 ， - 矿 a Da, —0gidt = -/ La 
故 等 式 (11) 写成 下 面 形式 
/dor OT 
[ 2 Ce 一 5 一 oj ogqidt = 0. (12) 
括号 中 的 表达 式 都 等 于 零 . 为 此 令 6q1 = … = bqk_1 = qkt1 = *… = 6qn = 0, 而 
6gx 关 0, 那么 等 式 (12) 变 为 
1 /dor OT 
人 (和 县 一 Boar 一 Qs ) sad 一 0. (13) 


设 @ 在 时 间 段 fo <t< 妇 内 的 某 时 刻 t= t 公式 (13) 中 圆 括号 中 的 表达 式 不 
等 于 零 , 那么 根据 连续 性 , 在 时 间 段 to < 上 < 所 内 存在 某 个 邻 域 ~e 十 t, < 上 < 办 十 6 
在 该 邻 域内 (13) 中 圆 括号 中 的 表达 式 的 符号 保持 不 变 , 将 任意 函数 bg(t) 选择 为 在 
-Ee 十 之 t<t 十 E 之 外 等 于 零 , 而 在 该 邻 域内 保持 符号 不 变 , 那么 等 式 (13) 写成 


te (dor OT 
|. Cr ~Qx) Smat =0 

又 由 于 这 样 选择 6gx.(t), 使 得 上 面 表达 式 中 被 积 图 数 在 邻 域 -= 十 如 <t< 办 二 E 内 
保持 符号 不 变 , 因此 上 而 等 式 不 可 能 成 立 . 由 此 可 知 ， 对 时 间 段 to <t < 二 内 的 所 有 
t 都 有 

dr 9 _o, 

dt Ok Og 7 
上 面 的 讨论 对 任意 有”(k = 1,2,…… ,n) 都 成 立 . 所 以 由 哈密 顿 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 
原理 导出 了 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 ， 于 是 完整 系统 动力 学 可 以 以 该 原理 为 基础 . 


219. 有 势力 场 中 系统 的 哈密 顿 - 奥 斯 特 洛 格 拉 得 斯 基 原 理 ”在 有 势力 场 中 


N 
>》 瓦 .grv= -6l, (14) 
2 一 1 


下 面 给 出 的 关于 公式 (13) 中 圆 括 号 中 的 表达 式 等 于 零 的 证 明 是 标准 的 证 明 , 以 此 为 基础 可 以 
证 明 变 分 计算 基本 引 理 (参见 : Tenpbann Ui. M., GoMMH C. B. BapwaIOHHOe MCMCTIeHHe，M.: 
@x3MaTr3，1961 ). 
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其 中 I= (qi,… ,qn,t) 是 系统 的 势能 , 那么 公式 (10) 给 出 
| (5T 611)dt =0. 
因为 拉 格 朗 日 函数 为 L = 了 TI, 故 由 此 得 
| “gLdt =0. (15) 


我 们 来 研究 积分 tl 
Ss= | Ldt, (16) 


这 个 积分 称 为 哈密 顿 作 用 量 .. 因为 工 是 gi,gi,t 的 了 清 数 , 所 以 计算 5 需要 给 出 在 时 
间 段 to < t <H 内 的 函数 qi(t) (i = 1,2,… ,n), 即 作用 量 9 是 依赖 于 系统 运动 的 
泛 函 . 
利用 记号 (16) 并 考虑 到 在 从 正路 到 旁 路 、 从 旁 路 到 另外 旁 路 的 变换 中 to 和 二 
的 不 变性 , 等 式 (15) 写成 _ 
56S = 0. (17) 


这 个 等 式 给 出 了 完整 系统 在 存在 有 势力 场 情 况 下 的 哈密 顿 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 原 
理 : 在 所 有 ( 相 比较 的 ) 路 径 中 正路 使 哈密 顿 作用 量 取 驻 值 ( 即 一 阶 变 分 65 在 正路 上 
等 于 零 ). 

作用 量 在 正路 上 是 否 取 极 值 ? 即 积 分 (16) 在 正路 上 的 值 与 在 劳 路 上 相 比 是 否 最 
小 或 者 最 大 ? 在 下 一 小 节 将 回答 这 个 问题 , 而 现在 我 们 来 看 一 个 例子 , 该 例子 表明 在 
某 些 情况 下 哈密 顿 作 用 量 在 正路 上 取 值 比 在 旁 路 上 人 小. 

例 1 (质点 在 均匀 引力 场 中 的 运动 @) 设 以 初速 度 vo 活着 与 水 平成 a 角 的 方 
向 抛 出 一 个 质量 为 m 的 质点 , 假设 运动 在 平面 Ozz 内 , 质点 的 轨迹 是 抛物 线 


1 
2 一 0Sin at 一 gt*”, Zz = vo cos at. (18) 
在 时 刻 , 
ti 一 一 了 (19) 


(其 中 g 是 重力 加 速度 ) 质点 与 Ox 轴 交 于 号 点 
(图 167), 并 且 沿 着 Oz 轴 走 过 的 距离 为 


_ 2v0 sinacosa 
一 
因此 , 在 该 例子 中 质点 在 平面 Ozz 内 用 时 间 旺 活着 正路 画 出 抛物 线 . 


中 参见 : Cnyncrknii ®. A. 3axMerka o Hadare HaNMMeHPIIerFO Xe 着 cTBMH // BapwamoHHEIe 


OB 


IPHHIMNPbI MeXxaHMK/IIoX pen. JI. C. Ilonara, M.; Bru3maTrn3, 1959. C. 388-391. 
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我 们 将 比较 这 个 运动 和 从 O 到 BB 的 匀速 直线 运动 , 旁 路 是 Ox 轴 上 的 线段 OB. 
由 于 在 哈密 顿 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 原 理 中 沿 着 正路 和 淮 路 从 初 位 置 到 末 位 置 的 运 
动 时 间 应 该 是 相同 的 , 那么 直线 运动 的 速度 应 该 等 于 vo cosa. 
对 于 这 2 个 运动 
II = mgz. (21) 
对 于 抛物 线 运动 


1 1 
L=T-I= 2m( 十 Z2) — mgz 二 2m(vo 一 4v0 sin CQdgt 十 2g2t2), 


对 于 直线 运动 | | 
L=T—1= Fm = 了 TD cos a. 
对 于 抛物 线 运动 
t1 30: 
s= | Lat= Tm (1 tsima), (22) 
0 9 3 
而 对 于 直线 运动 
S= 一 0 (1- sin? a) (23) 


对 于 任意 的 a ( 当 a 充分 小 时 正路 和 沉 路 可 以 非常 接近 ), (22) 的 值 小 于 (23) 的 值 ， 
即 沿 着 正路 的 哈密 顿 作用 量 小 于 沿 着 旁 路 . 


220. 哈密 顿 作用 量 的 极 值 性 质 ”我 们 来 研究 初 位 置 的 充分 小 的 邻 域 , 其 中 不 包 
含 共 固 动力 学 焦点 , 那么 可 以 认为 (第 217 小 节 ) 在 给 定时 间 一 to 内 系统 从 初 位 
置 运动 到 位 于 所 选 定 邻 域内 的 末 位 置 只 能 有 一 条 正路 . 我 们 将 证 明 , 在 这 种 情况 下 
与 旁 路 相 比 哈密 顿 作用 量 沿 着 正路 取 最 小 值 . 
为 了 证 明 此 结论 , 我 们 利用 儒 可 夫 斯 基 几 何 法 .@ 我 
们 在 三 维 欧 几 里 得 空间 中 研究 系统 质点 已 (> = 1,2,…， 
N) 的 轨迹 , 设 o 是 书 点 的 初 位 置 , 而 f, 和 cj 是 它 在 
2 条 运动 学 可 能 路 径 上 的 位 置 , 系统 沿 着 这 2 条 路 径 可 以 
在 相同 时 间 t 一 to 内 从 初 位 置 运动 到 t 相应 的 末 位 置 (图 
168), 这 时 to <t< 刀 ,时 间 段 t+ 一 to 非常 小 , 使 得 在 时 间 
图 168 t 一 to 内 系统 不 可 能 离开 所 选 定 初 位 置 的 小 邻 域 . 
设 [af] 和 fac] 是 系统 沿 着 这 2 条 路 径 的 哈密 顿 作用 


t t 

f= (rt-mat, pq= | (rmat (24) 

to to ' 

中 参见 : ykoBckuii H. E. O Hayane HaNMeHbMero Xe 着 cTBMHE// Co6p. co T. 1. M.-/I.: 
Tocrexu3aT, 1948. C. 51-—57. 
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第 1 个 和 第 2 个 积分 计算 分 别 沿 着 PB, 从 位 置 a, 到 f 和 6 的 路 径 .， 对 于 差 
[cc] -- [ea 有, 精确 到 |6rv| 和 |67v| 的 一 阶 量 , 有 


上 一 aII 
[acl ~ [af|] = [ 2 (mw 07， 一 Br br, ) dt, 


其 中 v, 和 9I/brv 沿 着 路 径 uv 记 计算 . 考虑 到 FE, = -9IVbrw 分 部 积分 并 利用 
OTy (to) = 0 得 


[lac| ~ [af| = mg ) .Ory (1) + 3 Sy F,— mwWy): orvdt. 


0 y=1 


考虑 到 动力 学 普遍 方程 (6), 上 面 关 系 式 最 终 写 成 


N 
lac) ~ [af] = >》 mvtww COS Qv6 Sy, (25) 
v 二 1 
其 中 wv 是 PP 点 在 t 时 刻 的 速度 , 此 时 PP, 点 位 置 为 f, ow 是 v, 和 grv 之 间 的 夹 
角 ， 0Sv 是 弧 长 fucv. 


设 b, 是 在 时 刻 系统 的 已 点 位 置 , 而 为 和 7 是 在 系 
统 运动 中 P, 点 沿 着 正路 和 任意 一 条 旁 路 运动 的 曲线 (图 169)， 
我 们 来 比较 沿 着 正路 和 旁 路 的 哈密 顿 作 用 量 . 为 此 我 们 取 旁 路 
~Y, 上 的 相应 于 t 时 刻 的 cy 点 , 其 中 to < t < 刀 , 再 取 相 应 于 
t 十 dt 时 刻 的 无 限 接近 的 ev, 点, 画 出 已 点 的 某 个 辅助 的 真 
实 运动 轨迹 ovcv, 在 上 一 如 时 间 内 P 点 沿 着 该 轨迹 从 初 位 置 
av 运动 到 相应 于 旁 路 的 曲线 y 上 的 ce, 点 . 类 似 地 , 设 曲线 
avev 是 男 一 条 辅助 运动 轨迹 , 在 t 十 dt 一 to 时 间 内 PP 点 沿 着 
该 轨迹 从 初 位 置 ov 运动 到 曲线 y, 上 的 ev 点 . 对 .已 点 在 曲 7 
线 y (v = 1,2,… ,NN) 上 的 所 有 点 都 画 出 这 样 的 辅助 真实 运 a 
动 轨迹 . 图 169 

设 f, 是 P, 点 沿 着 辅助 真实 运动 轨迹 ave 运动 时 在 + 时 | 
刻 的 位 置 , 于 是 , 2 个 辅助 真实 运动 轨迹 上 的 弧 o,f 和 绝 avcw 以 及 相应 于 旁 路 的 
曲线 x, 上 的 弧 ovcv, 都 是 已 点 用 相同 时 间 t 一 to 内 走 过 的 , 所 以 在 辅助 轨迹 上 的 
弧 fes 和 曲线 .y/ 上 的 弧 cvev 都 是 PP, 点 用 相同 时 间 dt 内 走 过 的 . 

我 们 分 别 用 记号 do, 和 dl, 表示 弧 jes 和 cye,, 由 无 穷 小 三 角形 c, fe, (图 
169) 得 


dl2 = do? 十 68s2 一 2dovbsv cos Qv. 


在 该 等 式 两 边 乘 以 mv 并 对 所 有 点 求 和 , 然后 注意 到 我 们 已 经 假设 在 初 位 置 的 小 邻 
域内 没有 共 恩 动力 学 焦点 , 因此 在 6s,(v = 1,2,… , N) 中 至 少 有 一 个 不 等 于 零 , 于 
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是 可 得 不 等 式 


N N N 
>》 mvdl?2 > >》 mvdo2—2 >》 mydoy Cos QOsyv. (26) 
v=1 v=1 2 一 1 
如 果 T' 是 系统 沿 着 旁 路 运动 的 动能 , 而 了 关系 统治 者 辅助 真实 运 到 轨迹 的 红 fuev 
运动 的 动能 , 则 


,mvdl? = 27"dt2， 3 mudo? = 2Tdt?. (27) 
2 一 | 


2 一 工 


因为 doy /dt = ww, 故 利用 公式 (27), 不 等 式 (26) 可 以 写成 


N 
T'dt > Tdt— >》 My Vy COS QO0sy. (28) 


两 边 减 去 Idt 并 利用 等 式 (25) 得 
(T’— I1)dt > (T - Hdt + [laf] - lad. (29) 


由 于 
(rT -mat= [fd], [fel+lef] ~ led = od- [od, 

故 不 等 式 (29) 的 右边 等 于 当 运动 时 间 增 加 dt 时 , 从 一 个 真实 运动 轨迹 到 另 一 个 真 

实 运动 轨迹 的 哈密 顿 作用 量 微分 45, 所 以 


(T’ ~ II)dt > d5. (30) 


将 这 个 不 等 式 从 t = 如 到 t== 妇 积分 , 引入 记号 5 和 Sox 分 别 表示 沿 着 正路 和 旁 
路 的 哈密 顿 作 用 量 , 得 


Su > Sap 7 (31). 


这 就 证 明了 ， 如 果 系 统 的 初 位 置 和 林 位 置 局 够 接近 ， 则 对 于 相同 的 运动 时 间 , 与 
旁 路 相 比 , 沿 着 正路 的 哈密 顿 作用 量 最 小 @. 设 .ho 是 广义 坐标 空间 中 相应 子 系统 初 
位 置 和 末 和 ' 4; 位 置 的 点 (图 170), 如 果 ho 和 41 足够 近 , 则 作用 量 5 在 正路 上 取 
极 小 值 . 我 们 来 看 4o 和 A1 到 底 应 该 有 多 近 才 能 使 作用 量 8 在 正路 上 取 极 小 值 @. 
在 正路 AoA1 上 哈密 顿 作 用 量 的 一 阶 变 分 55 总 是 等 于 零 , 如 果 A1 接近 4o, 则 在 正 
路 上 二 阶 变 分 525 是 正 的 @ .下 面 使 4; 远离 4o, 设 从 是 沿 着 旁 路 40oHA1 计算 的 


@ 由 于 这 个 原因 , 哈密 顿 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 原 理 也 称 为 最 小 作用 量 原理 . 
参见 : Rko6m K. Jekmmm no nmHamnrke. M.-JI.: OHTH, 1936, 以 及 JIypbe A. H. AHaxrwd- 


ecKaf MexaHHKa. M.: @3MaTTII3，1960. 


@ 我 们 不 考虑 5 的 极 值 性 需要 更 高 阶 变 分 确定 的 极端 情况 
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625 第 1 次 为 零 的 时 刻 t1 (图 170), 精确 到 |5g;|, 166i| (i = 

1,2,… ,n), 沿 着 路 径 A40oH8HA! 和 4oB4i 的 哈密 顿 作用 E_DpD ok 

量 相等 : C FT 
SAoHA! = 940B4i， (32) B 

我 们 将 证 明 , Ao0HA1 实际 上 是 正路 , 即 4o 和 A1 是 共 斩 

动力 学 焦点 . 假设 不 是 这 样 , 即 AoHA1 不 是 正路 , 那么 所 

在 它 上 面 取 2 点 C 和 D 并 以 正路 CED 连接 . 按照 上 


面 证 明 的 , 对 于 足够 近 的 2 点 C 和 DD 有 图 170 
ScED < ScHD. (33) 
由 此 式 和 (32) 可 得 
SACEDA! < SAoCHDA!1 = SAoBAi: (34) 


这 个 不 等 式 与 假设 矛盾 , 因为 假设 41 是 正路 40BA1 上 的 点 , 在 所 选择 的 过 ho 和 
hi 的 旁 路 上 该 点 使 二 阶 变 分 525 第 1 次 等 于 零 . . 

上 述 讨论 表明 , 如 果 终 点 41 在 40o 的 共 斩 动 力学 焦点 之 前 , 则 哈密 顿 作用 量 在 正 
路 4041 上 取 极 小 值 . 

设 4; 是 ho 的 共 恩 动力 学 焦点 , 而 正路 的 终点 下 在 41 点 之 后 (图 170), 这 里 
沿 着 正路 4oB4;R 的 作用 量 已 经 不 是 极 小 值 了 . 为 证 明 这 一 点 ， 我 们 只 要 找 出 一 条 
旁 路 使 沿 着 它 的 哈密 顿 作用 量 小 于 沿 着 4oB4iF 的 作用 量 . 为 此 , 我 们 在 前 面 建立 
的 正路 A40HA1 上 取 足 够 接近 F 的 点 G, 使 得 连接 这 个 点 的 正路 GKF 上 的 作用 量 
最 小 , 那么 

SGKF < SGA + SAiF. (35) 
由 此 式 和 (32) 得 


SAoHGKF = SAoHG + SGKF < SAoHG + SGA1 + SAiF 


2 
= SAoHA!1 + SAF = SAoBA + SAIF = SA0BAIF, 


即 在 所 建立 的 旁 路 上 作用 量 小 于 在 正路 上 的 , 所 以 作用 量 在 正路 上 不 取 极 小 值 . 因 
为 在 正路 40BA1iF 的 一 小 部 分 上 作用 量 取 极 小 值 , 所 以 在 该 正路 上 哈密 顿 作用 量 也 
不 可 能 取 极 大 值 , 因此 , 如 果 初 位 置 的 共 思 动 力学 焦点 在 正路 的 终点 之 前 , 则 沿 着 正 
路 的 哈密 顿 作用 量 既 非 极 小 也 非 极 大 . 

例 1 (质点 在 球面 上 的 惯性 运动 ) 设 质 点 在 运动 过 程 中 始终 位 于 固定 球面 上 ， 
没有 任何 主动 力作 用 , 如 果 m 为 质点 质量 , RR 为 球 的 半径 , 则 利用 球面 坐标 (图 134) 
有 

T = >mR?(O? +sin 9p),” II=0. 
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在 正路 上 成 立 拉 格 朗 日 方程 
door 一 < 一 < = const 
dU 0 ' dp 
(9p 是 循环 坐标 ). 由 于 工 = 人 一 开 = 卫 , 故 
5 -sinbgcosb02 =0, sin200 = sin20000. (36) 


不 失 一 般 性 可 以 认为 , 在 正路 上 质点 的 初速 度 vo 沿 着 经 线 (p = const), 即 . oo = 0 
那么 由 (36) 可 得 , 在 整个 运动 过 程 中 有 


p=0, 0= const 


以 及 v2 = R20? = const. 这 意味 着 ， 正路 是 大 圆 弧 段 ， 质点 以 定常 速度 vv 二 vnp 活着 
它 运 动 , 这 时 1 
L= Fm 
以 及 ， » 12 
1 772) m 
9 -| Ldt = 一 (ti 一 如 ) = EE 37 
np 4 9 ( 1 0) 2(t1 to) ( ) 


其 中 lap 是 质点 沿 着 正路 在 时 间 五 一 to 内 走 过 的 弧 长 . 

4 点 的 共 罗 动力 学 焦点 是 球面 上 直径 对 面 点 A*, 这 是 因为 过 4 点 的 2 个 大 国 
只 能 交 于 4* 点 . 

设 灌 着 连接 4 和 B 点 的 索 路 的 运动 速度 为 常数 , 等 于 vox, 那么 


_ _mlor 
Sok = Tp py (38) 
由 (37), (38) 和 上 面 介绍 的 哈密 顿 作用 量 的 极 值 性 质 得 如果 质点 走 过 的 过 4 和 号 


点 的 大 圆 的 缴 上 没有 -A* 点 ， 即 这 段 弧 小 于 大 圆 的 半圆 周 , 则 该 弧 是 连接 A 和 B 的 
曲线 中 最 短 的 . 
练习 题 1 在 第 217 小 节 的 例子 中 , 试 建 详 旁 路 使 其 哈密 顿 作用 量 小 于 正路 , 


$2. 马 朴 鸠 - 拉 格 朗 日 原理 


221. 等 能 量变 分 “我们 来 研究 完整 保守 或 广义 保守 系统 , 哈密 顿 函数 不 显 含 时 
间 , 存在 广义 能 量 积分 
H(gi,:…… ,qn, D1,.… , pn) = h, (1) 


系统 在 n 维 坐 标 空间 中 运动 6. 设 4o 和 41 是 该 空间 中 相应 于 坐标 和 gg (i= 
1,2,… ,n) 的 点 , 设 在 初始 时 刻 t= to 系统 占据 相应 于 ho 点 的 位 置 , 可 以 选择 广义 
而 不 是 像 在 前 小 节 中 研究 哈密 顿 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 原 理 那样 在 n 十 1 维 空间 中 . 
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速度 ji (广义 冲 量 p;) 使 得 在 t= tt 时 刻 系 统 占据 相应 于 A1 的 点 . 如 果 沿 着 过 ho 
和 Ai 的 曲线 
qi = qi(t) (i = 1,2,.…. ,Nn) (2) 


的 运动 满足 运动 微分 方程 , 则 称 该 曲线 为 系统 的 正路 ( 见 图 171, 其 中 n = 3). 在 正 
路 上 哈密 顿 函数 是 常量 且 等 于 h, 其 中 h 由 初始 条 件 确定 

与 正路 同时 , 我 们 还 研究 其 它 运动 学 上 可 能 的 无 限 
接近 正路 的 路 径 如 果 这 些 路 径 : 1) 经 过 相同 的 初 位 
和 末 位 置 ho 和 A1; 3) 沿 着 它们 的 哈密 顿 画 数 是 常量 上 
等 于 相应 于 正路 的 h, 则 称 它们 为 党 

在 这 样 的 等 能 量变 分 中 系统 从 初 位 置 到 末 位 置 的 时 
间 所 一 如 不 一 定 对 正路 和 旁 路 都 相同 , 例如 , 质量 为 m 
的 质点 在 没有 力作 用 下 在 平面 Ozy 内 运动 , 沿 着 正路 的 
运动 取 为 沿 着 Oz 轴 的 直线 运动 . 在 初始 时 刻 + = 0, 质 
点 位 于 从 标 原点 0, 那么 在 正路 上 有 = ~ \/ Jt. 由 能 量 
积分 本 (这 二 六) = 可知 , 在 过 路 上 满足 不 等 式 ;</ 区 ,于 是 , 如 果 常 数 户 对 正路 
和 旁 路 都 相同 , 则 沿 着 旁 路 不 可 能 在 相同 的 时 间 二 内 走 到 沿 着 正路 走 到 的 位 置 

本 节 要 研究 的 英 培 冰 - 拉 格 朗 日 原理 给 出 从 所 有 旁 路 中 找 出 正路 的 判 据 , 其 中 过 
路 应 该 满足 上 面 指出 的 性 质 1) 和 


222. 葛 培 督 - 拉 格 朗 日 原理 ”在 给 定 能 量 常数 h 时 , 保守 或 广义 保守 系统 的 运 
动 方程 可 以 写成 雅 可 比方 程 形式 ( 见 第 152 小 节 的 方程 (36)). 这 些 方程 具有 第 二 类 
拉 格 朗 日 方程 的 形式 , 其 中 雅 可 比 函数 P 作为 拉 格 朗 日 函数 , 广义 坐标 qi 作为 自 变 
量 . 类 似 于 哈密 顿 作用 量 @ :5 引入 拉 格 朗 日 作用 量 


’ 


图 171 


qi 
w= | Pdaqi.. (3) 


di y 


在 前 一 小 节 已 经 证 明 , 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 等 价 于 哈密 顿 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 原 
理 , 该 原理 表述 为 : 哈密 顿 作用 量 在 正路 上 取 驻 值 ( 见 第 219 小 节 的 等 式 (17)). 类 似 
地 , 雅 可 比方 程 等 价 于 拉 格 朗 日 作用 量 取 驻 值 的 条 件 


oW = 0. (4) 


等 式 (4) 表示 莫 培 督 - 拉 格 朗 日 原理 : 在 满足 前 一 小 节 所 描述 条 件 的 所 有 运动 学 可 能 
路 径 中 , 正路 使 拉 格 朗 日 作用 量 取 驻 值 


中 参见 : Tagrmaxep ®.:P. Jlerknnn no agannThHyuecKkoNi MexaHnre. M.: Hayra, 1966. 
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关于 拉 格 朗 日 作用 量 的 极 值 性 质 的 问题 , 完全 像 对 于 哈密 顿 - 奥 斯 特 洛 格 拉 得 斯 
基 原 理 那样 , 通过 研究 共 思 动 力学 焦点 来 解决 . 

可 以 发 现 , 在 积分 (3) 中 完全 没有 时 间 , 而 原理 (4) 中 只 包含 几何 元 素 , 这 种 形 
boll 拉 格 朗 日 原理 首先 由 雅 可 比 给 出 , 因此 上 面 表述 的 莫 培 督 - 拉 格 妆 日 原 

经 常 称 为 雅 可 比 最 小 作用 量 原理 . 

设 系 统 是 保守 的 , 那么 雅 可 比 函数 按照 第 152 小 节 的 公式 (38) 计算 , 拉 格 朗 日 
作用 量 可 以 变 为 


t1 
w= 27ay - 上 27dt (5) 
to 


在 应 用 (4), (5) 形式 的 莫 培 督 - 拉 格 衣 日 原理 时 要 记 住 , 在 (5) 中 ; 时 间 妇 不 是 固定 
的 , 而 是 可 以 随从 正路 到 旁 路 、 一 个 旁 路 到 男 一 个 旁 路 的 变换 而 改变 , 此外, 机 械 能 
T+ 对 所 有 被 比较 的 路 径 都 是 相同 的 . 

对 于 拉 格 朗 日 作用 量 (5) 可 以 写成 另 一 种 形式 


W = 矿 Dm dt = > 三 muyvvdsyv,. (6) 
即 对 于 保守 系统 , 拉 格 朗 日 作用 量 等 于 系统 各 质点 的 动量 在 其 相应 实 位 移 上 所 做 功 
的 和 |. 
例 1( 质 点 在 光滑 曲面 上 的 惯性 运动 @) ” 设 质 量 为 m 的 质点 无 主动 力作 用 
(HI = 0), 在 初始 冲击 下 沿 着 光滑 固定 曲面 运动 , 那么 v= vo = const, 并 由 (6) 可 得 


W 一 mvol, 


其 中 ! 是 质点 走 过 的 路 径 . 由 雅 可 比 原理 得 ,61 = 0,， 即 质点 的 运动 党 着 测 地 线 
运动 @， | | 

如 果 初 位 置 和 末 位 置 40 和 A1 很 接近 , 则 作用 量 WW 最 小 , 并 且 测 地 线 是 连接 
位 于 曲面 上 两 点 Ao 和 A1 的 曲线 中 最 短 的 

作用 量 极 小 的 问题 在 每 个 具体 情况 下 可 以 借助 动力 学 焦点 来 解决 . 如 果 质 点 沿 
着 可 展开 曲面 ( 即 弯 曲 后 可 以 放 在 平面 上 ) 运动 , 例如 沿 着 圆锥 或 圆柱 运动 , 则 作用 
量 W 在 正路 上 一 定 取 极 小 值 , 这 是 因为 在 平面 上 过 同样 点 的 直线 永远 不 会 相交 (不 
存在 动力 学 焦点 ). 

例 2 (质点 在 均匀 引力 场 中 的 运动 四 ) 在 第 219 小 节 中 作为 哈密 顿 - 奥 斯 特 洛 
格拉 得 斯 基 原 理 的 应 用 已 经 讲 过 这 个 问题 , 这 里 我 们 用 它 作为 莫 培 和 叔 - 拉 格 朗 日 原理 
的 例子 , 有 助 于 讲 清楚 这 2 个 原理 的 差别 . 

中 参见 前 面 提 到 的 书 : K. Hro6un «Jleknnn no AMHaAMMUKEY. 
@ 测 地 线 的 特点 是 : 与 有 相同 端点 的 其 它 曲线 相 比 其 长 度 取 驻 值 . 


参见 前 面 提 到 的 书 : @. B. CayncKoro «3aMmeTKa 0 HaydaNe HaHMeHPIIerO AeMCTBNAY. 
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正路 是 抛物 线 ， 由 第 219 小 节 Wha (18) 给 出 ; 穷 路 是 位 于 Ox 轴 上 的 直线 段 
B (图 167)， 我 们 认为 a 角 很 小 , 使 得 正路 和 旁 路 足够 接近 , 对 这 2 种 运动 都 有 
I = mgz. 
由 于 正路 和 劣 路 的 机 械 能 工 十 工 应 该 是 一 样 的 , 故 2 个 运动 的 初始 速度 相同 ， 
都 等 于 vv. 如果 在 正路 上 质点 的 运动 时 间 如 由 第 219 小 节 中 方程 (19) 给 出 , 则 在 
专 路 上 的 运动 时 间 将 会 不 同 , 由 下 面 公式 计算 


OB 2vosinacosa 
hi = 08 -2sinacose (7) 


V0 9 

对 于 抛物 线 ， 
T= sm(z? 十 22) = mo — 2vo sin Qagt + gt*); 
对 于 直线 运动 ， 
1 
T= 本 0， 
抛物 线 运动 的 拉 格 朗 日 作用 量 为 
t1 . 3 os 
w=2 | Tdt = Pane (1 $sin? a), (8) 
0 

而 对 于 直线 运动 有 


2mv3 sin aw 2my3 sin a - 
人 = 一 cosw 王 ~ 0 Vl 一 sin2w 
9 9 


2mugsinw /， 1 1 
= ne (1 ona- Bointa—...), (9) 


其 中 省 略 号 表示 sina 的 4 次 以 上 的 项 . 
当 a 足够 小 时 (8) 让 于 (9), 即 拉 格 衣 日 作用 量 在 正路 上 上 比 在 劳 路 上 小 . 


223. 雅 可 比 原理 和 坐标 空间 中 的 等 高 线 “我们 研究 % 个 自由 度 的 保守 系统 , 动 
能 是 广义 速度 的 正定 二 次 型 7 


1 = > Qik(q1,*** ，gn)GiGK， (10) 
i,k=1 
设 PP 和 P' 是 坐标 空间 q1,… ,gn 中 2 个 临近 点 , 它们 的 坐标 分 别 为 q1,… ,qn 
和 gi + dq1,… ,qn 十 dg 在 坐标 空间 中 引入 测度 , 利用 2 倍 的 动能 来 确定 P 和 P 
2 所 之 间距 离 的 平方 ds?: 


ds = 2Tdt? = 3 Qik(q1,*** , qn)dqidgk. (11) 
i,k=1 
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rT-1 (4) ， (12) 


即 如 果 认 为 坐标 空间 中 映射 点 具有 单位 质量 , 则 在 测度 (11) 下 系统 的 动能 等 于 坐标 
空间 中 映射 点 的 动能 . 
设 系统 作 惯 性 运动 , 即 = 0, 由 能 量 积分 TT 十 = h = const 及 公式 (12) 可 得 


Vat (13) 


即 在 测度 (11) 下 保守 系统 的 惯性 运动 相应 于 坐标 空间 映射 点 的 匀速 运动, 且 速 度 等 
于 Vah. 


由 此 可 知 ， 


对 这 个 运动 的 拉 格 朗 日 作用 量 为 
W =2 三 Tdt = 2h(ti 一 如 ) = V2hl, (14) 


其 中 1 = V2h(t1 - to) 是 映射 点 在 时 间 与 - 如 内 走 过 曲 线 的 长 度 . 由 雅 可 比 原理 可 
知 51 = 0, 即 求 轨迹 的 问题 归结 为 在 测度 为 (11) 的 坐标 空间 中 求 测 地 线 的 微分 几何 
问题 

设 系统 在 有 势力 场 中 运动 (II 0), 那么 雅 可 比 函 数 P 可 以 表示 成 第 152 小 节 
的 公式 (40), 因此 


w= 人 Pan =? 三 VR -iGdn = V3 (h— I) Saidgidqs. (15) 
di i, k=1 
在 坐标 空间 中 的 可 能 运动 区 域 由 不 等 式 II<h 确定 , 这 是 由 能 量 积分 + 芽 二 hh 和 
动能 的 正定 性 得 到 的 . 在 Ts 时 我 们 在 坐标 空间 中 引入 另 一 个 测度 代替 测度 (11) 
确定 临近 2 点 已 和 P' 之 间距 离 的 平方 do? 为 ， 


=(h—I) 》 okdqidgx. ， (16) 
i,k=1 
在 运动 可 能 区 域 的 边界 上 , 测度 (16) 有 奇异 性 : 曲线 越 接 近 边 界 其 长 度 越 小 , 特别 
地 , 位 于 边界 上 的 任何 曲线 的 长 度 都 等 于 零 . 如 果 工 < h, 则 测度 (16) 没有 奇异 性 . 
由 (15) 可 得 
W = V20, 


其 中 o 是 在 测度 为 (16) 的 坐标 空间 中 映射 点 走 过 的 弧 长 . 求 轨迹 的 问题 又 归结 为 
在 测度 为 (16) 的 坐标 空间 中 求 测 地 线 的 微分 几何 问题 


@ 以 公式 (11) 定义 的 ds 为 线性 微 元 的 n 维 黎 曼 空间 . 


第 十 四 章 
保守 系统 在 平衡 位 置 附 近 的 微 振动 


81. 关于 平衡 位 置 稳定 性 的 拉 格 朗 日 定理 


224. 平衡 稳定 性 ”我们 研究 完整 保守 系统 , 其 位 置 由 广义 坐标 q1,… ,qn 给 出 ， 
n 是 系统 的 目 由 度 . 在 第 63 小 节 中 已 经 证 明 ， 系统 的 某 些 位 置 是 平衡 位 置 当 且 仅 
当 在 这 些 位置 上 所 有 的 广义 力 为 零 : 


OII 
Qi= -gr =) (i = 1,2,.… ,n), (1) 
其 中 I 是 系统 的 势能 , 在 保守 系统 情况 下 不 显 含 时 间 . 不 失 一 般 性 , 我 们 认为 在 平 
衡 位 置 所 有 广义 坐标 等 于 零 . 

如 果 系 统 离开 平衡 位 置 , 使 其 各 点 偏离 平衡 位 置 很 小 并 具有 很 小 的 初速 度 , 则 接 
下 来 , 系统 各 质点 的 运动 或 者 一 直 在 平衡 位 置 附 近 , 或 者 远离 平衡 位 置 . 第 1 种 情况 
下 平衡 位 置 是 稳定 的 , 而 第 2 种 情况 下 平衡 位 置 不 稳定 . 

下 面 给 出 稳定 平衡 位 置 的 严格 定义 . 平衡 位 置 gq! = q = :… = gn = 0 称 为 稳定 
的 是 指 , 如 果 对 于 任意 的 e > 0 存在 6 = 5(e)， 只 要 在 初始 时 刻 t= 二 to 有 , 

lqi(to)| <6, |gi(to)| < 56, (2) 
则 对 所 有 的 t> to 都 有 


lq(t)| <e, [GW <e (=1,2,..,n). (3) 
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可 以 在 2n 维 状 态 空 间 gi, 6 中 给 出 这 个 定义 的 几 
何 解 释 . 对 n = 1 情况 , 图 172 画 出 了 不 等 式 (2) 和 (3) 
给 出 的 2 个 邻 域 . 在 稳定 情况 下 , 在 初始 时 刻 t = to 从 
边 长 为 26 的 正方 形 内 出 发 的 任何 运动 , 永远 都 在 边 长 
为 2 的 正方 形 内 . 

已 知 系统 的 势能 就 可 以 研究 平衡 位 置 的 稳定 性 . 


225. 拉 格 朗 日 定理 。 拉 格 朗 日 定理 给 出 了 保守 系 


图 172 统 平衡 位 置 稳定 性 的 充分 条 件 . 
定理 如 果 在 保守 系统 的 平衡 位 置 势 能 取 严 格局 部 极 小 值 , 则 该 平衡 位 置 稳定 ， 
证 明 不 失 一 般 性 , 设 平衡 位 置 为 q1 = qz = … = qn = 0, 因此 对 于 精确 到 差 


一 个 常数 的 势能 可 以 取 II(0,…… ,0) = 0. 因为 在 平衡 位 置 , 函数 I 有 严格 局 部 极 小 
值 , 故 存在 数 7 > 0 使 得 在 邻 域 


lqg| <7 (=1,2,.….,n) (4) 
内 , 只 要 4 中 至 少 有 一 个 不 为 零 , 就 有 下 面 的 严格 不 等 式 成 立 
II(q1,.*: ,qn) > IO ,0)=0. (5) 


我 们 还 假设 广义 坐标 q1,… , gn 是 确定 系统 位 置 的 独立 参数 , 如 果 7 足够 小 , 对 
邻 域 (4) 内 所 有 qi, 第 139 小 节 中 行列 式 (18) (m = n) 都 不 为 零 , 那么 动能 


! 》 aik (9 ,qn) Gide (6) 

2 ,和 1 | 
是 广义 速度 的 正定 函数 , 进而 在 不 等 式 (4) 满足 时 , 如 果 qi, (i = 1,2,… ,n) 不 全 
为 零 ， 则 系统 的 机 械 能 _ 可 

-五 =T+I “ (7) 
是 严格 正 的 . “在 全 一 名 一 0 (i=1,2,…n) 时 有 EE= 0 故 函数 已 在 2n 维 
状态 空间 qi, 6 (i = 1,2,… ,n) 的 原 点 有 严格 包 部 极 小 值 并 等 于 零 。 

设 e 是 满足 0<e<n 的 任意 数 我 们 来 看 不 等 式 (3) 给 定 的 邻 域 , 该 邻 域 的 边 

界 是 封闭 的 点 集 , 连续 函数 EB 在 边界 上 达到 其 下 确 界 a. 因为 在 邻 域 (3) 的 边界 上 
5 的 所 有 值 都 是 正 的 , 故 在 边界 上 有 


E>a > 0. 


连续 函数 忆 在 坐标 原点 gq; = 4; = 0 (i = 1,2,… ,n) 有 等 于 零 的 严格 局 部 极 小 值 ， 
因此 可 以 找到 5(0 < 6 < e), 使 得 在 邻 域 
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内 有 下 面 不 等 式 成 立 
已 < a. (9) 


设 函 数 g; = gi(t) 满足 系统 运动 微分 方程 , 如 果 初 始 值 满足 不 等 式 (2), 则 在 整 
个 运动 过 程 中 有 不 等 式 (3) 成 立 . 事实 上 , 在 条 件 (2) 下 初始 机 械 能 Eo < a, 又 由 于 
在 运动 过 程 中 保守 系统 的 机 械 能 是 常数 , 故 对 于 所 有 的 过 to 都 有 EE < a. 因为 在 (3) 
的 边界 上 E>a, 所 以 系统 运动 在 空间 qi, (i = 1,2,… ,n) 的 映射 点 gi(),%i(t) 不 
能 达到 邻 域 (3) 的 边界 , 即 永远 留 在 这 个 邻 域 内 . 定理 得 证 . 口 

上 上 面 的 证 明 源 自 狄 里 克 菜 最 先 给 出 的 拉 格 朗 日 定理 的 严格 而 完整 证 明 的 思想 ， 
这 个 思想 是 解决 运动 稳定 性 一 般 问 题 的 基本 出 发 点 . 包 

评注 1 假设 所 研究 的 系统 不 是 保守 的 , 是 由 保守 系统 增加 陀螺 力 或 者 耗 散 力 
或 者 同时 增加 两 者 得 到 的 . 设 它们 相应 的 广义 力 为 Q; (9 全) 那么 非 有 势力 的 功率 
为 | 


= >》 Qt(g;,d;)%<0. (10) 


我 们 将 证 明 ， 当 所 有 广义 速度 等 于 零 时 ,满足 (10) 的 广义 力 Q+ 等 于 零 ， 事 
实 上 , 假设 对 于 广义 坐标 的 任意 值 qio (i = 1,2,…,n) 有 一 个 广义 力 不 为 替 ， 即 
QX(qio,0) 闫 0, 则 根据 连续 性 , 存在 g; = qio, i = 二 0 点 的 邻 域 , 使 得 函数 QiX(qj;, Gj;) 在 
该 邻 域内 不 为 零 , 并 且 不 改变 符号 . 根据 gq; 和 (i 二 1,2,…,n) 的 独立 性 , 可 以 在 
该 邻 域内 选择 它们 的 值 使 得 


i=1 
这 与 (10) 矛盾 . 由 此 可 知 , 存在 陀螺 力 和 耗 散 力 时 平衡 位 置 可 以 保持 . 
因为 在 存在 陀螺 力 时 【没有 耗 散 力 ， 见 第 142 小 节 ) 仍然 存在 能 量 积分 
了 T 十 了 = const, 故 丰 在 陀螺 力 时 上 面 的 拉 格 朗 自 定理 的 证 明 没有 变化 . 各 果 丰 在 
散 力 (或 者 同时 有 耗 散 力 和 陀螺 力 ),， 则 根据 第 142 小 节 有 


本 一 
即 在 系统 运动 过 程 中 机 械 能 马 不 超过 初始 值 Bo， 如 果 Eo < a, 则 在 运动 过 程 中 
< a, 对 所 有 t>to 仍然 有 不 等 式 (3) 成 立 . 

可 见 , 在 保守 系统 中 增加 陀螺 力 和 耗 散 力 后 拉 格 朗 上 日 定理 仍然 成 立 ， 


DanyHoB A. M. O6mas 3anayua o6 ycTo 交 daMBocTH BIOKeHHHU // Oo6p. cou. T. 2. M.-J].: 
Haa-Bo AH CCCP, 1956. C. 7-263. 


. 348 . 第 十 四 章 保守 系统 在 平衡 位 置 附近 的 微 振 动 [226] 


226. 关于 保守 系统 平衡 位 置 不 稳定 性 的 李 雅 普 诺 夫 定 理 ” 拉 格 朗 日 定理 给 出 
了 保守 系统 平衡 位 置 稳定 性 的 充分 条 件 . 如 果 在 平衡 位 置 势 能 不 取 极 小 值 , 保守 系 
统 的 这 个 平衡 位 置 是 否 就 不 稳定 呢 ? 这 个 问题 很 复杂 , 至 今 没 有 详细 的 解答 @. 解 
决 这 个 问题 的 最 严格 结果 由 李 雅 普 诺 夫 得 到 , 下 面 给 出 他 的 2 个 定理 @. 假设 函数 
IT(q1,…… ,gn) 在 平衡 位 置 附近 的 邻 域 是 解析 的 . 

定理 1 如 果 保守 系统 的 势能 在 平衡 位 置 不 取 极 小 值 , 这 是 根据 势能 函数 本 在 
平衡 位 置 邻 域内 展开 的 级 数 的 二 阶 项 得 知 的 ， 无 需 考察 更 高 阶 项 ， 则 平衡 位 置 不 
稳定 

定理 2 如 果 保 守 系 统 的 势能 在 平衡 位 置 取 极 大 值 , 这 是 根据 势能 函数 I 在 平 
衡 位 置 邻 域内 展开 的 级 数 中 实际 出 现 的 最 低 阶 项 得 知 的 , 则 平衡 位 置 不 稳定 @. 

例 1 ( 重 刚体 在 绝对 光滑 水 平面 上 平衡 的 稳定 性 ) 设 刚 体 由 任意 廿 曲 面 o 转 
成 , 刚体 质心 G 位 于 曲面 上 某 点 D* 的 曲面 与 水 平面 的 公共 法 线 上 ,那么 刚体 在 平 
面 上 处 于 平衡 状态 , 并 且 曲 面 上 的 D* 点 与 水 平面 接触 . 

用 Gzyz 表示 与 刚体 国 连 的 坐标 系 , Gz 轴 和 包含 线段 D*G, 而 Gz 和 Gy 轴 的 指 
向 平行 于 刚体 曲面 在 D* 点 的 曲率 线 , 那么 曲面 方程 在 D* 点 领域 内 写成 


1 人 2 y? 
f=-h-zts (+) + 一 0 (11) 


其 中 zx,y,z 是 曲面 go 上 姜 点 的 坐标 , D 是 当 刚 体 偏离 平衡 位 置 时 刚体 与 水 平面 的 
切 点 (图 119), h 是 刚体 质心 到 支撑 平面 的 距离 (Z = = 0,z = 一 h), rl 和 ro 是 刚 
体 的 曲面 在 D* 点 曲率 的 主 半径 ,因为 曲面 是 凸 的 且 完 全 位 于 水 平面 之 上 , 故 rl 和 
r 都 是 正 的 . 方程 (11) 中 的 省 略 号 表示 高 于 z,y 的 二 阶 的 项 . 
刚体 势能 为 
II = .mgl, i. (12) 


其 中 1 二 _(n.GD) 是 质心 到 刚体 曲面 的 切面 的 距离 , 而 ni 是 DD 点 内 法 向 单位 向 量 
由 方程 (11) 和 第 114 小 节 的 公式 (25) 可 得 mm 的 分 量 如 下 : 


7 


TL 
三 一 一 ，%= 一 二 +…，%=1-5 


2 2 
+ 六 ( 宇 二 好) (13) 
7 72 2\7rf 72 
中 对 已 得 到 结果 的 评述 参见 : Kapaneran A. B.，PywMarea B. B. YcroiiunBocTbp KOHCepBa- 
THBHPEIX HH XIHCCHIaTHBIEIX CHCTEM. M.: BHUHHUTH, 1983. (Hrorm HayK WW TeXHHKH， Cep. 
O6maf MexaHHKa: T. 6). 
@ 其 证 明 参 见 : JIHIYHOB A. M. O HeycTOoMYUBOCTH PaBHOBeCMH B HEKOTOPRIX CHyYMaAX, KOTAa 
由 yHKIMH CHA He ecTh MAKCHMYM // Co6p. cou. T. 2. M.-J.: Haamao AH CCCP, 1956. C. 
391-400. 
@ 在 具体 问题 中 应 用 定理 2 时 必须 将 函数 工分 解 为 以 偶数 次 齐 次 函数 (型 ) I (qi,…… ,qn) 开 
始 的 级 数 , 而 Ix 在 平衡 位 置 邻 域内 (不 包括 该 平衡 位 置 ) 是 负 的 . 
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考虑 到 GD' = (7x,y,z), 忽略 开 不 等 式 中 的 常数 mgh, 由 (11)-(13) 得 


1 7] 一 几 9 7r2 一 几 ， 
II = -二 -< _ 。。。 
;mg ( 7 T° 十 地 yy 十 


.349 . 


(14) 


由 此 式 和 拉 格 朗 日 定理 可 知 ,如果 刚 体质 心 低 于 刚体 曲面 在 与 支撑 平面 接触 点 的 两 
个 主 曲率 中 心 , 则 平衡 位 置 稳定 ; 如 果 质 心 高 于 至 少 一 个 主 曲 率 中 心 , 则 根据 李 雅 普 


诺 夫 定理 1 和 2 平衡 位 置 不 稳定 . 


227. 含 循环 坐标 系统 定常 运动 及 其 稳定 性 ” 设 在 n 自由 度 的 完整 系统 中 广义 
坐标 g。 (a = 十 1… ,n) 是 循环 坐标 , 其 它 广义 坐标 g: (i = 1,2,… ,有 称 为 位 


置 坐 标 ( 当 存 在 循环 坐标 时 ), 动能 


工 三 了 2 = 了 >》 0i79i9y 
?7 一 工 
的 系数 aij 以 及 势能 I 都 只 依赖 于 位 置 坐标 . 
根据 第 164 小 节 , 存在 相应 于 循环 坐标 的 第 一 积分 :? 
一 5 一 ca 一 const (a=k++1,..…,n), 
其 中 工 =T-II 是 拉 格 朗 日 函数 . 
假设 第 165 小 节 的 海 斯 式 (6) 不 为 零 , 构造 罗斯 图 数 


nN 


R= > ，caga -lL 
C 一 大 十 1 
并 将 其 用 位 置 坐标 g; 及 其 导数 和 (i = 1,2,… ,k) 和 常数 ce (a = 十 1,… 
表示 . 引入 记号 
R*=—R+Il,’ 
那么 罗斯 方程 写成 
7 

dOR* OR* O01". / 

dt OG 一 Bg: 一 0 (i = 1,2,.…- , 上). 
函数 R* 可 以 写成 


及 = R21+ RI+ Ro, 
其 中 户 是 位 置 坐标 导数 的 二 次 型 @ 
| 天 
Ro = 3 > Qij(q1,*** ,Gk) dig- 
?7 一 工 


@ 可 以 证 明 到 是 位 置 坐标 导数 的 正定 二 次 型 


(15) 


(18) 


(19) 


(20) 
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函数 R+ 对 于 gq (i = 1,2,… ,k) 是 线性 的 @， 


k 
Rt = 》 ay(g ,qk; Ca)G (a=k+1,.… ,n), (21) 
i=1 
疯 数 R# 只 依赖 于 位 置 坐标 和 co. 
利用 (19) 将 方程 (18) 写成 
d oR OR OUI — Re) d OR OR? 
由 等 式 (21) 得 
dORt OR _er, /i 
dt Og; Og; -2 4 = 1,2, ,k), (23) 
中 0 0 
本 Qa; Qj 本 。 。 . ， 
aC Go B77 bi,2,. ,kh), (24) 


即 (22) 右边 第 2 个 圆 括号 内 的 表达 式 导 致 出 现 陀螺 力 . 

于 是 , 方程 (22) 可 以 看 作 是 某 个 自由 度 的 约 化 系统 的 运动 微分 方程 , 其 动能 
等 于 九 , 广义 力 由 陀螺 力 和 有 势力 组 成 , 其 中 有 势力 是 势能 H = I 一 研 的 导数 . 
约 化 系统 的 势能 II* 称 为 导出 势能 或 者 罗斯 势能 . 如 果 原 系统 是 陀螺 无 关 的 , 则 约 
化 系统 中 不 出 现 陀螺 力 . 

含 循环 坐标 的 原 保守 系统 的 定常 运动 是 指 位 置 坐标 % (i = 1 2,…… ,k) 和 循环 
速度 gj。 (a = 十 1,… ,n) 为 常 值 的 运动 . 由 (15) 和 (22) 可 知 , 存在 定常 运动 , 当 
且 仅 当 位 置 坐标 的 值 满足 方程 

OIT* 
go 


即 原 系统 的 定常 运动 相应 于 约 化 系统 的 平衡 位 置 、 | 

设 对 于 某 个 常数 值 ce = coo, 方程 (25) 有 解 q; = qio = const, 那么 在 定常 运动 
中 有 g = gioy% 三 0 (=1,2,…,k)，ca = coo (a = 二 上 十 1,…,n). 假设 在 初始 
时 刻 上 = to， dd 偏离 定常 运动 很 小 , 那么 gq; 一 gio,G; (i= 1,2,:…,k) 对 于 t>to 
是 否 还 是 小 量 呢 ? 换 句 话说 , 定常 运动 对 于 ,各 (i = 1,2,… ,k) 是 否 稳 定 ? 利用 
拉 格 朗 日 定理 可 以 回答 这 个 问题 . 

因为 存在 陀螺 力 , 不 破坏 机 械 能 守恒 定律 , 故 对 于 约 化 系统 存在 积分 E* = 记 十 
IT*. 如 果 在 第 225 小 节 中 用 E* 代替 E 并 重复 拉 格 朗 日 定理 的 证 明 过 程 , 则 可 得 含 
循环 坐标 的 完整 保守 系统 定常 运动 稳定 性 的 罗斯 定理 : 

@ 如 果 动 能 表达 式 中 不 包含 位 置 坐标 导数 4 与 循环 速度 go 的 乘积 , 即 如 果 aia = 0 (i = 

12 ,k; a 二 上 十 1,… ,n), 则 函数 三 恒 等 于 零 , 这 时 所 研究 的 系统 称 为 陀螺 无 关 的 . 


=0. (i=1,2,...,k), (25) 
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定理 ”如果 在 定常 运动 中 约 化 系统 的 势能 IT*(q1,… ,gk,ca) 有 严格 极 小 值 ， 则 
该 运动 对 变量 qi, 9; (= 1,2,… ,上 ) 稳定 . 

评注 2 在 利用 拉 格 朗 日 定理 时 , 如 同 在 定常 运动 中 一 样 , 我 们 固定 了 常数 ca. 
李 雅 普 诺 夫 推 广 了 罗斯 定理 , 允许 常数 cv 有 小 的 变化 . 就 是 说 , 如 果 就 像 在 cu = co 
时 II* 有 极 小 值 一 样 , 在 ca = cao 十 pa (hal 二 1 Q =k+1,..…,n) 时 IT* 有 极 
小 值 , 并 且 位 置 坐标 qio(ca) 在 IT* 的 极 小 值 点 是 ca 的 连续 函数 , 则 定常 运动 对 变量 
qd (i 二 1,2,… ,kk) 稳定 . 

例 1 ( 圆 盘 绕 竖 直方 向 转动 的 稳定 性 ) 设 半径 为 p 质量 为 m 的 均 质 圆 盘 在 均 
匀 重 力 场 中 沿 着 绝对 光滑 水 平面 运动 , 并 以 其 边缘 点 与 平面 相 切 . 在 第 114 小 节 中 
已 经 发 现 , 刚体 沿 着 绝对 光滑 水 平面 运动 时 , 质心 在 平面 上 的 投影 作 匀 速 直线 运动 ， 
不 失 一 般 性 可 以 认为 它 是 固定 不 动 的 ， 那么 质心 将 活着 给 定 的 竖 直 方向 运动 . 圆 盘 
相对 固定 坐标 系 的 方向 用 欧 拉 角 给 出 (图 137), 圆 盘 动能 和 势能 的 公式 为 ( 见 第 157 
小 节 ) 


1 .1 1 .，:.， 
T= smp (1 十 4cos 0)02 十 gmp” sin2 OW? 十 IO (人 cosb + 2)”, 


II = mgp sin 6. 
变量 少 ,p 是 循环 坐标 , 相应 的 第 一 积分 为 (L 二 一 I) 
or = lmp? sin2 gu 十 lnp? (wb eos0 + P) cos0 = cy = const, (26) 
By 4 2 : 
ooL 1 ， ， 
5 一 3mp” (wecos0 + Pp) = co = const. (27) 


约 化 系统 有 1 个 自由 度 , 函数 (19) 有 


a- 
~ 


* | 2 Zp (cy 一 co cos 0)? cp 
R* = SO (T+ 4cos” 0)0 2 ng 7 
如 果 去 掉 对 运动 方程 没有 影响 的 最 后 一 项 , 则 绍 化 系统 的 势能 有 , 


(cy — cw cos 0)” 

mp2sin20 
圆 盘存 在 这 样 的 运动 : 圆 盘 直 径 竖 直 , 圆 盘 绕 这 个 直径 以 任意 大 小 的 第 角速度 转动 ， 
印 


IF 一 mgpsin0 十 2 (28) 


0 = 了， p=0,， w=w = const, (29) 
并 且 


1 
cy = 2mP w， co = 0. (30) 
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将 常数 cp 和 cs 代入 函数 IT*, 令 0 二 7/2 十 gq 并 将 IT* 分 解 为 gq 的 级 数 得 ( 略 去 函 
数 II* 中 的 常数 ) 


， 


1 1 
I = $5(mp Ww — dmgp)g + 3 (2mp w 十 mgp)9 + (31) 


22 /2 (32) 


满足 时 ,函数 IT* 在 g= 0 有 严格 局 部 极 小 值 . 根据 罗斯 定理 , 在 满足 条 件 (32) 情况 
下 定常 运动 (29) 稳定 . 如 果 不 等 式 (32) 不 成 立 , 则 函数 IT 在 g= 0 没有 极 小 值 , 这 
可 以 从 (31) 的 二 次 项 得 知 . 根据 李 雅 普 诺 夫 定 理 1 ( 见 第 226 小 节 ) 可 知 , 在 不 等 式 
(32) 不 成 立时 定常 运动 (29) 不 稳定 @. 


在 不 等 式 


82. 微 振 动 


228. 运动 方程 的 线性 化 ” 设 保守 系统 有 平衡 位 置 , 其 对 应 的 广义 坐标 g。 (i = 
1,2,… ,n) 等 于 零 , 假设 系统 势能 I(q1, q2,… , qn) 在 平衡 位 置 邻 域内 是 解析 函数 ， 
将 它 分 解 为 泰勒 级 数 


~ / OlI 1 / ol 
I = II(0,0,…: + (Pe) m+ > 人 (1) 


i=1 i,k=1 


其 中 下 标 “0” 表 示 函 数 I 的 导数 在 平衡 位 置 取 值 , 即 在 % = 0 (i = 1,2,… ,n) 取 
值 . 不 失 一 般 性 可 以 认为 II(0,0,… ,0) = 0. 因为 在 平衡 位 置 所 有 广义 力 等 于 零 : 


所 以 (1) 的 第 1 个 和 为 零 . 如 果 引 入 记号 


(总 
OQqi0qk 0 : 


La 


则 势能 分 解 为 级 数 将 从 常 系数 二 次 型 开始 ， “ / 
I= 了》 cnqqe + (2) 
i,k=1 


其 中 省 略 号 表示 gq (i = 1,2,… ,n) 的 二 阶 以 上 项 之 和 . 假设 二 次 型 


1 nN 
3 2 Cikgiqk (3) 
?天 一 1 
@ 不 过 , 应 用 第 226 小 节 的 李 雅 普 诺 夫 定 理 2 可 以 证 明 在 不 等 式 (32) 成 立时 的 不 稳定 性 , 这 是 
因为 此 时 函数 II* 在 g = 0 有 极 大 值 , 这 可 以 从 (31) 的 最 低 项 得 知 . 
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是 正定 的 , 那么 oa = ga =… = gn = 0 是 函数 I(qi, g2,… ,qn) 取 严 格 极 小 值 的 点 ， 
根据 拉 格 朗 日 定理 , 平衡 位 置 稳定 . 

”由 于 平衡 位 置 稳定 , 如 果 初 始 值 足够 小 , q;, 4; (i = 1,2,… ,n) 在 运动 过 程 中 一 
直 是 小 量 . 利用 gi, 6; 是 小 量 , 可 以 在 平衡 位 置 附近 简化 运动 微分 方程 . 为 此 可 以 将 
运动 方程 用 近似 方程 代替 ,只 保留 qi, Gi (i = 1,2,… ,n) 的 线性 项 , 而 略 去 所 有 非 线 
性 项 . 系统 动能 写成 ， 

T= 5 >》 aik(gl,g2，… ,qn) dior- 
i,k=1 


假设 函数 aix(q1, qz,… ,qn) 在 平衡 位 置 的 邻 域内 是 解析 的 , 可 以 写成 级 数 
Qik(q1, 92 ,qn) = Qik 十 …， 


其 中 省 略 号 表示 gq; (i = 1,2,… ,n) 的 一 阶 和 更 高 阶 项, aik = air(0,0,… ,0) 是 常 系 
数 . 函数 了 写成 级 数 为 
! 5S; Qik didk + (4) 


2 k=1 
其 中 省 略 号 表示 不 低 于 gi, 4 (i = 1,2,… ,n) 的 三 阶 的 项 . 假设 广义 坐标 的 选择 使 
得 在 平衡 位 置 ,第 139 小 节 的 行列 式 (18) (m = n) 不 为 零 , 那么 二 次 型 


一 »3 Qik iqk (5) 
2 k=1 
对 gi (i = 1,2,… ,n) 是 正定 的 . 
运动 方程 写成 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 形式 
为 了 在 gi, 很 小 的 情况 下 研究 这 些 方程 将 (4) ) 和 (2) 的 工 和 开 代 入 拉 格 朗 日 函 
数 艺 =- 开 得 
7 


nn / 


D(aikk + cikge) + =0 (i=1,2,.…,n), (7) 
k=1 


其 中 省 略 号 表示 二 阶 及 以 上 项 . 如 果 略 去 这 些 项 , 则 得 常 系数 线性 方程 组 


>》 (aig + Cirgk) =0 (i=1,2,...,n). (8) 
k=1 
如 果 将 TT 和 II 的 近似 表达 式 (5) 和 (3) 代入 格 朗 日 函数 工 = 了 -正则 由 方程 (6) 
也 可 以 得 到 上 面 方程 . 保守 系统 在 稳定 平衡 位 置 附近 的 微 振动 理论 以 这 个 线性 化 为 
基础 , 将 T 和 II 的 近似 不 等 式 (5) 和 (3) 看 作 精 确 的 . 
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“ 微 振动 ”通常 是 指 非 线 性 运动 方程 线性 化 后 得 到 的 微分 方程 所 描述 的 运动 . 在 
保守 系统 在 平衡 位 置 邻 域内 运动 的 情况 下 , 线性 化 归结 为 求 二 次 型 (5) 和 (3) 的 了 
和 II. 

为 了 简化 方程 (8) 的 书写 , 使 用 向 量 -矩阵 形式 很 方便 . 设 


dl ， Q11 Q12 *** Ql1n 
g = 2 A = | 921 022 … aa2n 
Qnl Qn2 °°* Qnn 
C11 C12 *** Cln 
C= C21 C22 *** C2m 


Cnl Cn2 °°* Cnn 


T= 344 人， H= ia(Cca'g) 9) 
方程 (8) 写成 
Ajd+Cq=0. (10) 


229. 主 坐标 与 主 振动 下 面 介绍 描述 平衡 位 置 附近 微 振 动 的 方程 (8) (或 者 
(10)) 解 的 结构 , 为 此 我 们 研究 下 面 2 个 二 次 型 


(49 .9)= > Qikgiqk, (Cq:q)= > Cik iqk, (11) 
这 2 个 二 次 型 都 是 正定 的 . 由 线性 代数 可 知 ,© 如 果 (11) 的 二 次 型 中 有 1 个 正定 (我 
们 设 第 1 个 二 次 型 正定 ), 则 存在 非 退 化 的 实 变换 ， 
q=U0 (detUA#0, 0 =,(01, 0%, ,0n)). (12) 
将 2 个 二 次 型 变 为 平方 和 的 形式 : 
(49 .9) = 3 (C9 .9g)= 2 他 (13) 
j= j= 


如 果 不 考虑 排列 顺序 , 和 A; 由 原来 的 二 次 型 唯一 确定 , 不 依赖 于 变换 (12). 由 I 正定 
可 知 , 所 有 的 和 A; (7 = 1,2,… ,n) 都 是 正 的 . 

如 果 在 坐标 空间 qi,g2,… ,qn 中 qi = qz =… = qn = 0 的 邻 域内 借助 2 倍 动 
能 27 引入 欧 几 里 得 结构 , 即 取向 量 w 和 w 的 标量 积 为 (4u : v), 则 变换 (12) 可 以 


中 参见 : Manpnes A. I. OcHOBh! NWMHEiiHO anre6pn. M.: Hayra, 1975. 
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在 欧 几 里 得 结构 意义 下 选择 为 正 交 的 . 这 就 是 说 , 如 果 w; (i = 1,2,… ,n) 是 矩阵 
U 的 第 7 列 , 即 变换 (12) 为 


q = 0;u;, (14) 
j=1 
则 有 下 面 归 一 化 条 件 : 
(Avwi: Wj) = 0 (15) 


其 中 6;; 是 克 罗 尼 克 记 号 (如 果 i=j 则 6i; = 1; 如果 1iz7 则 6 = 0). 因为 广义 速 
度 由 和 4 之 间 的 关系 与 广义 坐标 g; 和 b 之 间 的 关系 式 相 同 : 


d= U0, 


故 公式 (13) 的 第 1 个 可 以 用 4 代替 g;, 用 0; 代替 0;. 用 新 变量 将 动能 和 势能 写成 
T= 5 2 人 I = 3 > 0 (16) 
j= 7 二 


广义 坐标 9; 称 为 主 坐标 或 者 模 态 坐标 . 运动 方程 (8) 用 主 坐 标 写成 n 个 相互 独立 的 
二 阶 方 程 
0 十 Xib =0 (j=1,2,.…,n). (17) 


因为 所 有 的 Xi 都 是 正 的 , 故 上 述 每 一 个 方程 都 描述 简 谐 振动 : 
0; = C7 sin(wjt + oj) (7 一 1 2 ) 7 (18) 


其 中 Wi 二 VM 是 振动 频率 ， Ci;, OO 是 任意 常数 . 
由 (14) 和 (18) 可 得 方程 (8) (或 (10)) 的 通 解 


“q= Do sin(wjt + ah “(19) 
j=1 , 
LA / 
这 个 公式 包含 了 方程 (8) 的 全 部 解 . 设 常数 cj (7 = 1,2,… ,n) 中 只 有 一 个 ck 不 为 
零 , 那么 由 (19) 得 


qk = CkWUk Sin(wkt + ox). (20) 
这 个 解 描述 系统 振动 , 称 为 第 k 个 主 振动 或 模 态 振动 , 向 量 wj 称 为 第 个 主 振动 的 
振幅 向 量 . 在 第 个 主 振动 中 , 所 有 广义 坐标 以 同一 个 频率 wx 振动 , 各 个 广义 坐标 
的 振幅 的 关系 由 振幅 向 量 的 分 量 确定 . 
在 实际 求 (19) 时 可 以 用 下 面 方法 : 求 方程 (10) 下 面 形式 的 解 


q = usin(wt + a), 
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将 此 式 代 入 方程 (10), 约 掉 sin(wt + a) 可 得 振幅 向 量 ww 的 方程 


(C—-AMA)u=0 (A=w’). (21) 
为 使 该 方程 有 非 平凡 解 , 需要 入 满足 方程 
det(C — 和 4) = 0， (22) 


这 个 方程 称 为 频率 方程 或 者 特征 方程 . 由 前 面 讲 的 主 振动 理论 可 知 , 该 方程 只 有 正 
根 , 每 个 相应 于 振幅 向 量 wj; (7 = 1,2,… ,n), 对 应 于 一 个 根 Ay, 并 且 如 果 和 % 是 
方程 (22) 的 重 根 , 则 总 可 以 相应 地 找到 与 其 重 数 一 样 多 的 线性 无 关 的 振幅 向 量 . 由 
方程 (21) 得 到 的 振幅 向 量 精 衫 到 相差 一 个 任意 常数 乘 子 , 它们 的 归 一 化 (如 果 需 要 ) 
条 件 为 (15). 

例 1 ( 双 摆 微 振动 ) 我 们 研究 竖 直 平面 内 的 双 摆 在 重力 场 中 的 运动 (图 15). 在 
第 54 小 节 的 例 3 中 已 经 得 到 势能 

II = -smgl(3 cos 9 十 cosy). 
动能 公式 为 ( 见 第 215 小 节 的 例 2) 
T= ml? 和 + Pyeos(p — YW) + 3 |. 


当 2 个 杆 都 竖 直 时 是 平衡 位 置 p = w= 0. 在 这 个 平衡 位 置 双 摆 的 势能 取 极 小 值 , 平 
衡 稳 定 . 我 们 研究 在 该 平衡 位 置 附 近 的 微 振 动 . 
如 果 略 去 势能 I 在 平衡 位 置 p 二 = 二 0 领域 内 的 级 数 展 开 式 中 常数 项 -2mgl， 
只 保留 二 阶 小 量 , 则 有 
~. I= mgl (3 + 39) 
类 似 地 , 只 考虑 动能 展开 式 中 的 二 阶 小 量 有 
T= ml (S p? +V+= +43) / 


如 果 引 入 记号 gq/ = (wp, 录 ), 则 表达 式 (9) 中 适 阵 和 A 和 C 为 
3 


) C = mgl 


© 


A=m2? 


Di WI 
© 
| 


i DIC— 
| 


频率 方程 (22) 可 以 写成 


7A2 — 42 (§) 入 十 27 (9) =0. 
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该 方程 的 根 为 


as 人 +) wo (23) 


主 振动 频率 计算 公式 为 w; = VA; (7 = 1,2). 由 方程 (21) 和 归 一 化 退化 条 件 (15) 
可 得 下 面相 应 于 频率 wj (i = 1,2) 的 振幅 向 量 ui 的 表达 式 


— -1—Vv7? 二 一 1, [3 (24) 
U1 二 Xx 5+ V7 ) U2 二 XX 5— V7 X= a Tm 》 
于 是 双 摆 微 振动 的 通 解 为 
= cl 一 人 sin(wit 十 ai) 十 co 四 sin(w2t + c2)， (25) 


其 中 Cj, Qj (7 一 1, 2) 是 任意 常数 . 

第 1 个 和 第 2 个 主 振动 分 别 对 应 于 常数 取 值 为 cl 六 
0,c2 二 0 和 cl = 0,co 关 0. 在 第 1 个 和 第 2 个 主 振动 中 ， 
角 wp 和 纱 的 振幅 以 及 杆 偏离 竖 直 方向 的 关系 


k __1I+w -_ 1 一 2v7 ~ _0.48, 


' 5+vVi 9 


ha = -天 交 一 LT ,0.70 
称 为 主 振 型 系数 . 在 第 1 个 主 振动 (频率 为 wh) 中 , 2 根 杆 
任意 时 刻 偏离 铅 垂 线 的 方向 都 不 同 (图 173, a), 在 第 2 个 a b 
主 振动 (频率 为 wa) 站， 2 根 杆 任意 时 刻 偏 离 铅 重 线 的 方 
向 都 相同 (图 173, b). 图 173 


230. 保守 系统 在 外 周期 激励 下 的 振动 设 保守 系统 所 受 外 力 对 应 的 广义 力 为 

; 二 Qi(t) (i = 1,2,… ,n), 利用 前 一 小 节 引 入 的 主 坐 标 01, 92,… ,gn 研究 这 些 力 对 

稳定 平衡 位 置 附近 的 微 振动 影响 非常 方便 用 g; (i = 1,2,… ,n) 写成 的 广义 力 Qi 

改 用 主 坐 标 9; (7 = 1,2,… ,n), 相应 地 写成 @;. 为 了 求 6;, 我 们 来 比较 用 坐标 9 
和 0; 写成 的 力 的 元 功 表达 式 


64 = 2 Qibg; = 2 QO;60;. (26) 
?一 7 一 


根据 变换 (12) 有 | 
一 Yuij0;, 0g; 一 >》 ui1607， 
7 一 1 7 一 1 
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因此 


> Qi0di = >》, :i > ,uij60; 一 >》, | ww 00;. (27) 
i=1 =1 j=l j=1 \i=l 


由 (26) 和 (27) 得 
Oj;(t) 一 2 _ wiiQilt) (7 一 1,2, ““° , 7). (28) 


在 外 力作 用 下 保守 系统 微 振 动 方程 用 主 坐 标 写成 


设 外 力 Qi 人 是 时 间 的 周期 为 2r/Q 的 周期 函数 , 使 得 广义 力 (28) 可 以 写成 傅立叶 
级 数 形式 ， 
9j = >_bjxr sin(kKQt + ojr) (7 =1,2,.…,n), (30) 
k=0 
其 中 bjk, Qik (7 = 1,2,.… ,n; k=1,2,..….,n) 是 常数 . 
方程 (29) 的 通 解 ( 当 kQ 入 wj 时 ) 为 


0; = cj sin(wit + 0&3) + 0;(t), (31) 


其 中 choy 是 任意 常数 . 记号 人 3(t) 为 
由 的 = ana sin(kQt + os) (f= 1,2,. ,n), (32) 
k=0 J 


该 项 是 由 于 存在 周期 性 外 力 而 在 通 解 中 出 现 的 . 
由 (14) 和 (31) 得 


q = > c127 sin(wjt + a7y) + >》 O07 (区 2 (33) 
j=1 : j=1 
在 (33) 中 第 1 个 和 是 自由 振动 , 第 2 个 和 是 因为 存在 周期 外 力 而 产生 的 受 铂 振动 
如 果 对 某 个 ; 存在 某 个 数 使 得 kQ = wj;, 则 在 bjs 了 0 时 , 由 于 (32) 的 被 加 
项 中 有 分 母 为 零 , (31) 和 (33) 形式 的 解 不 再 适用 , 就 是 说 , 这 种 情况 下 系统 的 受 迫 振 
动 发 生 共振 ， 
在 共振 情况 下 方程 (29) 的 解 是 什么 样 ? 作为 例子 我 们 研究 一 个 方程 


0 + w20 = asin wt, (34) 


该 方程 的 通 解 为 
0 = csin(wt+i+a)+0(t), (35) 
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其 中 ca 是 任意 常数 , 而 
90"(t) = -ot coswt. (36) 


函数 0*(t) 是 无 界 的 . 方程 (34) 描述 的 振动 不 再 是 微 振动 , 为 了 描述 方程 (34) 在 平 
衡 位 置 附近 的 运动 应 该 采用 其 它 方程 , 将 那些 在 线性 化 时 略 去 的 非 线性 项 考虑 进来 . 
在 给 定 的 具体 例子 中 我 们 必须 利用 非 线性 振动 理论 . 

例 1 (在 椭圆 轨道 上 刚体 的 平面 振动 ) 描述 刚体 在 牛顿 中 心 引 力 场 中 作 平 面 运 
动 的 微分 方程 为 ( 见 第 128 小 节 ) 


2 . .A—B 
(1 +ecos) SE -20sinv +3 G sin cosw = 2e sinw, (37) 


其 中 A 和 B 是 刚体 对 其 惯性 主轴 Oz 和 Oy 的 惯性 矩 , 对 于 平面 运动 , OT 和 Oy 

轴 总 是 在 轨道 平面 内 , C 是 刚体 对 过 质心 重 直 于 轨道 平面 的 轴 的 惯性 矩 , p 是 Oy 和 

O2 轴 的 夹 角 , OZ 轴 沿 着 刚体 质心 相对 引力 中 心 的 向 径 , e 是 椭圆 偏心 率 , 0<e < 1. 
在 圆 轨道 上 刚体 在 轨道 坐标 系 中 存在 平衡 位 置 , 相应 于 方程 (37) 在 e= 0 时 的 

解 op = 0. 在 条 件 A > B 下 平衡 位 置 稳定 . 假设 这 个 条 件 成 立 , 我 们 来 研究 刚体 在 

9p = 二 0 位 置 附近 由 于 椭圆 轨道 而 引起 的 平面 微 振动 , 假设 轨道 偏心 率 是 小 量 . 
线性 化 方程 (37) 得 


d2 d 
(1 十 ecosv) 二 — 2e sin /a + why = 2e sinw, (38) 


这 里 记号 ui = 3 人 8s. 由 于 惯性 给 满足 不 等 式 A 一 B<C 以 及 假设 的 A > B 可 知 
0 < wi<3. (39) 
将 微分 方程 (38) 描述 的 卫星 受 迫 振动 解 写 成 e 的 级 数 形式 
p* = ep1 十 ezpa + , (40) 
将 此 式 代入 方程 (38) 令 两 边 e 的 同 阶 系数 相等 ， 可 得 函数 p1,p2,… 的 非 齐 次 线性 
d2p1 
dv2 


由 (40) 和 (41) 求 出 受 连 振动 解 为 


+ wip1 = 2 sinw. (41) 


2e 
水 之 1 ~ @ 42 
p* = sinv + (49) 


这 个 振动 是 由 刚体 质心 党 着 椭圆 轨道 非 和 匀速 运动 引起 的 , 在 卫星 动力 学 中 称 为 偏心 
振动 . 
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这 里 给 出 的 偏心 振动 的 结论 未 给 出 证 明 . 然而 可 以 严格 证 明 , 思 当 wo 尖 1 时 , 对 
于 足够 小 的 e, 非 线性 方程 (37) 确实 有 关于 e 解析 的 解 , 在 e = 0 时 变 为 平衡 位 置 
9p = 二 0, 并 且 该 解 的 级 数 展开 式 的 第 1 项 就 是 e 的 一 阶 项 , 即 (42) 式 . 

当 wo = 1 时 , 受 连 振动 发 生 共振 . 在 共振 情况 下 , 利用 线性 化 得 到 的 (42) 没有 
意义 , 研究 刚体 在 平衡 位 置 p = 0 附近 的 运动 需要 利用 非 线性 方程 (37). 假设 wo 与 
1 相差 一 个 小 量 

wo=1+p (0gly| < 1), (43) 


在 方程 (37) 中 作 变 量 代 换 @ p 二 Eel, 其 中 E=el3 将 这 个 p 代入 方程 (37), 将 两 
边 展 开 成 e 的 级 数 , 可 得 (两 边 除 以 6) 方程 : 


2 
9 +wit=e (ie 十 2sinv ) 十 .…， (44) 
其 中 省 略 号 表示 e 的 二 阶 以 上 项 . ) 
我 们 利用 摄 动 理论 ( 见 第 11 章 的 87) 近似 研究 这 个 方程 , 令 
_ 工 ， 业 - 
€ 一 Vo dy VWwop, (45) 
那么 方程 (44) 可 以 写成 等 价 的 哈密 顿 方程 的 形式 , 其 哈密 顿 函 数 为 (g 是 坐标 ,p 是 
冲 量 ) 


1 1 2 sinv 
H=- 2 2\ 21( -4 . 4 
5wot(9 +p’)—é (¥ 十 9 十 (46) 


利用 下 面 单 价 正则 变换 ( 见 第 170 小 节 的 例 6) 引入 新 的 正则 共 斩 变 量 @,P 
gq = V2PsinQ, p= V2PcosQ， (47) 


那么 有 
i of 1 
H=wP-e (总 Ge 一 4cos2Q + cos4@) 


+/ Flees(0 -cog(Q +) 十 … , 


为 了 简化 运动 方程 , 利用 近似 于 恒 等 变 换 的 单价 正则 变换 引入 变量 Q*, P*, 变换 的 
母 函 数 为 


(48) 


QP* + e252(Q, P*,v) +.…, 


中 参见 : Cappruee B. A. Bonpoch opweHTramw McKyccTBeHHEIX cIyTHUKOB. M.: BHHUTH, 
1978.— (Hrorn HayKH un TexHHKH， Cep. «HccnenoBpaHune KOCMHMdecKOTO npocTpaHcTBa»; T.11). 

四 这 里 没有 给 出 共振 情况 和 近 共 振 情 况 研 究 的 依据 ， 所 述 计算 过 程 的 严 格 依据 参见 : Maprees A. 
Il., Mexoncrkas T. H. O pe3oHaHCHEIX HepHONMHYECKUX DeIIeHHMHX raMUANbPTOHOBPIX CHCTEM, POR- 
NatOmnaxcg MH3 IIOTO 汪 eHR DaBHOBecHH // HMM. 1982. T.46, Bhin. 1. C. 27-33.; XonocToBa 
O. B. O TBEKeHH raMHJIbTOHOBON CECTeMEL C OAHON CTeIHeHPIO CBOGOAHI npuH pe30HaHCe B 
BEIHYKACHHbIX KOTe6aHHMHX // M3pecT™usa PAH. MTT, 1996, Ne 3, C. 167-175. 
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新 哈密 顿 了 H* 由 下 面 公式 确定 ( 见 第 174 小 节 ) 


H* _ 厅 上 ce2052 4... ， 
Ov 
该 等 式 右边 的 Q, PP 应 该 利用 下 面 等 式 由 新 变量 Q*, P* 表示 
:OH+e0 1 PPr+eco2 4... 
QQ” =Q®+ée 让 Pr 十 ,， P=P*+t+e 0 + (49) 
计算 表明 , 如 果 函 数 5 取 为 
JfP 1 1 px oN 
S52 = wo wri sin(Q@ + v) zt (8 sin 2@ — sin 4@), 
则 
H* =woP* -elip? + /2 cos(Q* -| +... (50) 
: 4 WO 
我 们 按 下 面 公式 再 做 一 个 正则 变换 @*, P* 一 亚 , RR， 
Q*=V+v, P=R, (51) 


那么 考虑 到 等 式 (43) 并 忽略 e 和 的 二 阶 以 上 项 , 可 得 新 哈密 顿 函 数 的 近似 表达 式 
1 一 1 及 一 6 (这 + V2Reos v (52) 
相应 的 描述 共振 或 接近 共振 情况 下 刚体 平面 运动 的 近似 微分 方程 为 


pe EC 5 2RsinV. (53) 
该 方程 有 第 一 积分 H = h = const， 因而 可 以 完全 积分 出 来 . 

如 果 wo = 工 ( 即 风 = 0), 则 由 于 方程 (41) 有 (36) 形式 的 特 解 ( 当 w=wo，a=2 
时 )， 由 线性 化 方程 可 得 , 刚体 偏离 平衡 位 置 的 角度 随 着 时 间 无 限 增 大 . 在 共振 情况 
下 , 刚体 运动 看 作 非 线性 问题 , 则 结果 就 完全 不 同 了 ， 事 实 上 , 设 在 初始 时 刻 , p = 
0, 六 =0, 那么 1=0 时 尺 =0( 误 差 阶 数 不 低 于 sa), 因此 积分 常数 hh 等 于 零 , 并 且 在 
运动 过 程 中 有 “ 

2R? + V2RcosV = 0. 

考虑 到 | cos 亚 |<1l, 由 此 得 R<Rmax = 25/3. 考虑 到 将 原 方程 (37) 变 为 (53) 的 一 系 
列 变 换 , 可 得 刚体 偏离 平衡 位 置 的 角度 p 不 超过 V3Rmaxe!/3 = 2W2e. 

方程 (53) 的 解 R= Ro = const, 亚 = 亚 o = const 相应 于 用 原 变 量 表示 的 周期 为 
27 的 卫星 振动 . 由 (53) 可 知 , Wo 只 能 取 0 或 者 T, 而 Ro 可 以 由 下 面 三 次 方程 求 出 


好 十 3cu 十 20 王 0 (v= V2RocosVo), (54) 
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这 里 

44 4 
3e2 3e2/3’ 
方程 (54) 有 1 个 或 者 3 个 实 根 , 这 取决 于 该 方程 的 判别 式 万 一刀 十 ca 的 正 负 @. 由 
此 可 知 , 当 不 等 式 


C 一 0 一 2. 


e > 人 pn (55) 
成 立时 , 存在 1 个 周期 运动 , 而 当 不 等 式 (55) 反 号 时 , 刚体 存在 3 个 周期 运动 , 这 些 
周期 运动 在 轨道 坐标 系 中 当 e= 0 时 变 为 平衡 位 置 p = 0.@ 
在 恰好 共振 /= 0 情况 下 , 只 存在 1 个 周期 为 2r 的 刚体 振动 , 根据 (54), 其 振 
局 等 于 3 


中 参见 : Kypom A.T. Kypc Baicmeii anre6pu. M.: Hayra, 1975. 
外 条 件 (55) 也 可 以 用 其 它 方法 得 到 , 参见 : Benenknii B. B. JazpokeHwme WcKyCcTBeEHHOrO CryT- 


HMUKa OTHOCHTENPbHO ueHTPa Macc. M.: Hayra, 1965. 


第 十 五 章 
运动 稳定 性 


81. 基本 概念 与 定义 。 
231. 受 扰 运 动 方程 . 稳定 性 定义 ” 设 力学 系统 的 运动 方程 写成 下 面 微分 方程 
组 的 形式 z 
3 = Yi(y to, Yn) (i = 1,2,.…. ,m), (1) 


该 方程 组 右边 满足 解 的 存在 和 唯一 性 条 件 . 
我 们 研究 方程 组 (1) 的 某 个 特 解 


Yi = fi(t) (i = 1,2,.… ,mm), (2) 
其 初始 值 为 

Yi0 二 filto) (i = 1,2,.…. ,mm). (3) 
我 们 感 兴趣 在 初始 值 yio 偏离 (3) 时 系统 的 运动 , 运动 稳定 性 理论 研究 这 个 问题 , 其 
基本 内 容 将 在 本 章 介绍 . ; 


函数 (2) 描述 的 系统 运动 称 为 无 扰 运 动 , 与 公式 (2) 描述 的 运动 受 相同 力作 用 
的 所 有 其 它 可 能 运动 称 为 受 护 运动 , 受 扰 运 动 和 无 扰 运 动 之 关 


‘ 


称 为 扰动 . 
如 果 在 方程 (1) 中 按 公式 (4) 做 变量 替换 , 则 得 方程 
dz 一 Xi(ZlZ2 Tmt) (i= 1,2,.…,m), (5) 


dt 
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该 方程 称 为 受 扰 运 动 微分 方程 . 显然 ， 
Xi = Vi(z1 + fi1(t), zo + fo) ,Tm + fm(t),t) — Vi(f1(t), fab) , fm(t),t). 


方程 (5) 有 相应 于 无 扰 运 动 (3) 的 特 解 zx; 三 0 (i = 1,2,… ,m). 如 果 函 数 X; 不 显 
含 t, 则 无 扰 运 动 称 为 定常 的 , 反之 称 为 非 定常 的 . 

我 们 采用 下 面 李 雅 普 诺 夫 的 定义 : 如 果 对 任意 小 的 数 s > 0, 存在 正 数 6 = 6(e)， 
使 得 在 初始 时 刻 如 满足 不 等 式 


的 所 有 受 扰 运 动 , 对 一 切 t > to 都 满足 不 等 式 
|zi(t)| <E (i = 1,2,.… ,mm), (7) 


则 称 无 扰 运 动 对 于 变量 y。 (i = 1,2,… ,m) 稳 定 . 

我 们 再 给 出 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 渐 近 稳定 的 定义 . 无 扰 运 动 对 于 变量 ww (i = 
1,2,… ,m) 渐 近 稳 定 是 指 它 稳定 , 并 且 可 以 选择 足够 小 的 数 56, 使 得 对 于 所 有 满足 
不 等 式 (6) 的 所 有 受 扰 运动 满足 


im zi(t)=0 (i=1,2,.…,m). (8) 


232. 李 收 普 诺 夫 函 数 ” 研究 运动 稳定 性 的 最 有 效 方法 是 李 雅 普 诺 夫 直接 法 . 该 
方法 无 需求 出 受 扰 运动 的 解 , 而 是 寻找 变量 zi, x2,… ,zm,t 的 某 个 函数 了 并 研究 该 
阴 数 及 其 导数 的 性 质 , 下 面 将 函数 V 称 为 李 雅 普 诺 夫 函 数 . 李 雅 普 诺 夫 直 接 法 的 基 
础 是 狄 里 克 莱 在 证 明 保守 系统 平衡 位 置 稳定 性 的 拉 格 朗 日 定理 时 所 使 用 的 思想 ( 见 
第 225 小 节 ). 
我 们 这 里 只 研究 定常 运动 . 假设 受 扰 运动 方程 (5) 中 函数 Xi(z1, za ,zm) 在 
下 面 区 域 连续 
Izi|<H (i=1,2,.…,m), (9) 


其 中 五 是 某 个 常数 , 并 且 假 设 在 区 域 (9) 内 方程 (5) 在 初始 条 件 zio 下 有 唯一 解 . 
设 h 是 足够 小 的 正 数 , 在 区 域 lzi| < h (i = 1,2,:…,m) 内 人 研究 孙 数 V (zi， 


72,… ,Tm), 假设 它 连续 可 微 、 单 值 且 在 坐标 原点 zl = T2 = =Tn=0 等 于 零 . 
函数 V 沿 着 受 扰 运 动 方程 (5) 的 解 曲 线 的 导数 dV/dt 是 指 表 达 式 
dV 二 0V 
cb ™ 


因此 dV/dt 是 变量 zi x2,… ,zm 的 函数 , 在 区 域 zi| <h (i = 1,2,… ,m) 内 连续 
上 且 在 坐标 原点 zl = xz2 =… = zx; = 0 等于零. 
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此 外 , 函数 Y 可 以 具有 特定 的 性 质 , 下 面 介绍 几 个 定义 : 

辫 数 V(zlzo…… ,Zm) 在 区 域 lzi| <h (i = 1,2,…,m) 内 正定 是 指 , 在 该 区 
域内 除 原 点 (在 此 点 函数 V 等 于 零 ) 以 外 都 满足 不 等 式 V > 0， 如 果 满 足 不 等 式 
V <0 则 函数 V 称 为 负 定 . 这 2 种 情况 下 函数 Y 统称 为 定 号 函数 . 

如 果 在 区 域 lzi| < h (i = 1,2,…,m) 内 函数 V 只 能 取 一 种 符号 (V>0 或 者 
V<0), 但 不 在 原点 也 可 以 等 于 零 , 则 称 为 常 号 函数 ( 正 或 负 ). 

如 果 在 区 域 |z;| < h 《= 1,2,…,m) 内 函数 Y 既 可 以 取 正 值 也 可 以 取 负 值 ， 
则 称 为 该 区 域 的 变 号 函数 . 

例如 , 在 mm = 2 情况 下 函数 了 = z? 一 zx2 是 变 号 的 , 承 数 V = xz +z2 是 正定 的 ， 
函数 V = zi 是 常 号 的 , 这 是 因为 它 在 Ozs 上 等 于 零 , 在 该 轴 之 外 取 正 值 . 

怎么 才能 知道 函数 Y 是 否 正 定 ? 如 果 Y 是 二 次 型 , 可 以 利用 著名 的 西 尔 维 斯 特 
判 据 判断 其 定 号 性 . 如 果 V 是 齐 次 阶 函数 , 则 显然 是 变 号 函数 . 如 果 h 足够 小 , 则 
在 区 域 |zi| < h 内 经 常 假设 V 是 解析 水 数 . 在 这 种 情况 下 , 判断 函数 的 定 号 性 可 以 
使 用 下 面容 易 证 明 的 结论 :如果 h 足够 小 , 则 齐 次 型 函数 在 区 域 |z;| < h 内 的 定 号 
性 或 者 变 号 性 在 增加 至 任意 高 阶 项 时 保持 不 变 . 

设 V 是 定 号 函数 , 在 c 足够 小 时 V(zi, zz，…… ,zm) = c 是 包围 坐标 原点 的 封闭 
曲面 . 为 了 证 明 这 个 结论 , 假设 Y 正定 , 用 a 表示 函数 在 区 域 |z;| < h 边界 上 的 下 确 
界 , 由 函数 Y 正定 知 a > 0, 于 是 在 区 域 |zi| < h 边界 上 V>a. 下 面 来 看 函数 Y 在 
连接 坐标 原点 和 区 域 |zi| < h 边界 点 的 曲线 上 的 值 , 在 该 曲线 起 点 V = 0, 在 曲线 终 
点 盟 数 Y 的 值 不 小 于 a, 由 函数 Y 的 连续 性 , 在 该 曲线 上 某 个 点 盟 数 值 等 于 c, 其 中 
c< a. 这 意味 着 该 曲线 与 曲面 V = c 相交 . 因为 该 曲线 是 任意 的 , 所 以 曲面 V = ce 
是 封闭 并 环绕 坐标 原点 的 . 


如 果 Y 是 正定 函数 且 cl > cz, 则 曲面 V = co 位 于 曲面 
V = cl 之 内 , 并 且 由 函数 Y 的 定 号 性 , 这 2 个 曲面 没有 交点 
(图 174). 如 果 c 一 0, 则 封闭 曲面 艇 收缩 于 坐标 原点 . 

如 果 Y 是 常 号 函数 或 者 变 号 图 数 , 则 当 c 足够 小 时 曲面 
V = c 也 是 不 封闭 的 . 


82. 李 雅 普 诺 夫 直接 法 的 基本 定理 


233. 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 定理 ”本 节 介 绍 运动 稳定 性 理论 中 更 定 李 雅 普 诺 夫 下 
接 法 基础 的 一 些 定理 . 我 们 只 研究 定常 运动 , 首先 介绍 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 定理 . 

定理 如 果 存 在 定 号 函数 V, 其 洛 着 受 扰 运 动 微分 方程 的 解 曲线 的 导数 V, 或 
者 是 与 V 反 号 的 常 号 函数 或 者 恒 等 于 零 , 则 无 扰 运 动 稳定 . 


中 参见 : Mankun MH.T. Teopa ycTONMHMBOCcTI BMKeHNUA. M.: Hayra, 1966. 
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证 明 设 函 数 Y 正定 , 那么 对 于 足够 小 的 h, 在 邻 域 


内 , 函数 了 在 zl = zz =…:=zm=0 点 取 严 格 极 小 值 . 由 V<0 可 知 ，V 在 邻 域 (1) 
内 的 受 扰 运动 轨迹 上 是 非 增 大 的 函数 . 再 进一步 的 证 明 几 乎 就 是 重复 第 225 小 节 中 
拉 格 朗 日 定理 的 证 明 过 程 . 口 
.， 李 雅 普 诺 夫 定 理 给 出 了 运动 稳定 性 的 充分 条 件 , 应 用 这 个 定理 时 需要 知道 具有 
特定 性 质 的 函数 V. 求 这 样 的 函数 没有 一 般 的 方法 , 但 实际 上 在 很 多 重要 情况 下 , 如 
果 已 知 受 扰 运 动 方程 的 第 一 积分 , 则 可 以 构造 函数 V. 例如 , 在 证 明 保 守 系 统 平 衡 位 
置 稳定 性 的 拉 格 其 日 定理 时 , 系统 的 机 械 能 就 是 消 数 V. 

设 ,Uo,… ,Ur 是 受 扰 运 动 方 程 的 第 一 积分 ， 不 失 一 般 性 可 以 认为 ,函数 
Ui(ziz2 ,Tm) (7 = 1,2,… ,k) 在 坐标 原点 zi = za = … = zm = 0 等 于 
零 . 设 在 函数 U; 中 没有 一 个 是 定 号 的 , 我 们 设 李 雅 普 诺 夫 也 数 为 下 面 的 第 一 积分 
U; (7 = 1,2,… ,kk) 的 组 合 :中 


V = A + + MU + piUT + + HkUE, 


其 中 和 jy,p; (i = 1,2,… ,) 是 待定 常数 . 显然 ,V 也 是 受 扰 运 动 方 程 的 第 一 积分 . 
如 果 可 以 选择 常数 Aj, jj; 使 得 函数 V 正定 , 则 它 满足 李 雅 普 庄 夫 运 动 稳定 性 定理 的 
全 部 条 件 . 在 第 一 积分 0;”(j = 1,2,… ,如 可 以 根据 某 些 理由 (例如 , 利用 动力 学 基 
本 定理 ) 得 到 的 情况 下 , 就 没有 必要 建立 受 扰 运 动 方程 , 因而 研究 得 到 极 大 的 简化 . 

例 1 ( 欧 拉 情况 下 刚体 永久 转动 的 稳定 性 ) 在 第 99 小 节 已 经 得 到 , 在 欧 拉 情况 
下 刚体 作 永 久 转 动 时 , 刚体 以 常 角 速度 绕 刚 体 对 固定 点 的 惯性 主轴 中 的 任意 一 个 转 
动 . 我 们 研究 下 面 运动 的 稳定 性 


p=w=const, gqg=0, 7=0, (2) 


运动 (2) 相应 于 绕 惯 性 矩 为 4 的 轴 转 动 . 在 第 98 小 节 中 已 知 欧 拉动 力学 方程 有 2 
个 第 一 积分 


Di=2T= Ap+By+oOr, Us= Ko =.Ap + Bq +O°r’. (3) 
按 下 面 公 式 引 入 扰动 X,Yy,z 


p=w+Zz, gqg=Yy, r=2%, (4) 


中 参见 : Ueraes H.T. YcroNHumnBocTrh ABHKEHUA. PaGoTh IO aHaAMTHYUECKON MexaHnre. M.: 
M3n-Bo AH CCCP, 1962. 关于 契 达 耶 夫 积分 组 合法 亦 可 人 参见: lloxapnurun 工 . K. O IOCcTPOoeHHI 
中 yHKIHN JIrryHOBa WW3 MHTerparoB ypaBHeHH 首 BO3MYIIeHHOFO BIOKeHH // HMM. 1958. TT. 
22, BphIn. 2. C. 145-154. 
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则 受 扰 运动 方程 有 第 一 积分 : 
Ui= Ar?+By+COz+2Awr, Us= 42z2 十 三 十 C2z 十 242oz， (5) 


这 些 表 达 式 是 将 (4) 代入 (3) 并 略 去 常数 项 得 到 的 . 
隙 数 了 取 为 
V=U?+U. (6) 
显然 ， 函数 V 的 值 对 任意 IT 2 Z 都 是 非 负 的 . 可 以 证 明 ， 如 果 4 是 惯性 绑 中 最 大 或 
者 最 小 的 , 则 函数 VV 正定 , 为 此 只 需 证 明 对 于 很 小 的 z,y z, 方程 


=0, Us=0 (7) 
有 唯一 解 z 二 y= z= 0. 由 方程 (7) 可 得 
AUi ~ Us=B(A4- By+C(A-C)2 =0. 


如 果 4 是 惯性 矩 中 最 大 或 者 最 小 的 ， 则 只 有 在 y = z = 0 时 该 等 式 才 可 能 成 立 ， 
于 是 由 方程 (7) 可 知 zx = 0 或 了 z = 一 2w, 对 于 很 小 的 x,y,z 方程 , (7) 有 唯一 解 
T=Yy=z=0. 

可 见 , 在 欧 拉 情况 下 刚体 绕 惯 性 矩 最 大 或 者 最 小 的 轴 的 永久 转动 , 在 李 雅 普 诺 夫 
意义 下 对 变量 p,q,r 具有 稳定 性 . 将 这 个 事实 用 惯性 椭 球 上 本 体 极 迹 的 分 布 图 (图 
99) 表示 : 在 惯性 椭 球 相应 于 最 大 和 最 小 惯性 矩 的 Oz 和 Oz 轴 附 近 , 本 体 极 迹 是 包 
围 相 应 轴 的 封闭 曲线 . 反之 , 在 相应 于 惯性 瑜 为 中 间 值 的 Oy 轴 附 近 , 本 体 极 迹 不 环 
绕 该 轴 , 在 很 小 的 扰动 下 , 绕 Oy 轴 的 永久 转动 的 刚体 角速度 向 量 随 时 间 逐 渐 离 开 该 
轴 的 邻 域 . 下 面 在 第 235 小 节 中 将 严格 证 明 , 绕 惯 性 矩 为 中 间 值 的 轴 的 永久 转动 不 

例 2 ( 拉 格 朗 日 情况 下 重 刚 体 定点 运动 的 稳定 性 中 ) 重 刚体 定点 运动 由 第 105 
小 节 的 方程 (32), (35) 描述 . 在 拉 格 朗 上 日 情况 下 A = B,a = b= 0, 且 运动 方程 有 4 
个 第 一 积分 

Ui = A(p+q) 十 Cr 十 2Pons = const， “ 


Us = A(pYi + qy2) + CrYs = const， (8) 
Us 三 放 十 从 十 说 三 1 
Ua 一 7 = const. 
运动 方程 有 特 解 
p=0，9g=0, T= ro = const, Y=0,， Y=0,， ”Y=1, (9) 


中 参见 : Ueraes H. T'. O06 ycTroMHynBOcTH BPaIeHHR TBEPpAOrO TeNa C ONHOWW HeIOXBM2KHO 芒 
TOYKONH B cnyyuae Jlarpanxa // IIMM. 一 1954. 一 工 . 18, Ban. 1. 一 C. 123-124. 
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它 相应 于 刚体 以 常 角 迷 度 ro 绕 坚 直 轴 0z 转动 .我们 研究 这 个 运动 对 Pgi7 记 
?3 扰动 的 稳定 性 . 令 
P=7X1, qd=72, r=70+73, NM=74, Y=75, Y=1+%e, 
由 此 式 和 (8) 得 , 受 扰 运动 微分 方程 有 下 面 第 一 积分 : 
Ui = 4(z1 + 7x2) + CO(z3 + 2rors) + 2Pcere = const, 
U, = A(Z174+ Z275) 十 CUzaz6 + Z3 十 707Z6) = const, (10) 
Us = Z4 十 ZE 十 Z3 十 2z6 = const， 


L4 = Za = const. 


为 了 得 到 稳定 性 条 件 , 我 们 设 利用 第 一 积分 (10) 将 李 雅 普 诺 夫 函 数 VV 写成 下 面 形 
式 (入 是 待定 实 常数 ) 


V = +2 — (Pe+ CroNUs+ Dy — 2(ro + NCUs. 
孙 数 V 可 以 写成 下 面 3 个 二 次 型 的 和 
V = J(eb za) + f(r2, 25) + f(Tzs,76) (11) 
其 中 
Flz,y) = 4z2 + 2MAzy — (Pe + CroN)y. (12) 


由 西 尔 维 斯 特 判 据 得 , 二 次 型 (12) 在 下 面 不 等 式 成 立时 正定 
AX2 + CroA+ Pc < 0， (13) 


该 不 等 式 对 实数 入 成 立 仅 当 / 
CO27rl > 44Pc. (14) 


在 条 件 (14) 下 可 以 选择 常数 入 使 不 等 式 (13) 成 立 , 那么 在 不 等 式 (11) 中 的 二 次 型 
正定 , 每 个 二 次 型 对 “自己 的 "变量 正定 , 函数 V 对 全 部 变量 zi (i 二 1,2,:…,6) 正 
定 , 因此 , 根据 李 雅 普 诺 夫 定 理 , (14) 是 运动 (9) 对 变量 p,g,7,Y1,Y2,73 的 扰动 稳定 
的 充分 条 件 . 

条 件 (14) 称 为 马 耶 夫 斯 基 - 契 达 耶 夫 条 件 . 如 果 c < 0 (悬挂 的 刚体 , 重心 低 于 
悬挂 点 ), 则 条 件 (14) 总 是 成 立 , 而 如 果 c > 0, 则 为 了 满足 条 件 (14), 需要 刚体 绕 竖 
直 轴 转动 的 角速度 大 于 V44Pc/C. 
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234. 李 雅 普 诺 夫 渐 近 稳定 性 定理 ” 李 雅 普 诺 夫 得 到 了 下 面 定理 , 给 出 了 运动 渐 
近 稳 定 的 充分 条 件 . 

定理 如 果 存 在 定 号 函数 V(z1,72,… ,Zzm), 其 沿 着 受 扰 运 动 微分 方程 的 解 曲 
线 的 导数 六 是 与 了 反 号 的 定 号 函数 , 则 无 扰 运 动 渐 近 稳定 . 

证 明 在 证 明定 理 之 前 , 我 们 先 比较 前 一 小 节 的 定理 条 件 与 保证 无 扰 运 动 渐 近 
稳定 条 件 的 区 别 . 这 个 定理 条 件 即 函数 V 沿 着 受 扰 运 动 微分 方程 的 解 曲线 的 导数 六 
是 与 反 号 的 定 号 函数 . 在 前 一 小 节 给 出 的 定理 中 要 求 Y 是 与 Vy 反 号 的 常 号 函数 . 

下 面 开始 证 明定 理 . 首先 可 以 发 现 , 如 果 定 理 条 件 成 立 , 则 前 一 小 节 的 李 雅 普 诺 
夫 定 理 的 条 件 也 成 立 , 就 是 说 无 扰 运 动 稳定 . 根据 渐 近 稳定 性 定义 , 我 们 只 需 证 明 ， 
所 有 初始 扰动 足够 小 的 受 扰 运 动 都 趋向 于 无 扰 运 动 ， 即 


dim zi(t) = 0. (15) 
不 失 一 般 性 可 以 认为 函数 Y 正定 , 那么 在 邻 域 (1) 内 V>0, 而 V<0, 并 且 不 等 号 
只 有 在 zi = ze = .… = zm = 0 时 成 立 ， 我 们 研究 的 某 个 受 扰 运 动 ,其 初始 值 


zi0 二 Zi(to) (i = 1,2,…,m) 足够 小 , 使 得 曲面 V = WW = V(zi0, 7220,… ,Zmo) 在 
区 域 
|zi| < &, (16) 
之 内 , 其 中 e < h. 由 于 函数 V 连续 , 这 样 选择 zio 总 是 可 能 的 . 下 面 证 明 受 扰 运 动 
zi(to) (i = 1,2,… ,m) 满足 条 件 (15), 即 无 扰 运动 渐 近 稳定 . 
事实 上 , 当 s <h 时 在 邻 域 (16) 内 也 数 


V(zi (£), z2(t), ,Tm(t)) 


是 负 的 , 对 任意 上 都 不 为 零 , 这 是 因为 , 由 受 扰 运 动 方 程 在 给 定 初始 条 件 下 解 的 唯一 
性 可 知 , 函数 zi(t) (i = 1,2,… ,m) 对 任意 的 t= t* 不 能 
同时 为 零 ; 否则 当 t= t* 时 有 2 个 不 同 的 解 取 零 值 : 我 们 所 ， 


研究 的 解 和 平凡 解 zi; = ze =… = zm =0. 由 于 六 <0, 郴 
数 V(z1(t), x2(t),… ,zm(t)) 单调 减少 但 保持 是 正 的 ， 又 由 
于 函数 V 有 界 , 故 存在 极限 


dim V (x1(t), x2(t),: ,Tm(t)) = b>0. 


在 mm 维 空间 zl, zx2,… ,zm 中 , 受 扰 运 动 轨迹 趋向 于 曲面 | 

V =5 并 保持 在 该 曲面 之 外 (图 175). 图 175 
我 们 要 证 明 b= 0, 即 曲面 V = 退化 为 zi = za =… = zm = 0 点 ,从 而 无 扰 

运动 渐 近 稳定 . 假设 不 然 , 即 5b 关 0, 设 -d 是 函数 V 在 以 V=6b 和 V = WW 为 边界 

的 封闭 区 域内 的 下 确 界 , 即 在 这 个 区 域内 有 


V<-d, (17) 


V=W 
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由 此 可 知 ， 
V(x1(t), z2(t),-: ,Tm(t)) = W+ | ‘Vat<W d(t ~ to). (18) 


但 这 是 不 可 能 的 , 因为 在 不 等 式 (18) 成 立 的 情况 下 , 当 t 足 够 大 时 , 正定 函数 V(x1(t)， 
T2( 引 ,… ,zm( 引 ) 变 成 负 的 . 这 个 矛盾 证 明了 定理 是 正确 的 . 口 
例 1 (定点 运动 刚体 在 有 阻尼 的 介质 中 平衡 的 渐 近 稳定 性 ) 设 刚 体 在 阻尼 力矩 
为 
Mo=—f(w):w (19) 
的 介质 中 绕 固 定点 O 转动 , 其 中 f(w) > 0, 如 果 有 其 它 力作 用 在 刚体 上 , 则 认为 它 
们 对 O 点 的 矩 等 于 零 , 欧 拉 动力 学 方程 组 为 


AP +(C — B)ar = -fp 


B+ (A CO)rp=—f(w)g (20) 


dr 
C+(B- A)pa= -f(r. 


方程 组 (20) 有 特 解 p = g = r = 0, 它 相 应 于 刚体 静止 . 我 们 研究 这 个 特 解 对 变量 
p,q,7 的 稳定 性 . 

因为 无 扰 运 动 为 p 二 g 二 7 二 0, 故 方程 组 (20) 就 是 受 扰 运 动 的 微分 方程 , 李 雅 
普 诺 夫 函 数 可 以 取 刚 体 的 动能 


V = (Ap? + Bq? + Cr?). (21) 


函数 的 导数 为 . 
V=-f(w)(p +q + 7’). (22) 


因为 V 正定 , 而 站 负 定 , 根据 李 雅 普 诺 夫 定 理 , 刚体 在 阻力 矩 为 (19) 的 介质 中 的 平 
衡 对 变量 p,q,r 渐 近 稳定 . 


235. 不 稳定 性 定理 ”本 小 节 介绍 李 雅 普 诺 夫 和 奥 达 耶 夫 得 到 的 运动 不 稳定 性 
定理 . 在 历史 上 李 雅 普 诺 夫 先 得 到 了 2 个 定理 , 被 契 达 耶 夫 推 广 得 到 一 个 定理 , 这 个 
定理 广泛 应 用 于 解决 具体 力学 问题 中 的 稳定 性 问题 , 以 及 稳定 性 理论 研究 . 我 们 首先 
介绍 契 达 耶 夫 定理 , 然后 由 此 定理 推导 出 李 雅 普 诺 夫 的 2 个 不 稳定 性 定理 . 

我 们 注意 到 , 为 了 说 明 无 扰 运 动 不 稳 定 , 只 需 证 明 存在 一 条 相应 于 任意 小 初始 
扰动 的 受 扰 运 动 轨迹 , 在 某 个 时 刻 将 离开 坐标 原点 的 邻 域 (1), 其 中 h 是 某 个 给 定 的 
数值 
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我 们 引入 一 个 定义 :V > 0 区 域 是 指 邻 域 (1) 的 某 个 区 域 , 在 该 区 域 中 
V (71, Z2， , Tm) > 0, 


曲面 V=0 称 为 V > 0 区 域 的 边界 . 

定理 ( 契 达 耶 夫 不 稳定 性 定理 ) 如果 存 在 函数 V(z1, 722,… ,Tm), 使 得 在 任意 
小 的 邻 域 (1) 内 都 存在 V > 0 区 域 , 并 且 在 了 > 0 区 域内 的 所 有 点 ， 洛 着 受 扰 运动 
方程 的 解 曲线 的 导数 Y 都 取 正 值 , 则 无 扰 运动 不 稳定 . 

证 明 给 定 坐 标 原 点 的 邻 域 (1), 选择 受 扰 运动 方程 在 V > 0 区 域内 某 条 轨迹 
的 初始 点 为 zlo, X20,:… ,Tmo. 因为 V > 0 区 域 的 边界 经 过 zi = zz = ….=zm=0 
点 , 故 初 始点 可 以 选择 得 任意 接近 坐标 原点 ( 见 图 176, 其 中 m = 2). 


根据 定理 条 件 , 在 V > 0 区 域内 导数 V 取 正 值 , 
因此 函数 V 沿 着 选 定 轨迹 单调 增加 , 当 t > to 时 有 


ve zt2(t), ,znlt)) > WH > 0, 


其 中 W = V(xzio0,; 7220,… ,Zmo)) 所 以 从 zlioyz2o… ， 
zmo 出 发 的 轨迹 不 可 能 从 边界 六 = 0 离开 站 > 0 区 
域 . 下 面 证 明 , 该 轨迹 随 着 时 间 增 加 一 定 会 离开 邻 域 
(1). 假设 不 然 , 即 对 所 有 上 轨迹 都 在 邻 域 (1) 内 , 那么 
它 应 该 位 于 V > 0 区 域内 . 但 这 是 不 可 能 的 . 事实 上 ， 
当 h 足够 小 时 , 不 显 含 时 间 t 的 连续 函数 V 在 邻 域 
(1) 内 有 界 , 即 


VgL, (23) 


其 中 工 是 某 个 正 数 . 在 区 域 V > 0 和 VV > Ww 的 交集 区 域 G 内 , 函数 V 为 正 且 有 
界 , 那么 对 所 有 的 上 > to 有 


V>! > 0. (24) 
由 此 可 知 ， 
V(x1(t), za ,Tm(t))>Vo + l(t — to), ; 
即 随 着 时 间 增 加 函数 V 无 限 增 大 , 这 与 (23) 矛盾 . 定理 得 证 . 口 


满足 契 达 耶 夫 不 稳定 性 定理 的 函数 V 称 为 契 达 耶 夫 函 数 . 

例 1 ( 欧 拉 情况 下 刚体 绕 惯 性 和 矩 大 小 为 中 间 值 的 轴 的 永久 转动 的 不 稳定 性 吕 ) 
我 们 研究 欧 拉 情况 下 刚体 转动 (2) 的 稳定 性 .假设 转动 轴 相 应 于 刚体 对 固定 点 O 
的 主 惯性 矩 大 小 的 中 间 值 , 假设 CC>A>B 以 及 w>0. 


参见 前 面 提 到 的 书 : H.T1. HerTaeBa «Y crTOMYHUBOCTE ABUKEHUA. 了 Pa6oTBI IO aHaNMHTHYUECKOE 


MEXAHNUKES. 
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按 公 式 (4) 引入 扰动 mg zi， 由 欧 拉动 力学 方程 得 受 扰 运 动 微分 方程 为 


B-C 一 4 4 一 

j= ys Y= te) + (25) 
画 数 V 二 yz 沿 着 方程 (25) 的 解 曲 线 的 导 教 为 ， 
, C—A A—B 

-+a( 2+ 全 2) (26) 


如 果 凯 十 x > 0, 则 在 不 等 式 y > 0,z> 0 确定 的 V>0 区 域内 导数 VV 是 正 的 , 根据 
如 达 耶 夫 定理 可 知 , 刚体 绕 相 应 于 主 惯性 矩 大 小 为 中 间 值 的 轴 的 转动 不 稳定 . 

下 面 介绍 李 雅 普 诺 夫 不 稳定 性 定理 . 

定理 ( 李 雅 普 诺 夫 不 稳定 性 第 一 定理 ) 如 果 存 在 函数 V(zl,za,……，,zm), 使 得 
沿 着 受 扰 运 动 方 程 的 解 曲 线 的 导数 VV 是 定 号 函数 , 而 不 是 与 反 号 的 常 号 函数 ， 
则 无 扰 运 动 不 稳 定 . 

证 明 只 要 证 明 在 该 定理 条 件 下 契 达 耶 夫 不 稳定 性 定理 的 条 件 成 立 就 可 以 了 . 
事实 上 , 设 函 数 Y 正定 , 由 于 Y 不 是 与 V 反 号 的 常 号 函数 , 所 以 在 任意 接近 坐标 原 
点 的 邻 域 内 一 定 存 在 V > 0 区 域 , 且 在 该 区 域内 了 > 0. 口 

定理 ( 李 雅 普 诺 夫 不 稳定 性 第 二 定理 ) ”如 果 存 在 函数 ,使 得 沿 着 受 扰 运动 微 
分 方程 的 解 曲 线 的 导数 在 区 域 (1) 内 可 以 写成 


V=xV+W, (27) 


其 中 X 是 正常 数 , 而 W 或 者 恒 等 于 零 或 者 是 常 号 函数 ,若是 后 者 则 函数 V 不 是 与 
W 反 号 的 常 号 函数 , 那么 无 扰 运 动 不 稳 定 . 

证 明 只 需 验证 该 定理 条 件 下 契 达 耶 夫 不 稳定 性 定理 的 条 件 成 立 就 可 以 了 . 

如 果 W 恒 等 于 零 , 则 由 (27) 可 知 , 在 坐标 原点 的 任意 小 邻 域内 一 定 存 在 V > 0 
区 域 (如 果 需 要 , 例如 Y 负 定 时 , 可 以 用 -Y 代替 V), 函数 V 在 该 区 域内 是 正 的 . 
可 见 , 如 果 W = 0 则 契 达 耶 夫 定理 条 件 成 立 . 

设 W 不 恒 等 于 零 , 是 常 号 ( 正 的 ) 函数 , 那么 由 Y 不 是 与 W 反 号 的 稼 号 函数 
可 知 , 在 坐标 原点 的 任意 小 邻 域内 一 定 存在 V > 0 区 域 . 由 公式 (27), 当 W>0 时 可 
得 , 在 整个 邻 域 (1) 内 有 


YXTV 


因此 , 在 V > 0 区 域内 导数 V 是 正 的 , 故 契 达 耶 夫 定 理 条 件 成 立 . 口 


[236] 83. 按 一 阶 近 似 判 断 稳定 性 . 373 . 


83. 按 一 阶 近似 判断 稳定 性 
236. 问题 的 提 法 ”我 们 还 是 研究 定常 系统 的 稳定 性 . 受 扰 运动 方程 写成 


、 


下 = Az + X(z), (1) 
其 中 z 是 列 向 量 , x2 人 = (zl za ,Tm); A 是 mm 阶 常数 方 阵 ; XX 是 zi za ,zm 


的 同 量 函 数 ， 下 "二 (XI1, 且 2 ,Xm); 果 数 XX; ' (i 一 1， 2 ,7 ) 在 坐标 原点 Xl 二 


zs 二 … = zm = 0 的 邻 域内 解析 , 并 且 其 级 数 展开 式 的 起 始 项 不 低 于 zi x2,… ,zm 
的 二 阶 . z 
在 应 用 中 , 运动 稳定 性 问题 的 研究 经 常 借 助 一 阶 近似 方程 
dz 


该 方程 由 原 受 扰 运动 方程 (1) 略 去 z1,z2,… ,zm 的 非 线性 项 得 到 . 
设 和 ,和 2,… ,Am 是 下 面 特征 方程 的 根 @ 


det(A ~ AE) = 0， (3) 


而 j 是 矩阵 A 相应 于 特征 根 Aj 的 特征 回 量 . 
如 果 和 矩阵 4 可 化 为 对 角形 , 则 存在 m 个 线性 无 关 的 特征 向量 且 方 程 (2) 的 通 
解 为 @ 。 


mm 
T= Dcihyjess, (4) 
j=1 


其 中 cj 是 任意 常数 : 
如 果 矩 阵 4 不 能 化 为 对 角形 , 则 方程 (2) 的 通 解 为 


z= > oikje™st, (5) 
j=1 / 
其 中 向 量 k&; 的 分 量 是 t 的 多 项 式 . 例如 , 方程 


Z1 一 AZ1 十 Z2， 2Z2 一 入 Z2 


TL1 


TL2 


DA, A2,… ,Am 的 值 可 以 相等 . 


名 参见 : IIoarpmrrax JI. C. O6prtkHoBeHHPIe mxH 中 epeHamambpHEIe ypapHenua. M.: HayKka, 1970. 
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如 果 受 扰 运 动 方程 是 线性 的 , 则 按 其 通 解 (4) 或 者 (5), 无 扰 运 动 稳定 性 问题 非常 简 
单 ; 特别 地 , 渐 近 稳定 性 的 充分 必要 条 件 就 是 特征 方程 的 所 有 根 的 实 部 为 负 的 ; 只 要 
存在 一 个 根 的 实 部 为 正 , 运动 就 不 稳定 . 

然而 , 受 扰 运动 方程 是 非 线 性 的 , 所 以 就 提出 了 这 样 的 问题 : 在 什么 条 件 下 , 分 析 
一 阶 近似 方程 (2) 得 到 的 稳定 性 结论 , 对 原 受 扰 运 动 方程 (1) 在 非 线性 项 X1, Xo,… ， 
Xm 任意 时 也 是 正确 的 ? 李 雅 普 诺 夫 完全 解决 了 这 个 问题 . 


237. 按 一 阶 近似 判断 稳定 性 的 定理 ” 李 雅 普 诺 夫 得 到 的 按 一 阶 近似 判断 稳定 
性 的 基本 结论 之 一 可 以 写成 下 面 定理 形式 : 


定理 如 果 特 征 方程 (3) 的 所 有 根 具有 负 实 部 , 则 无 扰 运 动 渐 近 稳定 ,而 与 (1) 
中 非 线性 项 无 关 . 只 要 特征 方程 的 根 有 一 个 具有 正 实 部 , 则 无 扰 运动 不 稳定 ,而 与 (1) 
中 非 线 性 项 无 关 . 


证 明 对 方程 (1) 做 变换 

z=Cy (detC #0), (6) 
得 
Y= By+Y(y), (7) 


其 中 B = C-14C，Y(y) = C-!X(Cy). 我 们 选择 矩阵 C (一 般 是 复 和 矩阵 ) 使 得 
和 矩阵 B 是 矩阵 4 的 若 尔 当 标准 型 , 即 B 由 一 个 或 几 个 若 尔 当 块 组 成 , 大 尔 当 块 位 
于 对 角 线 上 , 其 它 元 素 都 等 于 零 :q 


| 


对 方程 (7) 再 做 一 个 辅助 变换 
yj; = Wz; (f=1,2,..,m), 
其 中 jy 是 小 正 数 ,其 具体 选择 应 满足 的 条 件 将 在 下 面 介 绍 ， 方 程 (7) 用 变量 zz， 


中 参见 : FargrMaxep 理 . P. ‘Teopns marpuu. M.: Hayra, 1967. 
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dz 
= 和 121 十 Hal1z2 十 1, 

d 

十 = 222 十 LQ223 十 Zo, (8) 


dr = Am2m 十 ZLm, 


这 里 的 Qj; 等 于 0 或 者 1 Z1, 02 ,Lm 是 变量 Z1) 22,° °° ,Ym 的 非 线性 项 ， 一 般 是 
复数 . 
设 r; 和 s; 是 特征 方程 (3) 的 根 Xi 的 实 部 和 虚 部 , 即 XM = rm +isj (i = 
1,2,… ,m), 其 中 i 是 虚数 单位 . 
a) 设 m < 0 对 所 有 7 = 1,2,… 70 都 成 立 . .为 了 证 明 无 扰 运动 渐 近 稳定 , 取 
函数 
V = D> 273, (9) 
j=1 


其 中 字母 上 面 的 模 线 表 示 复 共 罗 . 函数 (9) 是 原 变量 z1, z2,.… ,zm 的 正定 函数 , 它 
沿 着 方程 (8) 的 解 曲线 的 导数 为 


Y = ?2 FF + S52 + 2j2} )， (10) 
j=1 
其 中 FF 是 实 二 次 型 , 如 果 方 程 (8) 中 所 有 系数 oj 都 等 于 零 , 即 矩 阵 4 可 化 为 对 角 
形 , 则 下 恒 等 于 零 . 
函数 (10) 是 原 变量 zi x2,… ,zm 的 实 函数 . 因为 7; <0 (7 = 1,2,…,m), 所 
以 如 果 j 足够 小 , 则 六 的 二 次 型 部 分 是 负 定 函数 . 又 因为 表达 式 (10) 右边 的 最 后 
一 个 和 包含 的 项 不 低 于 三 阶 , 故 当 jy 足够 小 时 函数 V 是 负 定 函数 . 
根据 李 雅 普 诺 夫 渐 近 稳 定性 定理 可 知 , 如 果 特 征 方程 所 有 根 的 实 部 都 是 负 的 , 则 
b) 设 ri > 0,72 > 0,… ,Tk > 0,7k+1 < 0,… ,Trm <0, 我们 利用 李 雅 普 诺 夫 不 稳 
定性 第 二 定理 证 明 无 扰 运 动 不 稳定 . 设 


-n+ 3 2j27) (11) 


=k 十 1 


它 沿 着 方程 (8) 的 解 曲线 的 导数 


k m 
V= 一 2 Yrj2j32) 十 2 >》 TjZj2; + LG 
j=1 7 一 RE+1 
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k m 
— YZ2; +22i) + 2 (zj2; + 2727) 
j=1 j=k+1 


可 以 写成 
V =xV+W, (12) 


其 中 x 是 待定 正 数 , 而 


k 
W = 2_(X— 27;)272; 十 3 (27; — X)272; + HG 


j= 二 1 =k 十 1 
-2 + 272;) + 》、 (2j21 + 221), (13) 
7=k 十 1 


其 中 G 是 当 方程 (8) 中 系数 w 不 都 等 于 零 时 , 在 六 表达 式 中 出 现 的 一 次 型 z 

我 们 选取 x 使 得 对 ; = 1,2,… ,上 有 不 等 式 0 < x < 2r; 成 立 , 那么 在 1 足够 
小 的 情况 下 函数 W 负 定 . 而 函数 Y 显然 是 变 号 的 , 因而 不 是 与 W 反 号 的 常 号 水 
数 . 根据 李 雅 普 诺 夫 不 稳定 性 第 二 定理 可 知 , 只 要 有 一 个 特征 方程 的 根 实 部 为 正 , 则 
无 扰 运 动 不 稳定 . 定理 得 证 . 口 

评注 1 车 雅 普 诺 夫 还 证 明 了 中 , 如 果 特 征 方程 所 有 根 的 实 部 都 不 为 正 但 有 实 
部 为 零 的 根 , 则 可 以 通过 选择 受 扰 运动 方程 (1) 的 非 线性 项 使 无 扰 运 动 稳定 或 者 不 
稳定 . 


研究 稳定 伯 问 题 时 可 以 将 所 有 情况 划分 为 临界 情况 和 非 必 界 情况 在 非 临界 情 
况 下 研究 一 阶 近似 方程 (2) 就 可 以 解决 稳定 性 问题 . 在 临界 情况 下 研究 一 阶 近似 广 
程 还 不 够 , 还 需要 研究 受 扰 运 动 方程 (1) 的 非 线性 项 . 从 上 面 证 明 的 定理 可 知 , 只 有 
当 特 征 方程 (3) 根 的 实 部 都 不 为 正 , 但 有 实 部 为 零 的 根 时 , 属于 临界 情况 . 


238. 罗斯 - 堆 尔 维 茨 判 据 “实际 应 用 按 一 阶 近似 判断 稳定 性 的 定理 时 , 梢 定 特 
征 方程 根 的 实 部 符号 是 非常 重要 的 ， 特别 希望 能 从 特征 方程 的 系数 来 判断 全 部 根 的 
实 部 是 否 都 是 负 的 . 

我 们 将 特征 方程 (3) 写成 


aoAT +aA™ lit+...+am_1A+am = 0, (14) 


该 方程 的 系数 oo ol, .… ,am 都 是 实数 . 不 失 一 般 性 , 我 们 假设 首 项 系数 oo 是 正 数 
首先 我 们 给 出 方程 (14) 的 所 有 根 和 1, 和 2,… , Am 具有 负 实 部 的 一 个 必要 条 件 : 
在 ao > 0 时 要 使 方程 (14) 的 所 有 根 具有 负 实 部 , 该 方程 的 所 有 系数 必须 都 是 正 数 ， 


中 参见 : JIanynos A. M. K BONPOCY 06 ycTroMuuBOcTH BIDOKeHHEE // Co6p. cou. T. 2, M.; 
JI.: H3n-Bo AH CCCP, 1956. C. 267-271. 
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这 个 结论 的 证 明 可 以 直接 由 下 面 韦 达 公 式 得 到 : 
a 一 (Ai 十 和 2 十 … 十 入 m)， 


2 一 和 1 和 Xa 十 …… 十 和 Am -1Am， (15) 
a0 


QUm _ ee mm @ © e 
=D" NN Mm 


但 是 , 这 些 系数 都 是 正 数 并 不 是 方程 (14) 的 所 有 根 具有 负 实 部 的 充分 条 件 . 充分 必要 
条 件 由 罗斯 - 霍 尔 维 茨 判 据 给 出 , 其 相应 的 定理 本 书 不 给 出 证 明 . 霍 尔 维 菊 矩阵 是 
指 m 阶 方 阵 


Ql Q3 Q5 *** 0 

ao az2 a4':. 0 

0 oa .… 01. (16) 
®. QOm, 


这 个 矩阵 用 下 述 方式 构造 : 主 对 角 线 是 系数 a (i = 1,2,… ,m) 按 下 标 增 大 顺序 排 
列 的 ; 每 列 中 在 主 对 角 线 上 面 的 元 素 的 下 标 依次 增加 1, 而 在 主 对 角 线 下 面 的 元 素 的 
下 标 依次 减少 1; 在 矩阵 中 对 于 了 < 0 和 了 > mm 的 a; 用 零 代替 . 

矩阵 (16) 的 主子 式 ( 霍 尔 维 获 行列 式 ) 为 


Q1 Q3 Q5 
Q1 aQ3 
Al ='al, A» = , A3 = QO C2 C4 | , Am = amAm-_1. (17) 
C0 C2 
0 Ql 0Q3 


定理 (罗斯 - 堆 尔 维 茨 判 据 ) 首 项 系数 ao 为 正 数 的 实 系 数 方程 (14) 的 所 有 根 
具有 负 实 部 , 当 且 仅 当下 面 不 等 式 成 立 : 


A1>0, A2>0，.:……， Am>0. (18) 


注意 , 当 ao > 0 时 不 等 式 (18) 中 即使 只 有 一 个 不 成 立 , 方程 (14) 就 有 实 部 为 
正 的 根 . 
下 面 给 出 几 个 最 简单 的 例子 (各 例 都 假设 oo > 0). 
例 1 (一 阶 方程 (m = 1) ) 
z Qo 入 十 Qi 二 0. 
条 件 (18) 归结 为 不 等 式 
al > 0. (19) 


@ 证 明 参 见 : Tagrmaxep ®. P. Teopwa maTpun. M.; Hayra, 1967. 
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例 2 (二 阶 方程 (m = 2) ) 
a0 和 X 十 Qi 入 十 a2 三 0. 


堆 尔 维 茨 行列 式 (17) 为 


Al = al， As = ala2. 


条 件 (18) 归结 为 不 等 式 
al > 0， az > 0. (20) 


例 3 (三 阶 方程 (m = 3) ) 
aoX3 二 aiX 十 ao 入 十 as = 0. 
霍 尔 维 英 行列 式 (17) 为 
Al = al， As = alas2 一 a0a03， As = asA2. 
条 件 (18) 归结 为 不 等 式 
ai > 0， aa > 0,，alas2 一 00a3 > 0. (21) 


这 些 不 等 式 表 明 , 在 mm > 2 时 方程 (14) 的 系数 都 为 正 不 是 其 所 有 根 具 有 正 实 部 的 
充分 条 件 , 在 m = 3 时 还 要 求 满足 不 等 式 alas > ao0as. 
例 4 (四 阶 方程 (mm = 4) ) 


aoX4 十 alX3 十 aoX2 十 as 入 十 ad =0. (22) 
堆 尔 维 茨 行列 式 为 
Ai1=a1, A» = Q1Q2 一 Q003 As = a3A, 一 aaa?, Asa = Q4As. 
不 难 验 证 , 方程 (22) 的 根 都 有 负 实 部 的 条 件 为 不 等 式 


al > 0， aas > 0， ad > 0， aa(alas — a0a3) 一 aaal > 0. ” (23) 


$4. 耗 散 力 和 陀螺 力 对 保守 系统 平衡 稳定 性 的 影响 


239. 完全 耗 散 力 和 陀螺 力 对 完整 系统 平衡 位 置 稳定 性 的 影响 在 第 225 小 节 
中 已 经 知道 , 在 完整 保守 系统 中 增加 耗 散 力 和 陀螺 力 , 在 势能 取 严格 局 部 极 小 值 时 ， 
关于 保守 系统 平衡 稳定 性 的 拉 格 朗 日 定理 仍然 成 立 , 即 在 有 势力 作用 下 的 稳定 平衡 
位 置 , 在 存在 耗 散 力 和 陀螺 力 时 还 是 稳定 的 . 这 只 是 汤姆 孙 、 泰 特 、 契 达 耶 夫 得 到 的 
耗 散 力 和 陀螺 力 对 完整 保守 系统 平衡 位 置 稳定 性 的 影响 的 部 分 结论 , 本 节 还 将 介绍 
其 它 的 汤姆 孙 - 泰 特 - 契 达 耶 夫 定 理 . 
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定理 如 果 势 能 在 某 个 孤立 平衡 位 置 取 严格 局 部 极 小 值 , 则 增加 完全 耗 散 力 和 
陀螺 力 后 , 该 平衡 位 置 变 为 渐 近 稳定 的 . 

证 明 不 失 一 般 性 ,我 们 认为 在 平衡 位 置 所 有 广义 坐标 q; 都 为 零 ， 为 证 明 该 
定理 , 取 机 械 能 = TT 十 I 为 函数 V.， 按照 定理 条 件 , 该 函数 在 2n 维 状态 空间 
qi (二 1,2,… ,n) 坐标 原点 邻 域内 是 正定 的 . 由 定理 条 件 知 ， 


V = N*(g;,%) = > Qi(g;,%)%s0, (1) 
2 二 1 


其 中 Q* 是 相应 于 广义 坐标 9 的 非 有 势 广 义 力 , 等 号 只 有 在 =0 (i= 1,2,…,n) 
时 成 立 . 

由 Y 正定 和 不 等 式 (1), 根据 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 定理 可 知 平衡 位 置 稳定 . 为 了 
得 到 渐 近 稳定 性 只 需 证 明 , 如 果 轨 迹 的 初始 点 足够 接近 坐标 原点 g; = 0, = 0, 则 当 
t 一 co 时 , q; 一 0, 64; 一 0 对 所 有 ;= 1,2,… ,7 成立. 

设 运动 发 生 在 坐标 原点 足够 小 的 邻 域内 , 该 邻 域 除了 qi = q2 =…= qn=0 以 
外 不 包含 其 它 平衡 位 置 , 而 非 有 势力 的 功率 N* 是 广义 速度 的 负 定 函数 . 由 于 平衡 
位 置 qj = oo =… = gn =0 是 孤立 和 稳定 的 , 选择 这 样 的 邻 域 总 是 可 能 的 . 

因为 只 有 当 和 = 和 =.…= 各 =0 时 N=0, 在 有 限时 间 段 内 增 量 AV 是 
负 的 , 并 且 因 坐标 原点 是 孤立 平衡 位 置 , 在 选 定 邻 域 内 原点 以 外 在 At 内 不 可 能 有 
二 4 二:… = dn = 0. 事实 上 , 如 果 有 = go =… = dn = 0, 但 不 是 所 有 gq; 等 于 
零 , 则 根据 第 225 小 节 所 有 陀螺 力 和 耗 散 力 都 为 零 , 由 第 142 小 节 的 第 二 类 拉 格 明日 
方程 (28) 可 知 在 原点 以 外 有 OII/6g， (i = 1,2,… ,n), 即 所 研究 的 平衡 位 置 不 是 孤 
立 的 . 所 以 在 原点 足够 小 的 邻 域内 函数 V 是 单调 减 小 的 , 随 着 时 间 的 增 大 它 趋 于 某 
个 非 负 的 极限 b. 类 似 于 第 234 小 节 可 以 证 明 , 不 可 能 有 5b 关 0 的 情况 , 从 而 上 一 oo 
时 V 一 0. 又 因为 下 是 =0=0 (i= 1,2,…,n) 的 定 号 函数 , 故 当 t 一 oo 时 
4 一 0, Gi 一 0. 定理 得 证 . 口 


240. 耗 散 力 和 陀螺 力 对 不 稳定 平衡 的 影响 ” 设 保守 系统 平衡 位 置 不 稳定 , 能 否 
通过 增加 耗 散 力 使 其 镇 定 , 即 能 否 增加 耗 散 力 使 有 势力 作用 下 不 稳定 的 平衡 位 置 变 
为 稳定 甚至 渐 近 稳定 ? 对 这 个 问题 的 回答 是 否定 的 

我 们 引入 某 些 辅助 概念 .就 像 在 微 振动 问题 中 一 样 , 假设 保守 系统 的 动能 在 平 
衡 位 置 的 邻 域内 是 广义 速度 的 正定 二 次 型 


1 ， 
T=3 2 Qik didk, (2) 
i,k= 


其 中 uik 是 常 系数 ， 设 势能 在 平衡 位 置 m = go = … = gq = 0 的 邻 域内 分 解 为 
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q1, 92…… ,qn 的 级 数 , 其 二 阶 部 分 不 恒 等 于 零 , 那么 我 们 认为 : 


I = 5 >》 ，cikgigk， (3) 
i,k=1 . 
其 中 ci 是 常 系数 . 二 次 型 (2) 和 (3) 可 以 通过 实 线性 变换 g 一 9 变 为 平方 和 ( 见 
第 229 小 节 中 例 1, 其 中 研究 了 主 坐 标 和 保守 系统 在 平衡 位 置 附近 的 主 振动 ). 用 新 
变量 改写 动能 和 势能 为 


T= 3) 1 3 (4) 
定 . 只 要 和 ; 中 有 一 个 是 负 的 , 则 平衡 位 置 不 稳定 @， 负 稳 定 系数 的 数目 称 为 不 稳定 
度 . 下 面 可 以 看 到 , 不 稳定 度 本 身 并 不 重要 , 重要 的 是 其 奇偶 性 . 设 C 是 二 次 型 (3) 
的 和 矩阵, 那么 det C = 和 LMA2… 和 An. 由 此 可 知 , 如 果 det C > 0 则 不 稳定 度 是 偶数 (或 
者 等 于 零 ), 如 果 det C < 0 则 不 稳定 度 是 奇数 . 

定理 1 只 要 有 一 个 稳定 系数 为 负数 ， 则 孤立 平衡 位 置 不 能 通过 增加 完全 耗 散 
力 镇 定 . 

证 明 设 V=-B=-T- 那么 


V = —N*>0, (5 


ee 


其 中 N* 为 耗 散 力 的 功率 , 根据 定理 条 件 它 是 广义 速度 的 负 定 函数 , 
在 任意 有 限时 间 At 内 的 增 量 AV 是 正 的 , 这 完全 类 似 于 前 一 小 节 定 理 中 负 的 


任意 小 的 邻 域内 都 存在 V > 0 区 域 . 进一步 的 讨论 完全 类 似 第 235 小 节 中 契 达 耶 夫 
不 稳定 性 定理 的 证 明 . 口 


可 见 利用 完全 耗 散 力 镇 定 是 不 可 能 的 . 利用 陀螺 力 可 否 镇 定 不 稳定 的 平衡 位 
置 呢 ? 该 问题 的 部 分 答案 包含 在 下 面 的 定理 中 , 我 们 研究 线性 依赖 于 广义 速度 的 陀 
螺 力 . 

定理 2 ”如果 保守 系统 孤立 平衡 位 置 的 不 稳定 度 为 奇数 , 则 增加 陀螺 力 不 能 镇 
定 , 如 果 不 稳定 度 是 偶数 , 则 陀螺 镇 定 是 可 能 的 . 

证 明 为 了 证 明 不 稳定 度 为 奇数 时 陀螺 镇 定 是 不 可 能 的 , 只 要 研究 受 扰 运 动 的 
线性 化 方程 , 并 证 明 其 特征 方程 在 存在 陀螺 力 时 至 少 有 一 个 正 根 . 

@ 特 征 方程 中 因 存在 负 的 系数 X; 而 出 现 正 根 , 由 按 一 阶 近似 判断 稳定 性 的 定理 , 不 仅 对 一 阶 近 


似 , 而 且 对 受 扰 运动 的 非 线性 方程 , 该 平衡 不 稳定 . 我 们 可 以 发 现 , 这 也 是 第 226 小 节 中 (没有 给 
出 证 明 的 ) 李 雅 普 诺 夫 关 于 保守 系统 平衡 不 稳定 的 第 一 定理 的 证 明 . . 


[240] 84， 耗 散 力 和 陀螺 力 对 保守 系统 平衡 稳定 性 的 影响 . 381 . 


”利用 变量 6 ，(i = 1,2,… ,n) 将 运动 方程 写成 


0; + Xib 一 >》 TiKOK @ 一 1,2,.…: , 72)， (6) 
k=1 
其 中 和 ik = 一 yri 是 常数 . 方程 (6) 的 特征 方程 为 
和 十 Al 一 7i2 和 A .yin 和 
2 @ ee ee 
A(N) 加 ~Y12 入 入 十 和 2 on 入 -0, 


Yn 和 A YnA A 二 +An 
当 入 一 十 oo 时 有 A( 和 A) 一 +eo. 又 因为 A(0) = 和 M2… 和 nm, 根据 不 稳定 度 为 奇数 得 
A(0) < 0, 因而 特征 方程 至 少 有 一 个 正 根 , 根据 第 237 小 节 中 按 一 阶 近似 判 灯 稳 定性 
的 定理 , 无 论 受 扰 运动 方程 中 非 线性 项 如 何 , 平衡 位 置 g1 = qz =… = qn = 0 都 是 
不 稳定 的 , 即 如 果 不 稳定 度 为 奇数 , 则 利用 陀螺 力 镇 定 是 不 可 能 的 . 
为 了 证 明 在 不 稳定 度 为 偶数 时 陀螺 镇 定 的 可 能 性 , 我 们 来 看 一 个 简单 的 例子 . 设 
2 个 自由 度 系统 的 运动 微分 方程 为 


0 十 和 191 一 7d2 =0 和 十 A2q2 十 ?91 = 0, (7) 


其 中 Xi, xz,7 是 常数 , 和 ; < 0 (=12). 这 2 个 方程 的 最 后 一 项 是 陀螺 力 ; 如 有 果 它 
们 等 于 零 , 则 平衡 位 置 qi = qz = 0 不 稳定 , 不 稳定 度 等 于 2. 我 们 将 证 明 , 可 以 选择 
陀螺 力 即 方程 (7) 中 的 7 使 平衡 位 置 变 为 稳定 . 

方程 (7) 的 特征 方程 为 


入 十 入 1 一 小 入 


Tv|= 和 4 二 (Ai 十 Xz 十 72)X2 十 A = 0. (8) 

不 难 证 明 , 当 不 等 式 
17| > VvV-A1+ VvV-\ (9) 
成 立时 , 方程 (8) 的 根 是 不 同 的 纯 虚 数 , 从 而 在 满足 条 件 (9) 时 , 平衡 位 置 gq, = qz =0 
稳定 . 口 


定理 3 如 果 保 守 系 统 的 孤立 平衡 位 置 的 不 稳定 度 不 为 零 , 则 增加 陀螺 力 和 完 
全 耗 散 力 后 仍然 是 不 稳定 的 . 

该 定理 的 证 明 完 全 类 似 于 定理 1 的 证 明 . 

由 本 小 节 的 几 个 定理 可 知 : 1) 增加 耗 散 力 不 破坏 保守 系统 孤立 平衡 位 置 的 稳定 
性 和 不 稳定 性 ; 2) 增加 陀螺 力 不 破 坏 平 衡 位 置 的 稳定 性 , 在 某 些 情况 下 (不 稳定 度 为 
偶数 ) 可 以 镇 定 不 稳定 的 平衡 位 置 ; 3) 如 果 不 稳定 平衡 位 置 被 陀 蝶 镇 定 , 则 再 增加 完 
全 耗 散 力 后 平衡 位 置 又 变 为 不 稳定 . 

仅 存 在 有 势力 时 , 稳定 称 为 永久 稳定 , 而 利用 陀螺 力 得 到 的 稳定 称 为 暂 态 稳定 . 
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例 1 (刚体 在 圆 轨 道上 平 动 的 稳定 性 ) 设 刚体 具有 动力 学 对 称 性 (4 = B), 其 
质心 沿 着 圆 轨道 在 中 心 引 力 场 中 运动 . 根据 第 126 小 节 , 刚体 相对 质心 的 运动 方程 
组 可 以 写成 


4 十 (C 一 A)g 7 一 3n2(C 一 4)aszas3， 
Mm 加 
A 一 (C 一 4)rp = 一 37 (C 一 aasasl， (10) 
dr 
Eo 


其 中 
p= sinbsinwo + 0 cosw 十 ma2l， 
gq = wsin0cosw 一 0sinw 十 maa2， (11) 
7 一 wcos0 + p+ nazs. 
在 方程 组 (10) 和 (11) 中 的 n 是 刚体 质心 洛 轨 道 运动 的 平 运动 , 而 aij 按照 第 19 小 
节 的 公式 (3) 用 欧 拉 角 ,0,p 表示 . 
由 方程 (10) 的 第 3 式 得 第 一 积分 
7 一 70 一 const. 
运动 方程 有 特 解 
下 
对 于 这 个 特 解 有 
p=0, gq=0, p= -n+ro. (13) 
如 果 ro = 0, 那么 特 解 (12) 对 应 于 刚体 在 固定 空间 中 的 平 动 (在 轨道 坐标 系 中 , 刚体 
绕 动力 学 对 称 轴 以 角速度 访 一 一 m 转动 )， 
我 们 研究 这 个 运动 对 变量 ,90,9,9 的 稳定 性 . 设 
0 = 了 十 gl 一 不 十 92， 0 = 人， = do. 
对 方程 组 (10) 的 前 2 个 进行 线性 化 , 并 解 出 最 高 阶 导 数 得 
= (4 一 3a)ql 十 202， 92 = 92 一 291， (14) 


其 中 撤 号 表示 对 变量 vy = nt 的 导数 , a 二 C/A.， 因为 惯 性 托 满 足 三 角形 不 等 式 
A 十 B>O, 故 0<a<2. 
(14) 中 每 个 方程 右边 第 一 项 是 有 势力 , 其 势能 为 


1 1 
I = —35(4— 30)g1 ~ 39, (15) 
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而 (14) 中 每 个 方程 右边 第 二 项 是 陀螺 力 . 

如 果 陀 螺 力 不 存在 , 则 平衡 位 置 qi = gq2 = 0 (相应 于 无 扰 运动 (12)) 不 稳定 , 并 
且 当 a < 4/3 时 不 稳定 度 为 偶数 , 而 当 4/3 < a<2 时 不 稳定 度 是 奇数 ， 所 以 由 定理 
2 可 知 , 当 4/3 < a&2 时 陀螺 镇 定 是 不 可 能 的 , 从 而 在 这 种 情况 下 , 无 扰 运 动 (12) 在 
李 雅 普 诺 夫 意义 下 不 稳定 . 

同样 由 定理 2 可 知 , 当 a < 4/3 时 陀螺 镇 定 原则 上 是 可 能 的 为 了 知道 在 给 
具体 陀螺 力 时 我 们 所 研究 问题 的 镇 定 的 可 能 性 , 我 们 来 看 (14) 的 特征 方程 


M+(3a— DX+(4-30a)=0. (16) 
在 下 面 不 等 式 
3a—1>0, 4-3a>0,， (3a—-1)—4(4—3a)>0 (17) 
成 立时 , 方程 (16) 的 根 是 纯 虚 数 , 在 线性 近似 情况 下 , 无 扰 运动 (12) 对 变量 ,0,p,0 
是 稳定 的 . 只 要 不 等 式 (17) 中 有 一 个 不 成 立 , 则 方程 (16) 将 有 实 部 为 正 的 根 , 无 扰 
运动 (12) 在 李 雅 普 诺 夫 意义 下 不 稳定 . 
不 难 验证 , 不 等 式 (17) 可 以 归结 为 
1<a< 和 (18) 


可 见 , 在 这 个 具体 问题 中 , 当 不 稳定 度 为 偶数 上 且 不 等 式 (18) 成 立时 可 以 陀螺 镇 定 , 而 
在 a <1 时 不 可 能 镇 定 ， 

因此 , 刚体 活着 圆 轨道 的 平 动 在 a<1 和 a > 4/3 时 在 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 不 稳 
定 , 而 在 1 < a < 4/3 时 在 线性 近似 情况 下 稳定 . 更 深入 的 研究 可 以 证 明 , 在 不 等 式 
(18) 成 立时 不 仅 在 线性 近似 情况 下 , 而 且 在 非 线 性 情况 下 , 无 扰 运 动 稳定 .@ 


85. 哈密 顿 系统 的 稳定 性 


241. 一 般 注释 ” 设 受 扰 运动 微分 方程 写成 下 面 哈密 顿 方 程 形式 


dg; OH dp; 8 
人 一 -一 一 一 一 一 1.2 ..,. ， ， 1 


假设 哈密 顿 函 数 在 gq; = p; =0 (7 = 1,2,… ,7) 的 邻 域内 解析 , 可 以 写成 级 数 形 式 
H= H+ Hs+ Ha4+t+.…, (2) 


其 中 FH 是 qj,pj (7 = 1,2,… ,n) 的 mm 次 型 , 其 系数 为 常数 或 者 对 t 以 27 为 周期 . 
在 有 势力 场 中 很 多 的 运动 稳定 性 问题 归结 为 研究 方程 (1 (1). 


中 参见 : Maprees A. Il. PesoHaHCHEIe 5 中 中 eKTPI WH ycCTOMYUMUBOCTE CTaIHOHaPHPIX BPpamenuan 
cnyTHuUKa // KocMHMdecKHe uccnenoBaHgnA. 1967. T. 5, Ne 3. C. 365-375. 
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无 扰 运动 (相应 于 方程 (1) 的 解 gq; =p;=0 (7= 1,2,..,n)) 稳定 性 问题 的 
研究 依赖 于 哈密 顿 函 数 的 性 质 ， 当 方程 (1) 不 显 含 t 且 五 在 g;=p;=0 (ji= 
1,2,… ,n) 的 邻 域内 是 定 号 函数 时 , 稳定 性 问题 非常 简单 ,在 这 种 情况 下 了 哨 数 互 是 
方程 (1) 的 第 一 积分 ,无 扰 运 动 稳定 . 这 个 结论 可 以 直接 从 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 定理 
得 到 , 李 雅 普 诺 夫 函 数 就 取 为 函数 万 . 

如 果 函 数 互 不 是 定 号 的 或 者 显 含 时 间 t， 则 稳定 性 问题 十 分 复杂 对 方程 (1) 
成 立 刘 维尔 保 相 体积 定理 , 所 以 无 扰 运动 不 可 能 渐 近 稳定 , 但 可 能 稳定 , 也 可 能 不 稳 
定 . 如 果 线 性 化 方程 无 法 给 出 稳定 性 问题 的 严格 解 (例如 , 在 定常 运动 情况 下 特征 方 
程 至 少 存 在 一 个 零 实 部 的 根 ), 则 必须 研究 非 线 性 方程 ， 即 需 要 研究 稳定 性 理论 的 临 
界 情况 . 

在 本 节 我 们 研究 哈密 顿 方程 所 描述 运动 的 稳定 性 理论 的 某 些 问题 . 这 里 限定 受 
扰 运动 方程 是 线性 的 包 , 日 经 常 将 术语 “无 扰 运 动 稳定 性 ”用 “系统 (1) 稳定 性 ”或 者 
简单 地 用 “哈密 顿 系统 稳定 性 ”代替 . 

242. 常 系数 线性 哈密 顿 系 统 的 稳定 性 ”我们 将 哈密 顿 线性 微分 方程 写成 矩阵 
形式 ( 见 第 189 小 节 ) 

实 - = JHzx, 2’ = (x1,72,..: ,Ton), (3) 

其 中 zk,zna+k (k= 1,2,… ,n) 是 正则 共 斩 变 量 (zk 是 坐标 , zn+x 是 冲 量 ), 2n 阶 
方 阵 .7 为 
0 EE, 
—E, 0 


在 方程 (3) 中 五 是 2n 阶 实 对 称 矩 阵 , 或 者 是 常数 阵 或 者 是 对 t 以 27 为 周期 的 . 
设 方程 (3) 中 HH 是 常数 阵 , 研究 特征 方程 


(T=J1=-J], J2=-En, detJ =1). (4) 


D( 和 ) = det(JH — AE2n) = 0. (5) 


人 189 小 节 中 已 经 证 明了 , 多 项 式 p(A) 是 和 的 偶 函 数 . 如 果 方 程 (5) 有 非 零 根 
= a, 则 这 个 根 或 者 与 其 反 号 的 根 和 = -a 必 有 一 个 实 部 为 正 , 所 以 方程 (3) 不 稳 
定 根据 按 一 阶 近似 判断 稳定 性 的 定理 (第 237 小 节 ), 这 种 情况 下 方程 (1) 也 不 稳 
定 . 
因此 方程 (3) 稳定 的 必要 条 件 是 特征 方程 (5) 的 根 都 是 纯 虚 数 , 如 果 和 矩阵 JH 
可 对 角 化 , 这 个 条 件 也 是 充分 条 件 . 
@ 非 线性 哈密 顿 系统 稳定 性 理论 参见 : Apaompa B. YH. Maampre 3HaMeHaTeNH 1 Hpo6nemnl 
yCcTOMYUHBOCTH ANBMKEHHA B KNIAaCCHYUECKON HH He6ecHO 首 MexaHunre // YMH, 1963. T. 18, Bp. 


6. C. 91-192; Mo3ep IO. Jlerknnn o raMnnbpTOHOBEIX CHCTEMaxX. M.: Mup, 1973; Maprees A. 


II. Todk nnOpannun B HeOecHo 首 MeXaHKe HW KOCMOINUHaMUKe. M.: Hayra, 1978. 
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243. 周期 系数 线性 系统 ”我 们 研究 线性 微分 方程 组 


dz 

dt 

其 中 A(t) 是 对 t 以 27 为 周期 的 连续 实 和 矩阵 . 方程 (6) 解 的 结构 由 下 面 定理 描述 : 
定理 方程 (6) 的 基本 解 矩 阵 义 (t) 以 下 (0) = 如 为 归 一 化 条 件 , 可 以 写成 


= A(t)z, z= (zl72 ,Tm), (6) 


X(t) = Y(t)e™ (7) 


其 中 B 为 常数 矩阵 , Y(t) 是 对 二 以 '27 为 周期 的 连续 可 微 的 矩阵 . 
证 明 因为 X(t) 是 方程 (6) 的 基本 解 矩 阵 ,又 根据 矩阵 4( 对 t 以 2r 为 周 
期 , 故 和 (t+ 27) 也 是 方程 (6) 的 基本 解 矩 阵 , 这 就 是 说 成 立 下 面 等 式 


X(t+27) = X(t)O, (8) 
其 中 C 是 常数 矩阵 . 在 等 式 (8) 中 令 t=0 得 C= 义 (2x), 于 是 
X(t+27) = X(t X27). (9) 


因为 和 (人 是 基本 解 矩 阵 , 所 以 det 关 (27) 天 0， 非 退 化 矩阵 (27) 存在 对 数 , 因而 
可 以 写成 
XX(27) = e275. (10) 


Y(t) = X(t)e-Bt, (11) 


Y(t+27)= X(t+2rn)e "eB-Bt 
= X(t)X(2n)e "Be Bt = X(te t= Y(t), 


因此 和 矩阵 Y(t) 以 2r 为 周期 , 又 由 (11) 可 知 它 连续 可 微 , 目 基 本 解 矩 阵 X(t) 可 以 
写成 (7) 的 形式 . 定理 得 证 . 口 
下 面 再 引入 几 个 定义 : 矩阵 B 的 特征 值 A; 称 为 方程 (6) 的 特征 指数 ， 和 矩阵 
和 (2r) 的 特征 值 oj 称 为 方程 (6) 的 特征 乘 数 . 由 (10) 可 知 
或 者 
Aj = 元 人 lp;| + iargp; 十 ipr) (k=0,+t1,+t2,.…). (13) 


参见 : Tagrmaxep ®.P. Teopus maTpuur. M.: Hayra, 1967. 
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矩阵 和 (2r) 的 特征 方程 
det(X(27x)—pEm)=0 (14) 
称 为 方程 (6) 的 特征 方程 . 特征 方程 (14) 有 2 个 性 质 吕 : 1) 特征 方程 不 依赖 于 基本 
解 矩 阵 的 选择 ; 2) 如 果 对 方程 (6) 作 以 2r 为 周期 的 非 退 化 线性 变换 , 特征 方程 不 变 . 
方程 (6) 称 为 可 化 的 是 指 存在 变换 : 


z= L(t)y, (15) 


使 得 方程 (6) 变 为 常 系数 常 微分 方程 , 而 周期 为 2r 的 矩阵 L(t) 对 所 有 上 有 界 、 连 
续 、 可 微 , 并 且 其 逆 和 矩阵 五 -1(0 也 具有 这 样 的 性 质 . 

定理 连续 周期 矩阵 A(t) 对 应 的 方程 (6) 是 可 化 的 . 

证 明 取 由 (11) 定义 的 矩阵 立信 为 变换 (15) 的 矩阵 L(t), 该 矩阵 及 其 逆 和 矩阵 
对 所 有 t 有 界 、 连 续 、 可 微 . 现在 只 需 证 明 变 换 后 的 方程 是 常 系数 的 , 而 这 一 点 很 容 
易 验 证 : 将 

T=X(t)e Piy (16) 
代入 (6) 化 简 得 
dy 
jr = By. (17) 
由 公式 (17) 可 见 , 特征 指数 是 变换 后 微分 方程 的 特征 方程 的 根 . 

显然 , 方程 (6) 和 (17) 的 稳定 性 问题 是 等 价 的 , 所 以 方程 (6) 稳定 当 且 仅 当 其 
所 有 特征 乘 数位 于 单位 圆 |p|<1 之 内 , 并 且 在 位 于 圆周 |p| = 1 上 的 特征 乘 数 是 重 根 
的 情况 下 , 矩阵 和 (2r) 可 化 为 对 角 型 . 


244. 周期 系数 线性 哈密 顿 系统 的 稳定 性 ” 设 在 方程 (3) 中 互 是 对 上 连续 以 2r 
为 周期 的 实 对 称 和 矩阵 . 线性 哈密 顿 方程 的 稳定 性 问题 与 前 一 小 节 人 研究 的 一 般 线 性 系 
统 稳定 性 问题 相 比 , 具有 一 系列 特点 , 这 些 特点 由 李 雅 普 诺 夫 - 庞 加 莱 关 于 周期 系数 
哈密 顿 方程 的 特征 方程 的 定理 给 出 . 

在 叙述 这 个 定理 之 前 , 我 们 给 出 一 个 定义 : 如 果 方 程 


f(z) = aoz" 二 Qalz2"m 1 二:… 十 Qam_1Z 二 am= 二 0 (ao 0) : (18) 
中 ok = am, 则 称 该 方程 为 倒数 方程 . 对 于 倒数 方程 有 恒等式 
0)=2"f (>) (#0); (19) 


反之 , 如 果 有 恒等式 (19), 则 (18) 是 倒数 方程 . 由 恒等式 (19) 可 知 , 奇数 次 方程 (18) 
一 定 有 一 个 根 z = -1. 如 果 m 是 偶数 , 则 利用 


] 
Ww 三 2 十 一 
Z 


也 证明 参见 : Manrkunn H.T 工 . TeopMH ycTOoMYUMUBOCTH ABUFKEeHUA. M.: Hayra, 1966. 
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可 将 倒数 方程 化 为 w 的 m/2 次 方程 . 

倒数 方程 的 根 有 下 面容 易 验 证 的 性 质 : 如 果 方 程 有 根 z = 1, 则 这 个 根 的 重 数 是 
偶数 ; 如 果 方 程 有 根 z = -1, 则 这 个 根 的 重 数 在 m 为 偶数 时 是 偶数 , 在 m 为 奇数 时 
是 奇数 ; 如 果 方 程 有 根 次 尖 士 1， 则 方程 也 有 相同 重 数 的 倒数 根 2 = 1/zx. 

定理 ( 李 雅 普 诺 夫 - 庞 加 莱 定 理 ) 对 上 以 2r 为 周期 的 矩阵 互 (t) 所 对 应 的 方程 
(3) 的 特征 方程 是 倒数 方程 . 

证 明 因为 由 哈密 顿 系 统 运 动 给 定 的 相 空 间 变 换 是 单价 正则 变换 ， 所 以 ( 见 第 
171 小 节 ) 方程 (3) 的 基本 和解 矩阵 藉 (t) 是 辛 矩 阵 , 即 对 所 有 t 有 

X'JX=. (20) 


因为 苹 (0) = Eo, 由 (20) 可 知 , 对 所 有 tt 有 det 六 =1. 
我 们 来 看 下 面 一 系列 恒等式 : 


f(p) = det(X(27) — pE2n) = det X27)(Ezn, — pX- (27)) 
= det(E2n — p71X’'(2n)JT) = det J det(E2n, — pX'(27)) det J 


=.det(E2n, — pX'(27)) = det(E2n, — pX'(27)) 
1 » /1 
= p2" det (xn 一 2 En ) = pp"f (2) . 
由 此 可 知 特征 方程 (14) 是 倒数 方程 , 定理 得 证 . 口 
该 定理 有 几 个 重要 的 推论 . 
推论 1 线性 哈密 顿 系统 稳定 当 且 仅 当 其 所 有 特征 乘 数 pj 位 于 单位 圆 |p| = 1 
上 并 且 短 阵 及 可 对 角 化 . 
推论 2 特征 乘 数 p; 和 1/p; 有 相同 的 重 数 . 
推论 3 如 果 特 征 方程 (14) 有 根 p = 1 或 者 p = -1, 则 这 些 根 为 偶数 重 . 


245. 周期 系数 线性 系统 哈密 顿 规范 型 的 计算 ”我们 再 来 研究 方程 (3)， 假 设 
H(t) 是 对 t 以 2" 为 周期 的 连续 的 实 和 矩阵 , 根据 李 雅 普 庄 夫 定 理 , 方程 (3) 是 可 化 
的 . 但 将 (3) 化 为 常 系数 变换 (15) 中 的 矩阵 L(t) 不 是 唯一 的 . 下 面 给 出 一 个 计算 甜 
阵 L(t) 的 方法 , 使 得 相应 的 (15) 是 对 t 以 2r 为 周期 的 实 正则 变换 , 而 将 (3) 化 为 
规范 型 . 假设 方程 (3) 的 特征 指数 和 x 是 纯 虚 数 (和 = iox, 其 中 i 是 虚数 单位 , ok 是 
实数 ), 假设 特征 乘 数 pk = exp(i2rok)， pn+k = exp(-i2rok) (k= 1,2,…,n) 是 
不 同 的 . 与 在 第 189 小 节 中 的 常 系数 哈密 顿 系统 的 情况 类 似 , 对 t 以 2 为 周期 的 方 
程 (3) 的 规范 型 是 指 下 面 哈密 顿 函数 对 应 的 线性 方程 


1 nN 
H=- >》 ok( 器 十 六 +k)- (21) 
k=1 
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这 里 只 介绍 矩阵 L(t) 构造 过 程 中 的 计算 部 分 名 . 设 下 (t) 是 方程 (3) 的 基本 解 矩 阵 ， 
归 一 化 条 件 为 怀 (0) = En, rp 和 sk 是 和 矩阵 筷 (2r) 相应 于 特征 乘 数 pi 的 特征 向 量 
的 实 部 和 虚 部 . 向 量 ri 和 sx 满足 线性 方程 


Nr 


(XX(27) 一 cos 2ror Bon )Tk 十 sin 27oksk = 0, 


. i (22) 
一 Sin27rok7k 十 (XX(27) — cos2roxr Bsn)sr = 0, 
由 此 解 出 rk 和 sk， 将 它们 归 一 化 
4(rk-. Jsx)=1 (k=1,2,...,n), (23) 


这 样 作 归 一 化 总 是 可 能 的 . 在 必须 进行 归 一 化 的 情况 下 , 需要 相应 地 选择 哈密 顿 函 
数 (21) 中 ok 的 符号 . 

rp 和 sx 归 一 化 之 后 构成 2n 阶 常数 方 阵 书 , 该 矩阵 的 第 上 列 为 向 量 -2s4, 第 
有 十 大 列 为 问 量 274. 

再 构造 2n 阶 方 阵 Q(t) 为 


Di (t) —D,(t) 
Ql) = | Dl Dol (29) 
其 中 Di 和 D。 是 对 角 和 矩阵 
cosoit sinoit 
D1(t) = ， D2(t) = : (25) 
cosont|| sinont 
待 求 矩阵 L(t) 写成 下 面 矩 阵 乘 积 的 形式 
L(t) = X(t PQ). (26) 


利用 计算 机 实际 构造 矩阵 (26) 是 可 能 的 . 


246. 参数 共振 问题 . 含 小 参数 的 线性 哈密 顿 系统 ”在 应 用 中 方程 (3) 的 矩阵 
五 (0) 通常 依赖 于 一 个 或 几 个 参数 , 方程 (3) 的 参数 共振 问题 是 确定 这 些 参数 , 使 得 
特征 方程 (14) 有 模 大 于 1 的 根 (特征 乘 数 ) 换 句 话说 , 这 个 问题 就 是 求 使 方程 (3) 
不 稳定 的 参数 值 . 我 们 只 研究 一 种 特殊 情况 : 方程 (3) 的 哈密 顿 函数 万 写成 小 参数 
< 的 收敛 级 数 - 
H= HO +eHD 十 e2 末 2 十. ， (27) 


中 更 详细 的 介绍 参见 : Mapreesn A. I. O HOPDPMaTI3aIIIU raMHPTOHOBO 首 CHCTeMEI NAMHEMHEIX 
办 中 中 epeHIIaTPHEIX ypaBHeHuii C nepnonnuecknmn KO095 中 中 INeHTaMH // IIMM. 1972. T. 36, 
BbIN. 5. C. 805-810. 
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其 中 HO, HD, HS,… 是 变量 rmi,za…. ,x2n 的 二 次 型 , 并且 互 (0) 的 系数 是 常数 ， 
而 HW, HO),. .的 系数 是 对 tL 27 为 公共 周期 的 连续 实 函数 此 外 HO, HD， 
如 (2) 的 系数 依赖 于 -个 或 几 个 参数 

我 们 研究 方程 (3) 的 特征 乘 数 (以 及 特征 指数 ) 对 小 参数 e 的 依赖 性 . 因为 方程 
(3) 右边 对 < 是 解析 的 , 故 基本 解 矩阵 外 (t,e) 对 < 也 是 解析 的 , 由 此 可 知 , 特征 方程 
(14) 的 系数 也 是 < 的 解析 函数 , 但 是 特征 乘 数 (和 特征 指数 ) 不 一 定 是 解析 的 ; 如 果 
当 e = 0 时 特征 方程 没有 重 根 , 则 特征 乘 数 和 特征 指数 是 解析 的 . 如 果 当 < = 0 时 特 
征 方程 (14) 有 重 根 , 则 当 = 尖 0 时 其 根 对 < 可 以 不 是 解析 的 . 然而 , 无 论 当 se = 0 时 
特征 方程 是 否 有 重 根 , 当头 0 时 方程 (14) 的 根 对 e 都 是 连续 的 @. 

当 se =0 时 方程 (3) 是 常 系数 的 . 正如 在 第 242 小 节 中 已 知 的 , 特征 方程 (5) 只 
要 有 一 个 根 实 部 不 为 零 , 方程 (3) 就 不 稳定 , 在 这 种 情况 下 当 < = 0 时 方程 (14) 至 
少 有 一 个 根 的 模 大 于 1. ' 根 据 特征 乘 数 对 s 的 连续 性 ， 当 参数 < 足够 小 时 特征 方程 
(14) 至 少 有 一 个 根 的 模 大 于 1, 因此 当 参 数 s 足够 小 时 方程 (3) 不 稳定 . 这 种 情况 下 
的 参数 共振 问题 非常 简单 , 没有 研究 兴趣 

下 面 假设 当 s = 0 时 特征 方程 (5) 只 有 纯 虚 根 +tiok (K = 1,2,…… ,n), 那么 当 
se = 0 时 特征 方程 (14) 只 有 模 为 1 的 根 (特征 乘 数 ). 我 们 来 研究 当 小 参数 e 不 为 堆 
时 特征 乘 数 的 性 质 . 

首先 研究 当 es = 0 时 特征 乘 数 没 有 重 根 的 情况 , 即 满足 不 等 式 


ok 士 o 天 N (EL2 N=0,+1,+2,.…), ， (28) 


根据 特征 乘 数 的 连续 性 , 当 s 不 为 零 且 足够 小 时 , 特征 乘 数 仍然 没有 重 根 ; 此 外 , 当 e 
足够 小 时 , 特征 乘 数 的 模 也 都 不 会 超过 1: 这 个 重要 结论 是 李 雅 普 诺 夫 - 庞 加 莱 定 理 
(第 244 小 节 ) 的 一 个 简单 推论 . 根据 这 个 定理 , 特征 乘 数 相对 单位 圆 对 称 分 布 , 当 s 
足够 小 时 , 特征 乘 数 不 会 离开 圆周 , 也 不 破坏 对 称 性 . 

我 们 来 看 n = 2 情况 , 特征 方程 (14) 是 4 次 方程 . 设 oj (7 = 1,2,3,4) 是 当 
s 二 0 时 的 根 , 我 们 在 复 平面 上 画 出 它们 (图 177a). 假设 当 < 很 小 时 有 一 个 根 ,如 应 ， 
离开 单位 圆 且 模 超 过 1, 由 于 方程 (14) 的 系数 为 实数 , 其 复 共 斩 根 pi! 必然 趋向 相 
对 实 轴 的 对 称 点 .因为 全 部 根 的 个 数 为 4, 且 当 s 很 小 时 po, pz! 的 移动 很 小 , 故 移 
动 后 的 根 ci 不 会 在 数值 上 变 为 其 倒数 , 这 与 李 雅 普 诺 夫 - 庞 加 莱 定 理 巴 盾 . 

于 是 , 如 果 当 e = 0 时 特征 急 数 没有 重 根 , 或 者 满足 不 等 式 (28) 则 当 = 足够 小 
时 方程 (3) 稳定 . 

如 果 当 s = 0 时 特征 乘 数 存在 重 根 , 位 于 单位 圆 上 的 某 个 点 4, 则 一 般 来 说 当 
= 关 0 时 它们 可 能 离开 单位 圆 , 这 时 它们 的 分 布 如 图 177b 所 示 , 不 破坏 特征 乘 数 相 
对 圆周 的 对 称 性 . 但 特征 乘 数 并 不 总 是 会 离开 单位 贺 ， 因此 在 特征 未 数 有 重 根 的 情 


中 参见 :. Manrkuna-H. 工 . HeroTrophie 3aEKad TeopNH HEAWMHENHPIXF KONEeOaHUHN. M.: Toonexna. 
naT, 1956. 
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况 下 , 在 e 关 0 时 系统 不 一 定 就 不 稳定 , 我 们 下 面 详细 研究 这 个 问题 . 

假设 当 se = 0 时 特征 指数 iok (k.= 1,2,.… ,n) 各 不 相同 , 那么 根据 第 189 小 
节 , 当 < = 0 时 方程 (3) 借助 线性 实 正则 变换 可 以 变 为 规范 型 . 互 @) 用 新 变量 写成 
(21) 的 形式 , 且 哈 密 顿 函数 (27) 写成 


1 
H= 5 og(Y ?+4r) +eEHDW + eH +..., (29) 


dh 


其 中 互 0), 刀 22) 是 新 变量 yi ,yo,:… ,yon 的 二 次 型 , 其 系数 对 t 以 27 为 周期 , 参 
数 共振 问题 对 老 变 量 和 新 变量 是 等 价 的 . 然而 , (29) 中 的 ck 有 完全 确定 的 符号 , 当 
e =0 时 在 (3) 规范 化 过 程 中 得 到 . : 
我 们 给 出 下 面 定 理 :@ 
定理 ”对 于 足够 小 的 参数 =, 以 (29) 为 哈密 顿 函 数 的 系统 稳定 当 且 仅 当 oj 不 满 
是 关系 式 
ok 十 ol 一 N (k,l=1,2,.……,n; N=0,+1,+2,.…); (30) 


换 句 话说 , 关系 式 (28) 中 的 负 号 可 以 去 掉 , 而 (30) 中 只 要 有 一 个 成 立 , 则 总 可 以 先 
择 (29) 中 的 函数 .再 CD, EC)，.， 使 得 系统 不 稳定 ， 
证 明 咯 . 


247. 求 参 数 共振 区 设 哈 密 顿 函数 (29) 中 的 ox 依赖 于 某 个 参数 or， 并 设 。 a = 
ao 时 下 面 不 等 式 中 至 少 有 一 个 成 立 


# 


opto=N (kl=1,2,.…,n; N=+l1,+2,.…). (31) 


中 证 明 参 见 : J. Moser. New aspects in the theory of stability of Hamiltonian system // Comm. Pure 
Appl. Math. 1958. V. 11, Ne 1. P. 81-114, 以 及 :Aky6o0oBuy B. A.，CTapxkMHCKH 阁 B. M. JIngeiamre 
nhhepeHunanbpHbie yPaBHeHHH C nepHOnndecknMu KO9 中 中 MIeHTaRMHN un nx npnuAoxKegna. 一 M.: 
Hayra, 1972. 
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在 k=1 情况 下 当 等 式 (31) 成 立时 , 即 当 
20k =N (32) 


时 , 则 称 为 简单 共振 ; 对 于 (31) 中 大 ! 的 参数 共振 称 为 组 合共 振 . 我 们 将 证 明 在 条 

件 (31) 下 对 于 足够 小 的 = 可 以 存在 不 稳定 区 域 , 我 们 来 求 这 个 区 域 的 边界 , 精确 到 

< 的 一 阶 . 假设 n= 2 且 在 < = 0 时 共振 关系 式 (31) 中 有 一 个 成 立 . 
设 在 (29) 中 二 次 型 互 () 写成 


HOD=Y hpp YY (Vn +r + p+ pn2), (33) 
7 一 2 
假设 hwop,ps 展开 成 傅立叶 级 数 时 不 包含 零 谐 振子 ,否则 可 以 将 Ht 的 不 依赖 于 
t 的 部 分 写 人 HH(0), 我 们 来 求 参数 a 在 共振 值 ao 附近 的 变化 区 域 . 对 于 ao, 哈密 顿 
函数 (29) 对 应 的 线性 微分 方程 不 稳定 . 假设 在 a = ao 时 有 不 等 式 


d(ox 十 01) 
jo 0. 


下 面 将 应 用 第 11 章 87 介绍 的 摄 动 理论 , 求 不 稳定 区 域 的 基础 是 某 些 正则 变换 ， 
将 哈密 顿 函数 (29) 变 为 最 简单 的 形式 , 便于 反映 共振 特点 , 也 便于 求 不 稳定 区 域 . 
首先 引入 复 共 斩 正 则 变量 ok,pk (k = 1,2) 如 下 : 


qi =Yy3+iyl, gq 三 324 十 192， 


(34) 
D1i=Yys—iy, p= ~ iy, 
新 哈密 顿 函 数 等 于 2iH. 将 ok(a) 在 ao 点 的 邻 域内 分 解 为 级 数 , 可 得 
2iH = ioi (0)q1D1 十 ioo(ao)g2D2 
十 ia — ao) (人 Ean 十 Seopo ) 十 Dm 二 +…， (35) 
其 中 省 略 号 表示 不 低 于 E 和 CQ 一 CO0 二 次 的 项 ， 复 系 数 CQrvizv2HilH2 是 hy vo pi 2 的 线性 
表达 式 . “ 
做 变换 
,_ 88 ，_- 63 jb 
dk 一 Op Dk 一 D0， (k 一 l, 2)， (36) 
其 中 母 函 数 5 为 
8 = gqpi + gp +eW = 和 的 + gap + ED ,Wrap Bp pF. (37) 
v 二 2 
选择 对 t 以 27 为 周期 的 函数 Wy vo p112) 使 得 在 新 哈密 顿 函 数 
H’=2iH+ 95 (38) 


ot 
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中 es 阶 项 尽 可 能 简单 . 由 (36) 和 (37) 可 得 变换 gx, pk 一 ,ph 的 显 式 表 达 式 
dk 一 dk -eB Dk 一 D+ eg (k = 1, 2), (39) 


其 中 在 函数 W 中 将 变量 qk 代替 为 qi. 由 (35), (37)-(39) 可 得 H' 中 e 的 一 次 项 系 
数 表达 式 
Da au v2p1h2 (t)qy Dj go Za Bl 


2 一 2 


= DW + Yavinmpa l(t) gpr ‘p24 (40) 


2 一 2 


其 中 
OW OW 

DW =iD ,or C57 nw) - 

比较 恒等式 (40) 中 gg22p8 pg 的 系数 得 wwsyips 的 方程 : 


dw, 
a Hilo = pa) + 020 — pou (41) 


,1 
Co voHpiHa 一 Qviv2 pap2-: 


如 果 引 入 记号 
b= oil — 1) + 02(v2 — 12), (42) 


并 且 为 了 简略 不 写 出 下 标 , 则 该 方程 的 通 解 为 
w(t) = w(0)e bt + eiot 上 ez(u' 一 aldz. (43) 
0 


由 (43) 可 知 , 如 果 b 不 是 整数 则 对 任意 函数 6 /二 ,方程 (41) 的 通 解 是 以 2r 为 周 
期 的 条 件 是 四 
w(0) = ls 人 eitt(a! — a)dt. 


因此 ， 如 果 b 不 是 整数 , 可 以 在 (40) 中 令 a'(t) = 0. 

如 果 b 是 整数 , 则 当 a'(t) = 0 时 方程 (41) 不 存在 周期 解 . 为 使 周期 解 存在 ，。 
必须 完全 确定 , 令 
其 中 


方程 (41) 的 周期 解 为 


w(t) = w(0)e— i + eo*| (c — a(z)e'”)dz, 
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其 中 w(0) 可 以 取 任 意 值 . 
假设 在 a = ao 时 有 组 合共 
01(Qo) 十 02 (Qo) 一 人， 
在 变换 (36) 之 后 哈密 顿 郴 数 (38) 可 以 写成 


， . . do1 do2 
H’ = ivi(a0)qip’ 十 ico(ao)g2D0 十 ia 一 ao) ( 侍 dn 十 rs) 


dao (45) 
+e(cii00e™ Nig’ gg 十 coo1ieiN tpi ph) 十 :…… . 
下 面 引 入 实 变量 ok,rk, 它们 满足 公式 
qk = V2rke'?r, ph = V2rpe Pr (k=1,2), (46) 


这 些 公式 给 出 的 变换 wz 一 pp,rs (ps 是 坐标 , rs 是 冲 量 ) 是 价 为 1/(2i) 的 正则 
变换 . 用 新 变量 写成 的 哈密 顿 函数 为 


x do do 
H* = ol(aojri + 02(Q0)72 + (0 一 ao) (e" 十 Gr; ) 


十 EVTi7r2[B cos(p1 十 pz 一 Ni 十 7Ysin(pl 十 po 一 Ni 十 ……， (47) 


其 中 常数 8,~ 用 傅立叶 级 数 的 系数 表示 , 这 些 系 数 相应 于 了 哈密 顿 函数 (29) 中 函数 
jos 的 的 某 个 线性 组 合 的 第 N 个 谐振 子 . 根据 正则 变换 (34), (39) 和 (46) 可 
以 给 出 8,x 的 表达 式 : 


1 /*" . 
b= 去 | [(hoo11 — hii00) cos Nt + (hioo1 + hoi10) sin Ntjdt, 
0 


1 27 (48) 
7 三 去 | [(hio01 + hollo) cos Nt — (Pooll — hi1i00) sin Ntldt. 
0 
再 作 正 则 变换 pk, rk 一 亚 k, Rx: 
O1 = ol(ao)t 十 亚 1， wa = 02(Q0)t + V2+0, (49) 


7rl = Ri, 7o = Rhy, 


其 中 
sin 0 = -4 coSs (0 = 一 = 0 = VB +Y. 
描述 变量 亚 k, Rk 随时 间 变化 的 微分 方程 由 下 面 哈密 顿 函 数 给 出 


~ d d . 
H= (a— oo) ( 导 久 十 GR) + Ee0V RiR> sin(Yi + V2)++-.…. (50) 
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精确 到 s 和 a - ao 的 一 次 项 , 正则 方程 写成 


d 
a 一 2 一 —E0v RiRo» cos(V1 十 V2), 
(51) 
d( 亚 1 十 V2) 加 d(o1 十 02) 1 及 十 有 . 
dt 一 (a oa 十 550 于 亏 sin(Y1 十 V2). 


显然 , 哈密 顿 泡 数 为 (29) 的 原 方程 关于 变量 y; - (7 = 1,2,3,4) 按 e 和 a 一 ao 的 一 
阶 近 似 稳定 性 , 等 价 于 方程 (51) 关于 变量 Ri, Ra 的 稳定 性 . 下 面 将 证 明 , 在 s 的 一 
阶 近似 下 参数 共振 区 域 (不 稳定 区 域 ) 由 不 等 式 


E0 E0 
十 ao < Qa<ao 十 


(52) 


d(o1+o2) d(o1+o2) 
dao dao 


给 出 , 这 些 不 等 式 不 成 立时 系统 稳定 . 

事实 上 , 第 2 个 结论 的 依据 是 : 函数 了 = (Ri - Re)? + 有 8? 是 方程 (51) 的 第 一 
积分 , 容易 验证 不 等 式 (52) 不 成 立时 Y 是 变量 Ri, Ra 的 定 号 函数 ; 根据 李 雅 普 诺 
夫 稳 定性 定理 知 方程 (51) 对 变量 Ri, Rs 稳定 . 关于 不 稳定 性 结论 的 依据 是 : 不 等 式 
(52) 成 立时 , 方程 (51) 的 特 解 


Ri(t) = R2(t) = Ra(0)e® ldt VYi+V2=7+arcsind (a 一 二 一 <0 d(o1 + 02) + 2 


E0 dao 
随 着 时 间 无 限 增 大 . 对 于 简单 参数 共振 情况 , 如 2o1 = N, 研究 完全 类 似 , 不 稳定 区 
域 由 不 等 式 


E0 E0 

一 一 十 ao < a < ao 十 一 一 (53) 
do doz 
中 把 


1] 2r . 
6B = 5 万 [(Poo2o0 一 h2000) cos Nt + hioio sin Ntldt, 


(54) 
7 一 5 ho ” [hio10 cos Nt — (hoo2o 一 h2000) sin Ntjdt. ， 
248. 马 丢 方程 马 丢 方程 是 指 周 期 系数 二 阶 微分 方程 
a + (a+ Becost)z = 0, (55) 


其 中 a,6 是 常数 . 在 很 多 力学 问题 中 会 遇 到 这 个 方程 , 如 月 球 运动 理论 、 三 体 问 题 、 
弹性 系统 振动 理论 等 , 所 以 对 该 方程 的 研究 非常 详细 中 
四 参见 : Crokep IIxk. HenmHeiiHbIle KONEG6aAHUA B MexaHHdecKHX MH SNEKTPHYUECKUHX CHCTEMAX. 


M.: HJI, 1953; Beiir™en I'., Opneiin A. BpIcme TPaHCHeHIXeHTHEIe PyHKUINNH. OANAnnTHYecKne 


WH aBTOMOp 中 HPIe 中 yHKHHH Jlame n Marbe. M.: Hayra, 1967. 
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我 们 研究 与 谐振 子 的 微分 方程 偏离 很 小 的 情况 @: 
d2z 
dt2? 

当 e = 0 时 方程 描述 频率 为 w 的 振动 . 根据 前 一 小 节 , 当 。 关 0 时 在 参数 平面 we 
内 可 以 出 现 不 稳定 区 域 , 且 6 很 小 时 不 稳定 区 域 源 自 e = 0 轴 上 的 一 系列 点 , 这 些 点 
相应 于 振动 特征 频率 的 整数 或 半 整 数 倍 : 


w=N (N=1,2,3,...). (57) 


例如 , 如 果 秋 千 在 运动 过 程 中 看 作 周 期 性 改变 摆 长 的 单 摆 , 则 以 2 倍 的 单 摆 特 征 频 
率 改 变 摆 长 时 , 秋千 摆动 加 剧 ( 即 竖 直 平衡 位 置 不 稳定 ). 在 实践 中 经 常 观察 到 公式 
(57) N = 1 的 情况 , 即 被 改变 摆 长 的 频率 是 摆 特 征 频率 的 2 倍 . 

利用 前 一 小 节 得 到 的 参数 共振 区 域 的 公式 , 我 们 来 求 相 应 于 


2w=1 (58) 


的 按 s 一 阶 近似 的 不 稳定 区 域 . 如 果 引 入 相应 于 坐标 z 的 冲 量 pz = z, 则 方程 (56) 
等 价 于 险 密 顿 消 数 为 : 


+ (w+ecost)jz=0 (0<e <1). (56) 


1 1 
H= 了 (pz 十 w27z 人 十 7E COS tzx? (59) 


的 正则 方程 @. 利用 正则 变换 
1 


pr = Vwp， 7= -万 4 (60) 
引入 新 变量 ,yp, 新 哈密 顿 函数 为 
1 E 
H= 5p + gq )+ 7 costg’. (61) 


由 公式 (53) 和 (54), 令 N=1 以 及 
h2000 = 二 cost, /oo20 = Aiolo = 0， 
(LV 
可 得 按 s 一 阶 近似 的 不 稳定 区 域 : 
1 1 1 1 
7 十 <w< 林 TDe' (62) 
例 1 (刚体 洛 椭 圆 轨道 的 偏心 振动 的 稳定 性 ) 在 第 230 小 节 中 讨论 了 质心 沿 椭 
圆 轨 道 运动 引起 的 刚体 的 平面 周期 振动 , 利用 第 128 小 节 和 第 230 小 节 中 的 记号 , 这 
些 振动 写成 名 : 
* 一 25 ... 
pp” = 1 sinv 十 (wo A 1), (63) 
@ 译 者 注 : 原文 下 面 公式 有 印刷 错误 , 已 改正 . 
@ 译 者 注 : 原文 上 面 公 式 有 印刷 错误 , 已 改正 . 
@ 译 者 注 : 原文 下 面 公 式 有 印刷 错误 , 已 改正 . 
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其 中 省 略 号 表示 高 于 偏心 率 e 一 阶 的 项 . 

为 了 研究 (63) 的 稳定 性 , 引入 扰动 z, 它 满足 公式 
7 
1'+ecosv 


水 


2 三 9 + (64) 


将 这 个 p 代入 第 230 小 节 中 的 方程 (37) 并 对 z 线性 化 ， 可 得 马 半 方程 形式 的 受 扰 
运动 线性 方程 : 
d2z 
dv2 
该 方程 精确 到 e 的 一 阶 项 . 当 wo 接近 1/2 时 出 现 不 稳定 区 域 , 相应 于 公式 (62), 该 
区 域 由 不 等 式 吕 


+ [wi +e(l— wi)cosvlz = 0, (65) 


3 | 1] 3 
“set5<w<31s8e (66) 


中 由 其 它 思 路 得 到 不 稳定 区 域 (66) 参见 : Benexkuii B. B. pnxKeHne HCKYCCTBEHHOrO CHYT- 
HKa OTHOCHTeTPHO UIeHTPa Macc. M.: Hayra, 1965. 
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